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ZAKLADY PLANIMETRIE
Planimetrie je ¢ast matematiky, ktera se zabyva studiem geometrickych Gtvarti v rovin€. Témito
utvary v roving jsou:
1. body — znaci se velkymi pismeny latinské abecedy (A, B, C, D, ...);
2. ptimky — znaci se malymi pismeny latinské abecedy (p, ¢, 7, ...);
3. uhly — znaci se malymi pismeny fecké abecedy (o, B, v, ...).

1.1 Primka
DVEMA RUZNYMI BODY PROCHAZI JEDINA PRIMKA.
Pfimka p urCena dvéma navzajem ruznymi body A a B se oznaCuje p =<> AB. Na obr. 1 je

zobrazen bod C, ktery lezi na pfimce p (téz lze fikat p prochazi bodem C nebo bod C je incidentni
s ptimkou p). Tato skuteCnost se zapisuje zdpisem C e p. Analogicky fikdme, ze bod D nenalezi

ptimce p (pfimka p neprochazi bodem D). Tuto skutecnost zapisujeme zapisem D ¢ p.

obr. 1

BOD LEZIiCi NA PRIMCE ROZDELUJE PRIMKU NA DVE NAVZAJEM OPACNE
POLOPRIMKY A JE JEJICH SPOLECNYM POCATKEM.

Pocatek je spolecnym bodem obou polopiimek, kazdy jiny bod ptimky je vnitinim bodem jedné
poloptimky; poloptimka s pocatkem P a vnitinim bodem A se znaci > PA (viz obr. 2).

A

F

obr. 2

Dvé navzajem opacné polopiimky (polopiimka PA a poloptimka PB) ptimky p jsou zobrazeny
na obr. 3.

B

A

obr. 3

USECKU AB TVORI VSECHNY BODY PRiMKY AB, KTERE LEZi MEZI BODY A
A B A BODY A, B (VIZ OBR. 4).

A

B
obr. 4

Délka (velikost) usecky AB je vzdalenost bodii A a B; znaci se symbolem |AB| .
3
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1.2 Polorovina

PRIiMKA DELi ROVINU NA DVE NAVZAJEM OPACNE POLOROVINY A JE
JEJICH SPOLECNOU HRANICi (HRANICNI PRIMKOU).

Polorovina s hrani¢ni pfimkou p a vnitinim bodem M (bod, ktery lezi v dané roving, ale nelezi
na hrani¢ni ptimce) se znaci — pM; je-li p =<> AB, pak — pM = ABM. Vyfez takové roviny je
zobrazen na obr. 5.

Znaceni polopfimky a poloroviny je tedy stejné. RozliSeni, zda se jedna o polopfimku nebo o
polorovinu vyplyne z kontextu (zadani Glohy, textu, ...). Navic to lze poznat i podle po¢tu malych a
velkych pismen. O pfimku se bude jednat tehdy, budou-li nasledovat za Sipkou dvé velka pismena. O
rovinu se bude jednat tehdy, budou-li za Sipkou nasledovat jedno malé a jedno velké pismeno a nebo
tfi velka pismena.

obr. 5

1.3 Uhel

1.3.1 Zakladni vlastnosti
DVE RUZNE POLOPRIMKY VA A VB DELI ROVINU NA DVA UHLY AVB.

Piimky VA a VB se nazyvaji ramena uhlu, bod V vrchol obou uhli. Nejsou-li pfimky VA a
VB navzijem opacné, pak se mensi z uhlll nazyva konvexni uhel (na obr. 6 je to thel o) a druhy
nekonvexni ihel (na obr. 6 je to thel B).

Nazev uhlu je tvofen posloupnosti nazvii bodu lezicich na jednom a druhém rameni Ghlu a
v jeho vrcholu. Bod lezici ve vrcholu uhlu je vzdy uprostfed nazvu uhlu.

Analogicky se zavadi pojem konvexni geometricky utvar (viz obr. 7).
konvexni geometricky Gtvar nekonvexni geometricky utvar

obr. 7
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GEOMETRICKY UTVAR SE NAZYVA KONVEXNIi, JESTLIZE USECKA,
SPOJUJICi LIBOVOLNE DVA BODY UTVARU, JE CASTi TOHOTO UTVARU.

Za konvexni geometricky utvar povazujeme takovy utvar, ve kterém dva libovoln¢ umisténi lidé
na sebe navzajem vidi. V takovém tutvaru se tedy lidé nikdy nedostanou ,,za roh“. Konvexni tvar maji
htisté na fotbal, hokej a dalsi sporty — hraci na sebe potiebuji béhem hry navzajem vidét.

OSA UHLU JE POLOPRiIMKA S POCATKEM VE VRCHOLU UHLU, KTERA UHEL
DELI NA DVA SHODNE UHLY.

obr. 8

DVA KONVEXNI UHLY AVB A AVC, KTERE MAJI SPOLECNE RAMENO VA A
JEJICHZ RAMENA VB A VC JSOU NAVZAJEM OPACNE POLOPRIMKY, SE
NAZYVAJi UHLY VEDLEJSI.

Vedlejsi uhly jsou tedy takové uhly, které maji jedno rameno spolecné a jejich soucet je
180 stupniti.

C A %
obr. 9

DVA KONVEXNI UHLY AVB A CVD, JEJICHZ RAMENA VA A VD A ROVNEZ
RAMENA VB A VC JSOU NAVZAJEM OPACNE POLOPRIMKY, SE NAZYVAJi UHLY
VRCHOLOVE. VRCHOLOVE UHLY JSOU SHODNE.

h S
Os

obr. 10

Na obr. 10 jsou zobrazeny dvé dvojici vrcholovych thli: jedna dvojice je dvojice thld o a B,

druhou dvojici je dvojice uhld y a §.
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PRAVY UHEL JE TAKOVY UHEL, KTERY JE SHODNY SE SVYM UHLEM
VEDLEJSIM.

KONVEXNi UHEL, KTERY JE MENSi NEZ UHEL PRAVY, SE NAZYVA OSTRY;
KONVEXNI UHEL, KTERY JE VETSI NEZ UHEL PRAVY, SE NAZYVA TUPY.

To tedy znamena, Ze:

1. hodnota ostrého uhlu leZi v intervalu (0; gj ;

N

. hodnota tupého thlu lezi v intervalu (%, nj;

3. hodnota konvexniho uhlu lezi v intervalu (0;7);
4. hodnota nekonvexniho uhlu lezi v intervalu (m; 27).

1.3.2 Obvodovy a stiredovy uhel

Pro tadu uloh je vhodné znat vztah mezi obvodovym thlem o a stfedovym uhlem a , které jsou
sestrojeny nad stejnou tseckou s krajnimi body A a C lezicimi na kruznici se stfedem S (viz obr. 11).
Pro odvozeni do obrazku doplnime jesté spojnici bodt S a B a oznac¢ime si vSechny thly (viz obr. 12).

Trojuhelnik ASC je rovnoramenny (strany SA a SC maji délku rovnou poloméru kruznice), a
proto jsou uhly p a & stejné. Analogicky lze zduvodnit skutecnosti, ze p=A a €¢=w. V trojahelniku

180° —a 180° -

ASC tedy plati p=56= — v trojuhelniku ABS plati e=w= a v trojuhelniku BCS

180°—y

plati p=A= , protoze soucet vnitinich thla v trojuhelniku je 180°.

Pro wvnitini thel trojuhelniku ABC u vrcholu B mlzeme tedy postupné psat:

1802—Y + 1802_[3 21800—%(Y+B). Odtud mtizeme vyjadfit f+y=360°-2c.

Prothly a, B a vy pfitom plati: a+p+7v=360° (viz obr. 12).

c=A+m=

Po dosazeni z pfedposledniho uvedeného vztahu do posledniho, dostaneme: o +360°—-2c=360°.
Odkud jiz dostavame vztah:
a=2c. (1)
Muzeme tedy vyslovit zaver:
VELIKOST STREDOVEHO UHLU SESTROJENEHO NAD DANOU TETIVOU

KRUZNICE JE DVOJNASOBNA VE SROVNANI S VELIKOSTI OBVODOVEHO UHLU
SESTROJENEHO NAD STEJNOU TETIVOU TEZE KRUZNICE.

Specialnim ptfipadem pak je thel sestrojeny nad primérem zadané kruznice; tento thel je (ve
shod¢ se znénim Thaletovy véty) pravy.
1.4 Vzdjemnd poloha dvou piimek

Dvé ptimky v roviné mohou mit tyto vzajemné polohy (viz obr. 13):
6
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1. ptimky jsou riznobézné (riznobézky) — pfimky maji jeden spoleény bod — tzv. prusecik;
je-li P prise¢ikem pifmek a a b, pak lze psat Peanb resp. {P}=anb;

2. pfimky jsou rovnobézné riizné (rovnobézky) — pfimky nemaji zadny spolecny bod;
rovnobéznost piimek a a b se znaci symbolem a||b (rovnobeznost polopiimek a usecek na

danych primkéch lezici se znaci analogicky);
3. ptimky jsou splyvajici (totozné) — pfimky maji spole¢né vSechny své body; jedna se o
zvlastni pripad rovnobéznosti.
raznobé&zky rovnobézky totoZné pfimky

obr. 13

Danym bodem lze vést k dané primce jedinou rovmobézku. Rovnobéznost je tranzitivni
vztah, tj. je-li ab a b, pak je také afc .

obr. 14

Jsou-li dany dv¢€ rizné pfimky a, b a ptimka p, ktera je protina v riznych bodech A a B, fikame,
ze ptimky a, b jsou protaty pri¢kou p (viz obr. 14). Kazdy z bodti A i B je vrcholem ¢ty konvexnich
uhlt. Dvojice thlt oo — B, vy — 8, ¢ — A a p — o se nazyvaji thly souhlasné. Nahradime-li jeden ze
dvou souhlasnych uhlti thlem k nému vrcholovym, dostaneme hly stFidavé.

Kazda dvojice souhlasnych (resp. stfidavych) ihla vytatych p¥ickou p piimek a, b jsou
uhly shodné, jsou-li piimky a, b rovnobéZné. (Plati i obracené.)

Odchylka dvou ptimek a, b v roving je v pfipade riznobéznych piimek velikost o kazdého z
ostrych nebo pravych Ghld, které piimky spolu sviraji; znadi se |<«ab|=a.. Je-li a=b, pak a=0°.

Pro a=90° se nazyvaji riiznobézky a, b pfimkami kolmymi (kolmicemi) a tato skutecnost se
oznacuje zapisem a.lb .

Kazdym bodem lze vést k dané piimce jedinou kolmici.

Plati: alb A alc = b||c a dale také b"c A alb = alc

OSA USECKY JE KOLMICE K TETO USECCE PROCHAZEJiICi JEJIM STREDEM
(VIZ OBR. 15).

Vzdalenost bodu A od primky p je vzdalenost bodu A a paty kolmice vedené bodem A na
ptimku p.



-

Zaklady planimetrie, Jaroslav Reichl, © 2013

o!
A Y ):
obr. 15

1.5 Trojuhelnik
1.5.1 Zakladni definice
Tii body A, B, C, které nelezi na jedné piimce, urcuji trojiahelnik ABC. V tomto trojuhelniku

plati (viz obr. 16):

1. A, B, Cjsou vrcholy trojuhelniku ABC;

2. AB, BC, AC jsou strany trojuhelniku ABC;

3. konvexni thly BAC, ABC, BCA (tj. uhly o, B, y) jsou vnitini thly trojuhelniku ABC;

4. vedlejsi uhly k vnitinim Ghlim trojuhelniku ABC (tj. uhly o', B', ' a a", B", ¥v") jsou

wewr

obr. 16
Podle délek stran se trojuhelniky d€li na (viz obr. 17):
1. rtznostranné (obecné);
2. rovnoramenné — dv¢ strany (ramena) maji shodnou délku, tfeti strana se nazyva zakladna;
3. rovnostranné — v§echny strany maji navzajem stejnou délku.
riznostranny rovnoramenny rovnostranny
C

AW ® B

obr. 17
Podle velikosti vnitfnich thlt se trojuhelniky d€li na (viz obr. 18):
1. ostrouhlé — vSechny vnitini thly trojuhelnika jsou ostré;
2. tupouhlé — jeden vnitini uhel trojihelnika je tupy;
3. pravouhlé — jeden vnitini uhel trojuhelnika je pravy.
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ostrouhly tupothly pravouhly
C

A bt i ®*B 4 b
obr. 18
SOUCET VNITRNIiCH UHLU V TROJUHELNIKU JE UHEL PRIMY (TJ. 180°).
A tedy plati (ve shod€ s obr. 16) plati:
o+p+y=180°. (2)
VELIKOST VNEJSIHO UHLU JE ROVNA SOUCTU VNITRNIiCH UHLU PRI
ZBYVAJIiCiCH VRCHOLECH.

Plati tedy (ve shod¢ se znacenim na obr. 16):

o' =B+y,B =a+yay =a+p. 3)

v

Dtkaz vztaht (3) plyne ze vztahu (2) a z faktu, Ze vnitini thel a vnéj$i thel u daného vrcholu
trojihelnika jsou uhly vedlejsi. Tedy napf. pro hly u vrcholu A (podle obr. 16) plati: o+ o' =180°.

Po dosazeni ze vztahu (2) dostivame vztah 180°—B—-y+a'=180°, odkud jiz snadno plyne
o' =B +7. Zbyvajici dva vztahy (3) se dokazi analogicky.

SOUCET KAZDYCH DVOU STRAN TROJUHELNIKU JE VZDY VETSi NEZ
STRANA TRETI (TZV. TROJUHELNIKOVA NEROVNOST).

Trojuhelnikovou nerovnost si lze predstavit na analogii s cestovanim: cesta z 4 do B ptes C je
vzdy delsi, nez pfima cesta z A do B. To plati ovSem za predpokladu, Ze body 4, B a C neleZi na jedné
primce. A to body tvofici trojuhelnik na jedné ptimce lezet nemohou!

V trojuhelniku lezi proti vétsi strané vetsi vnitini Ghel; proti vétSimu vnitinimu Ghlu lezi veétsi
strana.

STREDNI PRiCKA TROJUHELNIKU JE USECKA SPOJUJICI STREDY DVOU
STRAN TROJUHELNIKA.

Kazda stfedni pticka trojuhelnika je rovnobézna s tou stranou trojuhelniku, jejiz stted nespojuje.
Jeji délka je rovna poloving délky této strany.

VYSKA TROJUHELNIKU JE USECKA VEDENA Z VRCHOLU TROJUHELNIKA
KOLMO NA PRIMKU, NA NiZ LEZi STRANA TROJUHELNIiKU PROTILEHLA K
DANEMU VRCHOLU. VSECHNY TRI PRIiMKY, NA NICHZ LEZi VYSKY
TROJUHELNIKA, SE PROTINAJI V JEDINEM BODE O — TZV. PRUSECIK VYSEK

(ORTOCENTRUM).
C C
o o
Sca ¢ SBC 0‘5
. o é N
A SAB B A ®p
obr. 19 obr. 20

TEZNICE TROJUHELNIKA JE USECKA SPOJUJICI VRCHOL TROJUHELNIKA SE
STREDEM PROTEJSI STRANY. TEZNICE TROJUHELNIiKA SE PROTINAJIi V JEDNOM
BODE — V TEZISTI T. VZDALENOST TEZISTE TROJUHELNIKA OD VRCHOLU
TROJUHELNIiKU JE ROVNA DVEMA TRETINAM DELKY PRiSLUSNE TEZNICE.
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A °p

obr. 21
KRUZNICE OPSANA TROJUHELNIKU JE KRUZNICE PROCHAZEJici VSEMI
VRCHOLY TROJUHELNIiKA. JEJi STRED LEZI VvV PRUSECIKU OS STRAN
TROJUHELNIKU.
Polomér kruznice opsané se vétsinou znaci r.

obr. 22

Pro odvozeni vztahu pro polomér r kruznice opsané trojuhelniku budeme uvazovat obecny
trojuhelnik ABC, v némz jsou sestrojeny osy stran a kterému je opsana kruznice s polomerem prave r»
(viz obr. 23). Bez Gjmy na obecnosti uvazujme trojihelnik AS S , kde S, je stfed strany AB a S, je

stted kruznice opsané trojuhelniku.

V bodé S, se protinaji vSechny tfi osy stran trojihelnika ABC a tento bod je stiedem kruznice
opsané trojuhelniku ABC.

Velikost thlu AS B je rovna 2y . Uhel AS B je totiz stfedovy uhel sestrojeny nad tétivou AB

sestrojené kruznice a tthel ACB je obvodovy thel sestrojeny nad stejnou tétivou kruznice; uvedena
rovnost Ghli pak plyne ze vztahu (1) odvozeného v kapitole 1.3.2. Use¢ky AS_ a S B jsou stejné

dlouhé (plyne z faktu, Ze bod S, leZi na ose Usecky AB), a proto i uhly AS S, a BS S, jsou shodné.
Vzhledem k vySe uvedenému plati: |<ASOSI| = |<IBSOSI| =7.

V pravothlém trojuhelniku ASS, tedy mizeme psat siny =%, kde ¢ je délka strany AB.
r

Odtud pro polomér r opsané kruznice dostavame vztah:
o C b a 4)
2siny 2sinf  2sina

pricemz dalsi dva vztahy lze odvodit analogickym postupem.
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obr. 23

KRUZNICE VEPSANA TROJUHELNIKU JE KRUZNICE, KTERA SE DOTYKA
VSECH STRAN TROJUHELNIiKA. JEJI STRED LEZi V PRUSECIKU OS VNITRNICH
UHLU TROJUHELNIKA.

Polomér kruznice vepsané trojuhelniku se vétSinou znaci symbolem p .

C
"

obr. 24

Pro odvozeni hodnoty poloméru vepsané kruznice vyjdeme z obecného trojuhelnika ABC, ve
kterém je sestrojena kruznice vepsana se stfedem v bod¢ S a ktery si miizeme rozdélit spojnicemi
tohoto stfedu s vrcholy trojuhelnika na tii mensi trojuhelniky (viz obr. 25). Body P, Q a R jsou paty
kolmic vedenych k jednotlivym stranam trojuhelnika ze stiedu kruznice vepsané. Obsah trojihelnika
ABC muiZeme psat jako soucet obsahlli trojuhelniki ABS , BCS, a CAS , tj. miZeme psat:
S =S,ps, T Spcs, T Scas, - Uvedomime-li si vztah pro vypocet obsahu trojihelniku, miZzeme dosadit a
psat:

5
S,P S.Q SR ©®)

2

S =<|AB|-
2

+l|BC|-
2

+l|CA|-
2

kde p= |SVP| = |SVQ| = |SVR| je polomér kruznice vepsané trojuhelniku ABC. Vztah (5) tedy mizeme
zapsat ve tvaru S = %|AB| -p +%|BC| -p +%|CA| -p a zjednodusit do tvaru S = %p(|AB| + |BC| + |CA|) .

Odtud jiz midZeme hledany polomér p kruznice vepsané vyjadfit ve tvaru:
28 28 (6)

P IAB[+[BC[+[CA] o

b

kde o je obvod trojuhelnika ABC.
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A P B
obr. 25

Stfed kruznice vepsané a té¢zisté trojuhelnika jsou vzdy vnitini body trojahelniku. Prisecéik
vysek a stfed kruznice opsané jsou vnitinimi body jen u ostrothlého trojuhelniku; o vnéjsi body se
jedna u tupothlého trojuhelniku. U pravouthlého trojuhelniku splyva prusecik vysek s vrcholem
pravého tihlu a stfed kruznice opsané se stredem piepony.

KRUZNICE PRIPSANA TROJUHELNIKU JE KRUZNICE, KTERA SE DOTYKA
VZDY JEDNE STRANY A DVOU PRIMEK, NA NICHZ LEZi ZBYVAJICi STRANY
TROJUHELNIKA. JEJI STRED JE PRUSECIKEM OSY PRISLUSNEHO VNITRNIHO
UHLU A OS ZBYVAJICIiCH DVOU SOUSEDNICH VNEJSIiCH UHLYV.

1.5.2 Shodnost trojuhelniki

Dva trojuhelniky jsou shodné, jestlize je lze premistit v roviné tak, Ze se po uvazovaném
premisténi vzajemné kryji — v tomto ptipadé se jedna o tzv. shodnost pFimou. Shodnost trojahelniki
ABC a A'B'C’ se zapisuje zapisem aABC = aA'B'C’. Pii uvaZzovaném piemisténi piejde bod A do
bodu A, bod B do bodu B" a bod C do bodu C’. Z toho plyne, ze kazdé dvé k sob¢ ptislusné strany

uvazovanych trojuhelnikli jsou navzajem shodné a kazdé dva k sobé pfislusné thly jsou navzajem
shodné.

Napt. podle obr. 26 plati: A ABC=ZAODS=AUSA=ALYC.

L
_aD \

c «

o 0 ™ S

Be N 0

Ce
4

Ae s®

e
obr. 26

Pfi zapisu podobnosti dvou trojuhelnikd je nutné davat pozor na potadi vrcholtl trojihelnikd!

Napft. podle obr. 26 je trojihelnik ABC shodny s trojuhelnikem ODS, ale trojuhelnik ABC neni
shodny s trojihelnikem SOD. Divodem je skutecnost, Ze vrcholy (a jim pfislu$né strany trojuhelnika)
jsou v obou trojuhelnicich uvedeny v jiném potadi (pojmenovani trojuhelnika zacind pokazdé od
jiného vrcholu). A s trojihelnikem ABC neni shodny ani trojihelnik OSD — jednotlivé vrcholy (a tedy
i strany a uhly) si vzajemné neodpovidaji!

Plati tyto véty o shodnosti trojuhelniktl, na zaklad¢ 1ze urcit, zda trojihelniky jsou shodné nebo
ne:

VETA $5S: DVA TROJUHELNIKY, KTERE SE SHODUJi VE VSECH STRANACH,
JSOU SHODNE.

VETA USU: DVA TROJUHELNIiKY, KTERE SE SHODUJIi V JEDNE STRANE A
UHLECH PRILEHLYCH K TETO STRANE, JSOU SHODNE.

VETA SUS: DVA TROJUHELNIiKY, KTERE SE SHODUJi VE DVOU STRANACH A
UHLU JIMI SEVRENEM, JSOU SHODNE.

VETA SSU: DVA TROJUHELNIiKY JSOU SHODNE, SHODUJi-LI SE VE DVOU
STRANACH A UHLU PROTI VETSi Z NICH.

Ke vSem uvedenym vétam plati i véty obracené.

12
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1.5.3 Podobnost trojuhelniku

Pro kazdé dvé usecky AB a CD je mozné stanovit kladné realné Cislo k, pro které plati:
|AB|

D

TROJUHELNIiK A'B'C’ JE PODOBNY TROJUHELNIKU ABC, JESTLIZE
EXISTUJE KLADNE REALNE CISLO k& TAKOVE, ZE PRO STRANY UVAZOVANYCH
TROJUHELNIKU PLATI: |A'B|=k:|AB|, [B'C'|=k-|BC|, |C'A’|=k:|CA|, NEBOLI c'=k-c,
a=k-a, b=k-b. CISLO k SE NAZYVA POMER PODOBNOSTI TROJUHELNIKU ABC A
A'B'C'. JE-LI k>1 NAZYVA SE PODOBNOST ZVETSENi (VIZ OBR. 27A), JE-LI k<I,
JEDNA SE O ZMENSENI (VIZ OBR. 27B), JE-LI k=1, JSOU OBA TROJUHELNIiKY
SHODNE.

Podobnost trojuhelnikl zapisujeme zapisem: aABC ~ 2aA'B'C’. I v tomto piipadé (stejn€ jako u
shodnosti trojuhelnikti — viz kapitola 1.5.2) je dilezité zapisovat vrcholy dvou podobnych trojahelniki
ve spravném potadi.

, pficemz se Cislo k£ nazyva pomér usecek 4B a CD.

Z rovnosti pomérl a':a=>b":b=c":c vyplyva téZ rovnost pomérit a':b":c¢'=a:b:c.
Podobnost trojihelniki je vztah tranzitivni.

Tranzitivnost v tomto piipadé znamena, zZe je-li trojuhelnik ABC podobny trojuhelniku KDU a
soucasn¢ je trojuhelnik KDU podobny trojuhelnik HIV, pak i trojuhelnik ABC je podobny
trojuhelniku HIV.

O podobnosti trojuhelnikil 1ze rozhodnout nejen pomoci délek jejich stran, ale i pomoci jejich
vnitinich ahlu:

VETA UU: DVA TROJUHELNIKY JSOU PODOBNE, SHODUJi-LI SE VE DVOU
UHLECH.

V podobnych trojuhelnicich jsou tedy vSechny navzajem si odpovidajici uhly shodné.

VETA SUS: DVA TROJUHELNIKY JSOU PODOBNE, SHODUJIi-LI SE V JEDNOM
UHLU A V POMERU DELEK STRAN LEZIiCiCH NA JEHO RAMENECH.

a) B'-. :
B® !I
e | e
® - o
A
A'. —
b)
Be
B..
L
C C.'
o pe
A A’
obr. 27

V podobnych trojuhelnicich jsou odpovidajici si téznice, vysky, stfedni pricky, poloméry
kruznic vepsanych danym trojuhelnikiim a poloméry kruznic opsanych danym trojuhelnikiim v tomtéz
pomeéru jako odpovidajici si strany.

1.5.4 Konstrukce bodu déliciho danou uise¢ku v daném poméru

Tato konstrukce slouzici k rozdéleni tsecky v daném poméru je zaloZzena na podobnosti
trojuhelnikd.

Je dana usecka AB, kterou mame rozd¢lit na dvé ¢asti v poméru £, kde p,qeN. Hledame

tedy takovy bod X lezici na usecce AB, pro ktery plati:
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AX| p (7)
IXB| ¢
Postup konstrukce je nasledujici (viz findlni konstrukce zobrazenid na obr. 28 pro pomér

):

Q|
0| W

narysujeme usecku AB;
sestrojime pomocnou ptimku m, ktera svira s ptimkou AB libovolny ostry thel;
na pfimku m naneseme p + ¢ stejnych dilkt;

koncovy bod posledniho dilku (bod K) spojime s bodem B;
koncovym bodem p-tého dilku (bod L) vedeme rovnobézku 7 s useckou KB;
prusecik piimky 7 s tiseCkou AB je hledany bod X.

A X B
.- o

AN S e

obr. 28

Diikaz spravnosti této konstrukce plyne z podobnosti trojuhelniki AXL a ABK, které jsou
podobné, protoze dvé jejich strany lezi na stejnych pfimkach a tieti strany jsou vzdjemné rovnobézné

- SRR, L |AX| |AL| A
(jedna se vlastn€ o aplikaci véty sus — viz kapitola 1.5.3): -——=1—. Pomér —— je pfitom (ve
|AB| |AK] |AK|
N , AL|  p .., . .
shod¢ s popsanym postupem konstrukce) roven m = . S vyuzitim pomeéru (7) a skutecnosti, Ze
p+q

pro délky usecek AX, XB a AB plati vztah |AB|=|AX|+|XB , lze psat

|AB|=|AX|+|AX|%=|AX|pTTq Tedy %:ﬁ, coz je stejny pomér, ktery vyplyva

z podobnosti trojuhelnikii AXL a ABK.

Pokud budeme mit za ukol rozdélit danou tsecku na polovinu nebo Ctvrtinu, Ize postupovat i
jednoduseji: vyuzit pileni usecky (napt. s vyuziti osy usecky — viz kapitola 1.4).

1.5.5 Ctvrta seometricka amérna

Ctvrta geometrickd umérna useéek délek a, b a ¢ je vlastné konstrukce usecky délky x, pro
kterou plati:

a-b (8)
x=—.
c

Upravime-li vztah (8) do tvaru %: a4 , zjistime, ze se vlastn€ jedna (ve shodé¢ se vztahem (7)) o
c

hledani délky x tisecky, ktera deéli usecku délky b v poméru a.
c

Analogicky lze na upraveny vztah (8) nahlizet tak, ze hledame tisecku, ktera déli usecku délky a

b
v poméru —.
c
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1.5.6 Tétivovy teorém

Pfi pocetnim feSeni nékterych typt tloh lze s ispéchem pouzit vztah mezi délkami ¢asti tétiv
dané kruznice. Na obr. 29 je zobrazena kruZnice k se stfedem S a jeji tétivy LA a UR, které se protinaji
v bodé¢ K; ten nemusi byt obecné totozny se stfedem kruznice k. Abychom mohli odvodit vztah, ktery
plati pro délky ¢asti LK, KA, UK a KR zobrazenych tétiv, doplnime si do obrazku jesté usecky LU a
AR. Tim ziskame trojuhelniky LUK a RAK (viz obr. 30), o kterych nejdiive ukazeme, Ze jsou

podobné.
U
L
A\_/ R

obr. 29 obr. 30

Uhly LKU a RKA v obou zobrazenych trojuhelnicich jsou shodné, nebot’ se jedna o uhly
vrcholové (viz kapitola 1.2); na obr. 31 jsou tyto uhly oznaceny symbolem o . Uhly KLU a KRA
obou uvazovanych trojihelnikli jsou také shodné (na obr. 31 jsou oznaceny symbolem [3), protoze

jsou to thly sestrojené nad stejnou useckou AU.

Jinymi slovy: z bodii L a R je vidét tiseCku AU pod stejnym uhlem — pod thlem . Konstrukce
bodt, z nichz je vidét danou usecku pod zadanym uhlem, je popsana v kapitole 0.

obr. 31 obr. 32

Maji-li dva trojuhelniky dva navzijem stejné uhly, jsou podle véty uu podobné (viz kapitola
1.5.3). Trojuhelniky LUK a RAK jsou tedy podobné. Na zaklad¢é podobnosti trojuhelnikii 1ze psat pro

LK| |UK
délky jejich stran pomér ve tvaru: u = u . Tento vztah Ize pfepsat ve tvaru:

[KR] [KA|

|LK|-[KA| =|UK|-[KR], ©)

coz je vztah popisujici tétivovy teorém.

Tento vztah si lze pamatovat tak, ze se jedna o rovnost dvou soucinti délek casti tétiv se
spolecnym prasecikem, pricemz na kazdé strané rovnice je souCin délek Casti téze tétivy. Na levé

15
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strané vztahu (9) je soucin délek ¢asti LK a KA tétivy LA a na pravé strané je soucin délek ¢asti UK a
KR tétivy UR

Bude-li navic jedna z tétiv prochazet souc¢asné¢ bodem K i sttedem S kruznice £ o poloméru r
(viz obr. 32), lze oznacit symbolem v vzdalenost priiseciku tétiv K od sttedu S kruznice k. Pak lze

napf. pro tétivu LA a tétivu PI v souladu se vztahem (9) psat: |LK| . |KA| = (r + v) . (r - v) . S vyuzitim
algebraického vztahu pak mizeme uvedeny vztah piepsat ve tvaru:

|LK|-|KA|=|UK|-[KR|=#* —v*. (10)

Vyhodou vztahu (10) je, ze pfi dané poloze pruseciku K danych tétiv je vzdalenost v stala.

Polomér  dané kruznice je také staly, a proto lze vztah (10) vyuzit i tehdy, kdyz pracujeme s jednou
obecnou tétivou a jednou, ktera prochazi sttedem zadané kruznice.

Jsou-li uvazované tétivy sestrojené v kruznice na sebe navic kolmé, plati pro délky jejich ¢asti
navic i dal$i vztah odvozeny s vyuzitim Pythagorovy véty v kapitole 1.7.5.

1.5.7 Vivianiho véta

Veétu, ktera se tyka jedné vlastnosti rovnostranného trojuhelnika, formuloval italsky matematik a
védec Vincenzo Viviani (1622 — 1703).

VIVIANIHO VETA: SOUCET VZDALENOSTI LIBOVOLNEHO VNITRNIHO BODU
V ROVNOSTRANNEM TROJUHELNIiKU OD JEHO STRAN JE ROVEN VYSCE TOHOTO
TROJUHELNIKU.

Jinymi slovy: vedeme-li z libovolného vnitiniho bodu rovnostranného trojuhelniku kolmice na
jeho strany, pak celkova délka téchto tii kolmic je rovna vysce daného rovnostranného trojuhelnika.

Situace popsana ve vyse uvedené véte je pro trojuhelnik LOM a bod P zobrazena na obr. 33.
Jeden z ditkaz(i Vivianiho véty lze vyvodit na zédklad¢ obsaht trojihelniki, které jsou zobrazeny na
obr. 34.

M M

L ) o L S "o
obr. 33 obr. 34

Oznacime-li délku strany uvazovaného rovnostranného trojuhelnika a, pak pro obsah:

1. trojtthelnika LOP plati S|, = %a |PS

b

b

2. trojuhelnika OMP plati S, = %a |PU
3. trojuhelnika MLP plati S, , = %a . |PD| .
. 1
Pro obsah trojuhelnika LOM pak plati S=3S . +Soue + Swuip =Ea-(|PS| +|PU| + |PD|).

Soucasné¢ Ize ale obsah trojuhelnika LOM psat ve tvaru S = %a -v, kde v vyska na jeho stranu.

Porovnanim obou uvedenych vztahli pro obsah trojuhelnika LOM dostavame vztah:
v=|PS|+|PU|+|PD|, (11)
16
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coZ je zaver Vivianiho véty.
1.5.8 Osa tihlu délici stranu trojuhelnika
V obecném trojuhelniku plati nasledujici véta:
OSA KAZDEHO VNITRNiHO UHLU KAZDEHO TROJUHELNIKA DELi JEHO

PROTILEHLOU STRANU V POMERU DELEK PRILEHLYCH STRAN TOHOTO
TROJUHELNIKA.

Sledujme uvedenou vétu na obr. 35, na kterém je zobrazeny obecny trojihelnik KUS a osa jeho
uhlu KSU protinajici protilehlou stranu v bodé A. Odvozeni ptislusného poméru (resp. dikaz uvedené
véty) provedeme pomoci obsahll vybranych trojuhelnikd.

Na obr. 36 jsou proto krom¢ uvazovaného obecného trojuhelnika KUS zobrazeny i:
1. vyska na stranu KU v trojuhelniku KUS (ale i na stranu KA v trojihelniku KAS a na
stranu AU v trojuhelniku AUS) protinajici pfimku UK v bodé P;
2. vyska na stranu SK v trojithelniku KAS protinajici ptimku SK v bodé L;
3. vyska na stranu SU v trojuhelniku AUS protinajici pfimku SU v bodé N.
Pied dalSimu tivahami je tfeba si uvédomit, Ze trojihelniky LAS a NAS jsou shodné. Oba
trojuhelniky totiz jsou pravothlé, oba maji stejny thel u vrcholu S (pfimka o, na niz lezi strana AS
obou trojuhelniki, je osou tthlu KSU, a tedy tento thel ptli) a oba maji shodnou stranu AS (viz véta

usu v kapitole 1.5.2). Proto jsou shodné i sestrojené vysky LA a NA.
0 0

obr. 36

Nyni mlZeme pro obsah trojuhelnika KAS psat: S, ¢ =%-|KA|~|SP| =%- |SK| . |LA|. Pro obsah

trojuhelnika AUS plati: S, = % : |AU| : |SP| = % - |US| . |NA| . Pro pomér té€chto obsaht (s uvédoménim

S _[KA[_[SK[
Sws |AU| |US|

si dokazaného vztahu |LA| =|NA|) plati: Odtud jiz plyne hledany zavér vyse

uvedené véty:
[KA| [SK] (12)
AU Jus]’
tedy pomer délek usecek KA a AU, na které déli protilehlou stranu KU trojihelnika KUS osa thlu
KSU, je roven poméru délek ptilehlych stran SK a US tohoto trojuhelnika.

1.6 MnoZina bodiui, 7 nich? je usecCku vidét pod danym vihlem

V tadé konstrukénich loh je nutné znat mnozinu bodd, z nichz je vidét zadanou tsecku AB pod
danym uhlem o . Konstrukce této mnoziny je popsana v bodech ve shodé s obr. 37 (pro ostry thel o)
a obr. 38 (pro tupy uhel a ), na kterych je zobrazena jiz cela konstrukce:

1. narysujeme tusecku AB;
2. sestrojime osu o usecky AB;
3. narysujeme poloptimku AX tak, ze |<1:BAX| =a;

4. sestrojime piimku m, ktera je kolma k poloptimce AX a ktera prochazi bodem A;

17
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5. najdeme bod S jako prusecik ptimek o a m;
6. v poloroviné opacné k poloroviné ABX (poloroviny jsou vymezeny hrani¢ni piimkou
AB), sestrojime ¢ast kruznice k, ktera spliuje pozadovana kritéria.

Relativné komplikované zapsany posledni bod konstrukce zobeciiuje situace, pro které bod
S nelezi resp. lezi v poloroviné ABX. Tyto dvé situace jsou zobrazeny na obr. 37 a obr. 38.

Pro ptipad o =90° se jedna o Thaletovu kruZznici.

e}

X% obr. 38
obr. 37

Cast kruznice k, ktera je hledanou mnozinou, byvd nékdy nazyvana téz jako brankatska
mnozina, coz vyplyva z faktu, ze z bodli na dané mnoziné maji hraci, ktefi chteji vstelit ve fotbale,
hokeji, ... branku, stejnou Sanci.

1.7 Eukleidovy véty, véta Pythagorova

1.7.1 Eukleidovy véty

V pravothlém trojihelniku ABC zobrazeném na obr. 39 sestrojime vysku CP ke strané¢ AB.
Oznacime: délky odvésen a, b, délku pfepony ¢, vysku na pieponu v, usek prepony prilehly k odveésné
BC jako ¢, a usek ptepony pfilehly k odvésné AC jako ¢, .

Pravouhlé trojuhelniky ACP, CBP a ABC jsou podobné (vyplyva z véty uu uvedené v kapitole
1.5.3).

Z podobnosti trojihelnikii ACP a CBP vyplyva pomér ¢, :v=v:c,. Ztohoto poméru lze
vyjadfit v’ =c, -¢, . Odtud jiZ plyne vztah pro vysku k pfeponé pravouhlého trojihelnika: v =/c, -¢c, .

C B
obr. 39

EUKLEIDOVA VETA O VYSCE: V KAZDEM PRAVOUHLEM TROJUHELNIKU JE
DRUHA MOCNINA VYSKY K PREPONE ROVNA SOUCINU OBOU USEKU PREPONY,

TJ. PLATI
v=4c, ¢, - (13)
18
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Geometricky vyznam Eukleidovy véty o vySce vyplyva z pravé uvedené formulace. Eukleidovu
vétu o vysce lze prevést do tohoto tvaru: Obsah Ctverce sestrojeného nad vyskou pravouhlého
trojuhelniku se rovna obsahu obdélniku sestrojeného z obou usekl piepony.

Dale lze z podobnosti trojuhelniki CBP a ABC napsat rovnost pomérd a:c, =c:a. Z této
rovnosti plyne vztah o =c-c,, ze kterého lze jiz vyjadfit a = \/E .

Analogicky lze z podobnosti trojuhelniki ACP a ABC vyjadfit rovnost b:c¢, =c:b. Zni
miZzeme vyjadfit b’ =c-c,, a tedy plati bzﬁ . Analogicky plati vztah pro odvésnu a a usek
pfepony c, .

EUKLEIDOVA VETA O ODVESNE: V KAZDEM PRAVOUHLEM TROJUHELNIiKU

JE DRUHA MOCNINA DELKY ODVESNY ROVNA SOUCINU DELEK PREPONY A
K DANE ODVESNE PRILEHLEHO USEKU PREPONY, TJ. PLATI

a=,Jc-c, resp. b= /c-c, . (14)

Geometricky vyznam Eukleidovy véty o odvésné vyplyva z pravé uvedené formulace: Obsah
¢tverce sestrojeného nad odvésnou pravouhlého trojuhelniku se rovna obsahu obdélniku sestrojeného z
ptepony a useku prepony prilehlého k dané odvesne.

1.7.2 Stredni geometrickd imérna
Stredni geometricka umérna dvou tsecek délek a a b je takova usecka, pro jejiz délku x plati

x=va-b. (15)

Pfi znamych délkach a a b zadanych usecek lze délku x urcit na zaklad€ jedné z Eukleidovych

vet.

Pti konstrukei pomoci Eukleidovy véty o vySce lze postupovat takto (viz finalni konstrukce
zobrazena na obr. 40):

1. sestrojime usecku AB délky a+b skladajici se ze dvou usecek: AP (o délce @) a PB (o

délce b);
najdeme jeji stied S;
opiSeme kruznici & se stfedem S a polomérem rovnym délce tsecky SA (resp. SB);
z bodu P sestrojime kolmici p k usecce AB,;

wkh v

najdeme bod C lezici na pruseciku kruznice k a primky p;
6. délka usecky CP je hledanou délkou x.
Kruznice & sestrojovana v popsané konstrukei je Thaletova kruznice nad tse¢kou AB. Proto ma
trojuhelnik ABC pravy thel u vrcholu C a vyuziti Eukleidovy véty o vysce je tedy v poradku.
Cc Cc

A a P S b é A a S P B
obr. 40 obr. 41

S vyuzitim Eukleidovy véty o odvésné lze postupovat pti konstrukei, ktera je cela zobrazena na
obr. 41, takto:

1. sestrojime usecku AB délky b, pticemz b > a (bez ujmy na obecnosti);

Zacneme prost¢ konstrukci s delsi useckou.

2. najdeme jeji stied S;

opiSeme kruznici £ se sttedem S a polomérem rovnym délce usecky SA (resp. SB);
z bodu A naneseme na usecku AB usecCku AP délky a;

z bodu P sestrojime kolmici p k isecce AB;

najdeme bod C lezici na pruseciku kruznice & a piimky p;

S

19



Zaklady planimetrie, Jaroslav Reichl, © 2013

7. délka tsecky AC je hledanou délkou x.

I vtomto pfipadé je kruznice k sestrojovana v popsané konstrukci Thaletovou kruznici nad
useckou AB. Proto ma trojuhelnik ABC pravy uhel u vrcholu C a vyuziti Eukleidovy véty o odvésne
je tedy v poradku.

V algebie se charakteristika x dvou kladnych realnych ¢isel a a b dana vztahem (15) nazyva
geometricky prumér Cisel a a b.

1.7.3 Pythagorova véta
Souctem vztahii pro Eukleidovy véty o odvésnach dostavame postupnymi Upravami rovnost:
a’+b’=c-c,+c-¢,=c-(c,+¢,)=c-c=c’. Formalné jsme tedy ziskali symbolicky zapis Pythagorovy

véty.

PYTHAGOROVA VETA: V KAZDEM PRAVOUHLEM TROJUHELNIKU JE DRUHA
MOCNINA DELKY PREPONY ROVNA SOUCTU DRUHYCH MOCNIN DELEK OBOU
ODVESEN.

Geometricky vyznam Pythagorovy véty je zfejmy: Obsah ctverce sestrojeného nad pieponou
pravouhlého trojuhelniku se rovna souctu obsaht ¢tverct sestrojenych nad obéma odvésnami.

Pii odvozovani Pythagorovy véty se nemusi nutné vychazet z Eukleidovych vét (viz kapitola
1.7.1). Pythagorovu vétu lze odvodit nezavisle na Eukleidovych vétach a ty pak odvodit pomoci
Pythagorovy véty. Pythagorovu vétu lze odvodit na zakladé porovnani obsahii geometrickych obrazcii
zobrazenych napf. na obr. 42 resp. obr. 43.

D2 G b ¢ D2 G b ¢
b
H a a a
a F H F
b b
Ay E a B A a E b B
obr. 42 obr. 43

1.7.4 Vztah mezi stranami a téZnici obecného trojuhelnika

S vyuzitim Pythagorovy véty lze odvodit vztah, ktery plati v obecném trojihelniku mezi
délkami jeho stran a délkou téznice. Odvozeni bude provedeno pro trojihelnik PUK, jehoz strany maji
délky 2a, u a k a délka téznice na stranu UK je b (viz obr. 44).

Abychom mohli pouzit Pythagorovu vétu, je tfeba v daném trojuhelniku najit pravouhly
trojuhelnik. Ten lze sestrojit tak, Ze sestrojime vysku na stranu UK, ktera protne stranu UK v bod¢ C a
ktera ma délku v (viz obr. 45). Délka usecky CD (tj. vzdalenost mezi patou vysky a stfedem usecky
UK) je x (viz obr. 46).

K

obr. 44

V pravouhlém trojuhelniku PCK lze Pythagorovu vétu psat ve tvaru: v’ =u’—(a- x)2 .
Dvojélen miizeme umocnit a dostaneme vztah ve tvaru: v’ =u’ —a’ + 2ax — x°.
V pravothlém trojithelniku PUC lze Pythagorovu vétu psat ve tvaru: v* =k’ —(a -I—x)2 . Dalsi

’ 2 2 2 2
upravou dostaneme vztah ve tvaru: v- =k~ —a” —2ax—x".
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Seétenim obou odvozenych vztahti dostaneme vztah: 2v* =u” + k> —2a° —2x*. Ten mizeme

piepsat ve tvaru: u’ +k>=2a’+ 2(v2 + xz). Pythagorova véta v trojuhelniku PDC mé tvar

v’ +x* =b” . Proto miizeme finalni vztah psat ve tvaru
u’+k>=2a>+2b". (16)

Mnemotechnicky si Ize odvozeny vztah (16) pamatovat tak, ze na jeho levé strané je soucet
kvadrati délek dvou stran obecného trojuhelnika a na jeho pravé strané je dvojnasobek souctu
kvadrati délky poloviny treti strany uvedeného trojuhelnika a délky t€Znice na tuto tfeti stranu.

1.7.5 Vztah mezi délkami ¢asti tétiv v kruZznici

Dalsi aplikaci Pythagorovy je odvozeni vztahu mez délkami Casti navzajem kolmych tétiv
kruznice o poloméru ». Na obr. 47 je zobrazena kruznice o poloméru r a jeji dvé navzajem kolmé
tétivy AB a CD, kter¢ se protinaji v bod¢ E. Délky usekll obou tétiv jsou a, b, c a d.

B e

oyl

obr. 47 obr. 48

Pro odvozeni vztahu mezi uvaZzovanymi délkami usekd tétiv do kruznice ptikreslime dalsi
pomocné tétivy (viz obr. 48). Nyni mizeme zacit s ivahami tykajici se vzniklych trojuhelniki.

Trojuhelnik AEC je pravouhly (pravy thel v bod€ E plyne ze zadani), a proto pro délky jeho
stran plati Pythagorova véta ve tvaru: a° +c” =m”.

Trojuhelnik DEB je také pravouhly, a proto pro délky jeho stran lze psat vztah b> +d° =n”.

Sectenim obou uvedenych vztahii ziskame vztah

a+b+ct+dP=m’+n’. (17)

Uhel FAC je pravy ve shodé s Thaletovou vétou, protoze trojithelnik FAC je sestrojen nad

primérem uvazované kruznice. Proto v trojuhelniku FAC miizeme pro délky jeho stran psat vztah

m+p’ = (21”)2 (18)
Pro dalsi tivahu si nejdiive uvédomime, ze thly CAB a CDB jsou shodné (tj. plati
|<ICAB| =|<):CDB|). Oba uhly jsou totiz obvodové thly sestrojené nad stejnym obloukem BC dané
kruznice
Dale plati, Ze tuhel BAF je dopliikovy k thlu CAB a tthel ABD je dopliikovy k tthlu CDB.
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To plyne ze skutetnosti, ze |[<BAF|+|«CAB|=90° a [«ABD|+|«CDB|=90° (viz obr. 48).

Z vyse uvedeného plyne, ze i uhly BAF a ABD jsou shodné. To ale znamena, ze délky obloukt
BDF a AFD dané kruznice jsou stejné. Oblouk DF je pfitom obéma zminénym obloukiim spolec¢ny,
proto jsou stejné i oblouky AF a BD. Z toho vyplyva, Ze i délky tétiv AF a BD jsou stejné, tedy p = n.

Vztah (18) proto mizeme psat ve tvaru m’ +n’ = (2r)2. Leva strana tohoto vztahu je pfitom

stejnd jako prava strana vztahu (17). Mizeme tedy do vztahu (17) dosadit a dostaneme hledany vztah
ve tvaru

a+b+c+d=4r". (19)
Tento vztah nepatii mezi zakladni planimetrické vztahy, ale mlze byt uZzite¢ny pii feSeni
nekterych typa tloh.

1.8 Zobrazeni v roviné

1.8.1 Definice zobrazeni

Pro fadu matematickych aplikaci, ale i technickych ¢i praktickych aplikaci je nutné znat pojem
zobrazeni.

ZOBRAZENi Z V _ROVINE JE PREDPIS, KTERY KAZDEMU BODU X ROVINY
PRIRAZUJE PRAVE JEDEN BOD X' ROVINY. BOD X SE NAZYVA VZOR, BOD X'
JEHO OBRAZ.

ZAPIS: Z:X—>X'.

BODY, PRO KTERE PLATI X=X', SE NAZYVAJIi SAMODRUZNE BODY;
ZOBRAZENI, VNEMZ JE KAZDY BOD SAMODRUZNY, SE NAZYVA IDENTITA.

V nékterych piipadech se zajimadme téZz o samodruzné utvary. To jsou geometrické utvary,
jejichz hranice neprotina samu sebe a které nejsou obecné tvoreny samodruznymi body.

Napt. ¢tverec (resp. obdélnik) je samodruzny v osové soumeérnosti (viz kapitola 1.8.2.1) s osou,
ktera prochézi sttedy jeho dvou navzajem rovnobéznych stran.

Zobrazeni lze definovat i v prostoru, ale tim se nebudeme v tomto textu zabyvat.
Zobrazeni mohou byt shodna i podobna. Mezi shodna zobrazeni patfi:

1. osova soumérnost (viz kapitola 1.8.2.1);

2. stiedova soumérnost (viz kapitola 1.8.2.2);

3. posunuti (viz kapitola 1.8.2.3);

4. otoCeni (viz kapitola 1.8.2.4).
Mezi podobna zobrazeni patii stejnolehlost (viz kapitola 1.8.3).

1.8.2 Shodna zobrazeni

ZOBRAZENI V ROVINE SE NAZYVA SHODNE ZOBRAZENI (SHODNOST),
JESTLIZE OBRAZEM KAZDE USECKY AB JE USECKA A'B’ SHODNA S USECKOU

AB .

Shodnost pfitom mtize byt dvojiho druhu:

1. shodnost pfim4d — vzor lze pfevést na jeho obraz pouze otdCenim nebo posouvanim
v rovin¢ (viz obr. 49);

U shodnosti pfimé tedy vytvoiime napf. z papiru vzor pfislusného geometrického obrazce,
polozime na stil a dame na papir ruku. Pak, aniz zvedneme ruku, budeme obrazcem libovolné
posouvat po stole a otacet jim. At obrazec pak zistane v jakékoliv poloze na stole, vzdy se bude
jednat (vzhledem k jeho pocatecni poloze) o shodnost ptimou.

2. shodnost nepfima — vzor lze prevést na jeho obraz pouze za predpokladu, ze jej otoCime
mimo uvazovanou rovinu (viz obr. 50).

SHODNOST ~ ggoDNOST

obr. 49
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SHODNOST T20Haomy

obr. 50

Prikladem nepfimé shodnosti je napt. leva a prava rukavice ¢i leva a prava bota.

V kazdém shodném zobrazeni je:
1. obrazem piimky AB piimka A'B’ a obrazem vzijemné rovnob&znych piimek jsou
vzéajemn€ rovnobézné primky;
2. obrazem poloptimky AB polopiimka A'B’ a obrazem navzajem opacnych poloptimek
jsou navzajem opacné polopiimky;
3. obrazem poloroviny pA polorovina p'A’ a obrazem navzajem opacnych polorovin jsou
navzajem opacné poloroviny;
4. obrazem thlu AVB uhel A'V'B’ shodny s thlem AVB;
5. obrazem utvaru U utvar U’ shodny s Gtvarem U.
VETA: KAZDE SHODNE ZOBRAZENI JE PROSTE.

To znamena, Ze kazdy obraz ma prave jeden vzor.

1.8.2.1 Osovd soumérnost

JE DANA PRIMKA 0. OSOVA SOUMERNOST S OSOU 0o JE SHODNE ZOBRAZENI{
O(0), KTERE PRIRAZUJE:

1. KAZDEMU BODU X¢o BOD X' TAK, ZE PRIMKA XX' JE KOLMA K PRiIMCE
o A STRED USECKY XX' LEZi NA PRIMCE o}
2. KAZDEMU BODU Ye€o BOD Y'=Y.

PRIMKA o SE NAZYVA OSA OSOVE SOUMERNOSTI. OSOVA SOUMERNOST JE
NEPRIMA SHODNOST.

Mnozina vSech samodruznych bodl je osa soumérnosti o. Samodruzné piimky osové
soumeérnosti jsou osa soumeérnosti a v§echny piimky k ni kolmé.

Osova soumérnost je jednoznaéné uréena osou soumérnosti nebo dvojici riznych bodid X a X'
(vzor a obraz).

Na obr. 51 je zobrazen trojuhelnik ABC, ktery se v osové soumérnosti s osou o zobrazi na
trojuhelnik A'B'C’, tj. O(0):aABC —2A'B'C’. Bod B (resp. bod B') je v tomto piipadé samodruzny

bod, protoze lezi na ose soumernosti o.

o,

obr. 51

1.8.2.2 Stitedova soumérnost

JE DAN BOD S. STREDOVA SOUMERNOST SE STREDEM S JE SHODNE
ZOBRAZENI S(S), KTERE PRIRAZUJE:

1. KAZDEMU BODU X =S BOD X' TAK, ZE BOD S JE STREDEM USECKY XX';
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2. BODU S BOD S=¥'.

BOD S SE NAZYVA STRED STREDOVE SOUMERNOSTI. STREDOVA
SOUMERNOST JE PRIMA SHODNOST.

Jedinym samodruznym bodem stfedové soumeérnosti je jeji stifed. Obrazem piimky, ktera
neprochazi stiedem, je pfimka s ni rovnobézna. VSechny piimky, které prochazeji stfedem
soumérnosti, jsou samodruzné ptimky stfedové soumérnosti.

Stredova soumérnost je jednoznacné urcena sttedem souméernosti nebo dvojici riznych bodi X a
X' (vzor a obraz).

Na obr. 52 je zobrazen trojuhelnik ABC, ktery se ve stfedové soumérnosti se stiedem S zobrazi
na trojithelnik A'B'C’, tj. S(S):aABC »aA'B'C’.

B

-
obr. 52

1.8.2.3 Posunuti (translace)

JE DANA ORIENTOVANA USECKA AB. POSUNUTI (TRANSLACE) JE SHODNE

ZOBRAZENI T(AB), KTERE KAZDEMU BODU X PRIRADI BOD X' TAK, ZE

ORIENTOVANE USECKY AB A XX' MAJI STEJNOU VELIKOST A JSOU SOUHLASNE
ORIENTOVANY.

DELKOU ORIENTOVANE USECKY AB JE URCENA DELKA POSUNUTI,

ORIENTACi USECKY AB JE URCEN SMER POSUNUTi. POSUNUTI JE PRIiMA
SHODNOST.

P A
obr. 53

Posunuti nema zadné samodruzné body. Obrazem piimky, kterd neni rovnobézna se smérem
posunuti, je pfimka rovnobézna s pltvodni piimkou. Pfimky, které¢ jsou rovnobézné se smérem
posunuti, jsou samodruzné piimky posunuti.

Na obr. 53 je zobrazen trojuhelnik PQR, ktery se pfi posunuti daném orientovanou tiseckou AB
zobrazi na trojuhelnik P'QR’, 4. T(E) :APQR —>aP'QR’.
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1.8.2.4 Otocleni (rotace)
JE DAN ORIENTOVANY UHEL ¢ A BOD S. OTOCENi (ROTACE) JE SHODNE

ZOBRAZENI R(S,¢), KTERE PRIRAZUJE:

1. KAZDEMU BODU X#S BOD X' TAK, ZE |X'S|=|XS| A ORIENTOVANY UHEL
XSX'" MA STEJNOU VELIKOST JAKO UHEL ¢}

2. BODU S BOD S=¥¢'.

BOD S SE NAZYVA STRED OTOCENi, ORIENTOVANY UHEL ¢ SE NAZYVA

UHEL OTOCENIi. OTOCENi JE PRIMA SHODNOST.
Pro ¢ =mn+2k7 se jedna o stiedovou soumérnost, pro @ =2k7 se jedna o identitu; k € Z.

A

A
obr. 54

Otoceni ma jediny samodruzny bod a tim je stfed otoceni — pokud se nejedna o identitu.

Identické otoceni je otoceni o tthel 0 radiand resp. 0 stupnd.

Pii otaCeni ptimky se otaceji vSechny jeji body, tedy i pata kolmice vedené stfedem otoceni k
dané ptimce. Staci tedy otocit tuto komici k pfimce, coz znamena otocit pouze bod, ktery je patou této
kolmice.

Pfi otaceni je nutné respektovat i orientaci tthlu rotace.

Na obr. 54 je zobrazen trojuhelnik ABC, ktery se pfi otoCeni daném orientovanym thlem ¢ a
sttedem S zobrazi na trojuhelnik A'B'C’, tj. R(S,):aABC —»aA'B'C’. Uhel ¢ je v tomto pipadé
orientovan zaporng.

Kladna a zaporna orientace ihll je definovana stejné, jako v pfipadé definice goniometrickych

funkci: je-li thel orientovan ve sméru pohybu hodinovych rucicek, je jeho orientace zaporna.
V opaéném pfipad¢ je jeho orientace kladna.

1.8.3 Stejnolehlost

Stejnolehlost patfi mezi podobna zobrazeni.
1.8.3.1 Definice a vlastnosti

JE DAN BOD S A REALNE CiSLO x (x#0). STEJNOLEHLOST (HOMOTETIE)
SE STREDEM S A KOEFICIENTEM K JE ZOBRAZENI H(S, K), KTERE PRIRAZUJE:

1. KAZDEMU BODU X#S BOD X' TAK, ZE PLATI [SX'|=|«|-[SX|; PRITOM PRO

k>0 LEZI BOD X' NA POLOPRIMCE SX, PRO k<0 JE BOD X' BODEM
POLOPRIMKY OPACNE K POLOPRIMCE SX;
2. BODU S BOD S=S'.

PRO k=1 JE KAZDY BOD ROVINY SAMODRUZNY — ZOBRAZENI JE IDENTITA.
JE-LI x=-1, JE STEJNOLEHLOST STREDOVOU SOUMERNOSTi. STEJNOLEHLOST
NENI ZOBRAZENIi SHODNE, ALE PODOBNE.
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obr. 55

Stejnolehlost ma tyto vlastnosti:

1.
2.

ptimka a jeji obraz ve stejnolehlosti jsou navzajem rovnobézné;

usecka a jeji obraz jsou orientovany souhlasné ve stejnolehlosti s kladnym koeficientem a
opacné ve stejnolehlosti se zapornym koeficientem;

pomér délek obrazu usecky a jejiho vzoru se rovnd absolutni hodnoté koeficientu
stejnolehlosti;

obrazem thlu je thel s pivodnim thlem shodny;

. samodruzny bod je stfed (neni-li stejnolehlost identitou), samodruzné ptimky jsou ptimky

prochazejici sttedem stejnolehlosti;
pro |K|<1 je obraz daného utvaru ve stejnolehlosti s koeficientem k zmenSeny, pro

|K| >1 je obraz zvétSeny

B
B
C
A A
. ’// I.'I
[ | //, III-'I
si™~./ |
/S 4 C"
s
=
B
A
obr. 58

obr. 57

Ctyfi ptipady stejnolehlosti, které mohou nastat, jsou tyto:
1.
2. 0<x<1 —obraz je zmenseny (viz obr. 56);

k>1 — obraz je zvétseny (viz obr. 55);
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3. k<-1 —obraz je zvétSeny a oproti vzoru otoceny o 180° (viz obr. 57);
4. —1<x <0 —obraz je zmenseny a oproti vzoru otoceny o 180° (viz obr. 58).
1.8.3.2 Stejnolehlost kruZnic

Zajimavé vlastnosti ma stejnolehlost kruznice.
VETA: OBRAZEM KRUZNICE k(O;r) VE STEJNOLEHLOSTI H(S,x) JE

KRUZNICE £'(O’;

K|-r) ; PRITOM BOD O’ JE OBRAZEM BODU O.
VETA: JSOU-LI DANY DVE KRUZNICE S RUZNYMI POLOMERY, PAK EXISTUJI
PRAVE DVE STEJNOLEHLOSTI, KTERE ZOBRAZUJi PRVNI KRUZNICI NA DRUHOU.
Pro dvé kruznice k, (O,;7) a k,(O,; ), pro jejichz poloméry r a r, plati nerovnost 7 >r,,
muze nastat celkem 6 moznosti jejich vzajemné polohy:

L. |OIOZ| > 1, + 1, — kruznice se navzajem nedotykaji;

1. |0102| =1, +r, —kruznice se navz4jem dotykaji vn¢ a maji spolecny prave jeden bod;

2. n-n< |0102| <r +r, —kruznice se protinaji a maji spole¢né pravé dvé body;

3. |0102| =1, —r, — kruZnice se navzajem dotykaji, maji spolecny pravé jeden bod, pfi¢emz
kruznice s mens$im polomérem lezi uvniti kruznice s vét§im polomérem a jedna se o tzv.
vnitini dotyk;

4. |0102| <r —r, —kruznice s mensim polomérem lezi uvniti kruznice s vétSim polomérem,
kruznice nemaji spolecny zadny bod;

5. |0102| =0 — kruznice jsou soustfedné a nemaji zadny spolecny bod.

Stredy stejnolehlosti a sttedy obou kruznic lezi na téze ptimce. Stfed stejnolehlosti lezici vne
usecky spojujici stfedy obou kruznic, se nazyva vnéjsi stif‘ed stejnolehlosti (viz obr. 59); stied

stejnolehlosti lezici uvnitt usecky spojujici stiedy obou kruznic, se nazyva vniti'ni bod stejnolehlosti
(viz obr. 60). Je-li kruznice k, obrazem kruznice k,, jsou koeficienty stejnolehlosti rovny pomérim

I I
2 2
< a9 ——=

n n

k

o

obr. 60

VETA: SPOLECNA TECNA OBOU KRUZNIC (POKUD TATO TECNA EXISTUJE)
JE BUD ROVNOBEZNA SE SPOJNICI STREDU KRUZNIC, NEBO PROCHAZI STREDEM
NEKTERE STEJNOLEHLOSTI, ZOBRAZUJiICi JEDNU KRUZNICI NA DRUHOU.

Tecny prochazejici vnéjsSim bodem stejnolehlosti se nazyvaji vnéjsi spole€né tecny, teCny
prochazejici vnitinim stfedem stejnolehlosti se nazyvaji vniti'ni spolecné te¢ny obou kruznic.
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