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VySetiovani prubéhu funkce
V tomto textu je vzoroveé vyreSeno nékolik dloh na vySetieni pribéhu funkce. Pii feSeni
ulohy jsou vyuzity zdkladni vlastnosti diferencidlniho poctu.

1. ReSeny ptiklad s komentiiem
Je ddna funkce f(x):y=x-6x"+9x+2. VySetfete jeji prubéh a nakreslete pekné jeji

graf.
Pfi feSeni zadané tlohy budeme postupovat podle doporuc¢eného postupu a piitom
vyuZzivat poznatky diferencidlniho poctu.
Je vhodné postupovat v uvedeném potadi a postupné urcit:
1. defini¢ni obor funkce
2. sudost, lichost, periodi¢nost funkce - m4-li totiZ funkce jednu z uvedenych
vlastnosti, zjednodusi to vySetfovani jejtho prabéhu
pruseciky s osami kartézského systému soutadnic
limity v krajnich bodech defini¢niho oboru
5. prvni derivaci funkce, staciondrni body a body, v nichZ neni prvni derivace
definovédna
6. intervaly monoténnosti a lokalni extrémy
7. druhou derivaci funkce, nulové body druhé derivace a body, v nichZ neni druha
derivace funkce definovdna
8. intervaly konvexnosti a konkdvnosti a inflexni body
9. asymptoty funkce
10.obor hodnot
11.graf funkce

1.1. Definiéni obor
Zadana funkce je polynomickd, a proto je jejim definiénim oborem mnoZina vSech
redlnych Cisel, tj. D(f)=R.

w

1.2. Sudost nebo lichost funkce

Defini¢ni obor je symetricky vzhledem k nule, a proto zadand funkce miiZze byt jak
lich4, tak i sud4 (a nebo nemusi mit Zddnou z uvedenych vlastnosti). Je nutné jesté ovéfit, jaka
je funkéni hodnota funkce f v bodé —x ve srovndni s funkéni hodnotou v bodé x. Bod x i —x
ptitom patii do defini¢niho oboru zadané funkce.

Pro funkéni hodnotu v bodé -x dostavame:

f(=x)=(-x)" =6(-x)’ +9(~x)+2=—x*~6x> ~9x+2. Tento vyraz pfitom neni shodny ani se
zadanym piedpisem funkce f, ani k nému neni opacny. Pro zadana funkce f neni ani sudé ani
licha.

Pokud by nastala jedna z moZnosti, dalsi feSeni dlohy by se zjednoduSilo. Bylo by
moZzné vySetfit prib¢h funkce napf. na podmnozin€ kladnych ¢isel a potom ziskané vysledky
zobrazit i na podmnoZinu zdpornych Cisel:

1. u sudé funkce pomoci osové soumérnosti, jejiz osa soumernosti je osa y
2. u liché funkce pomocf stiedové soumérnosti, jejiz stfed soumérnosti je bod [0; 0]

1.3. Pruseciky s osami kartézského systému souiadnic

Znalost prusecikti s osami kartézského systému je jednou z pomticek pro snadnéjsi
sestrojeni grafu zadané funkce. Nicmén¢ jejich znalost neni nezbytnd. V ptipadé, Ze rovnice,
jejiz sestaveni je nutné pro hledani prasecikl s osou x, neni jednoduse feSitelna (tj. jedna-li se
napf. o polynomickou funkci stupné vyssiho nez tfi, sloZitou logaritmickou rovnici, ...),
pruseciky s osou x neurcujeme. Na spravné vyfeSeni dlohy nebude mit absence prisecikil
vyznamny vliv.
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x-ovou soufadnici prisecikli P, =[xp:0] s osou x ziskdme feSenim rovnice f(x,)=0, coZ
v pifpadé zadané funkce vede na kubickou rovnici xj —6x5 +9x, +2=0. ReSeni této rovnice

neni moZné snadno urcit, proto priiseciky s osou x ur€ovat nebudeme.
Urcit y-ovou soufadnici prise¢iku P, =[0; y,] sosou y je vyrazn€ jednodussi. Plati:

yp = f(0). V piipadé zadané funkce dostdvame y, = £(0)=0’-6.0>+9.0+2=2.

1.4. Limity v krajnich bodech definiéniho oboru

Limity v krajnich bodech defini¢nitho oboru pomahaji urcit chovani funkce v blizkosti
bodi, v nichZ neni mozné zjistit funkéni hodnotu ptimym dosazenim. Pfitom je pro spravné
vykresleni grafu funkce dilezité védét, jak v okoli téchto bodi vySetfovand funkce vypada.

V piipadé¢ zadané funkce jsou krajnimi body defini¢niho oboru dva body: «© a —w.

1im(x3—6x2+9x+2)=1im A1-8:2 02w
X—>0 X—>0 X x2 x3

lim (x3—6x2+9x+2)= lim | x° 126,220,
X—>—0 X—>—00 X x2 x3

1.5. Pryni derivace funkce

Prvni derivace f° zadané funkce f je mocnym ndstrojem pro urcent:

1. staciondrnich bodi - body ,,podezielé z extrému; stacionarni body jsou kofeny
rovnice f{x)=0, z nichz lze ur¢it ty, které jsou lokdlnimi extrémy, pomoci druhé

derivace funkce (viz odstavec 1.7) nebo pomoci intervalii monoténnosti (viz
odstavec 1.6)

2. bodt, v nichz neni derivace definovand - tyto body ur¢ime na zdkladé defini¢niho
oboru funkce f~ (tj. funkce, kterd je prvni derivaci zadané funkce f)

Staciondrni body hleddme tak, Ze feSime rovnici f{x)=0, tj. hleddime body, v nichZ je

teCna ke grafu funkce rovnobé&Znd s osou x. Derivace funkce totiZ uddvd smérnici tecny
v daném bodé¢. Je-li teépa sestrojend v daném bodé rovpobéipé S osou x,,mé nulovou
smérnici. V TAKOVEM BODE ALE NEMUSI BYT EXTREM!!! (Viz

graf funkce y=x’ v bodé 0: prvni derivace je v ném nulové, ale pfitom v ném nenfi extrém!!!)

Urcité ale plati, Ze smérnice teCny sestrojend v bod¢ extrému je nulova!
Pro zadanou funkci je: f7{(x)=3x"-12x+9
Staciondrni body ur¢ime feSenim rovnice: f{x)=0
3x* ~12x+9=0
x* —4x+3=0
(x=1)(x=3)=0
x =1, x,=3
Body, v nichz by mohl byt extrém jsou tedy body x =1, x, =3. Vzhledem k tomu, Ze
defini¢ni obor derivace je mnozina vSech redlnych cCisel, je derivace funkce definovand ve
vSech bodech defini¢niho oboru funkce.

1.6. Intervaly monotonnosti a lokdlni extrémy

Urcendi intervalil, na nichZ je funkce rostouci nebo klesajici, 1ze provést na zakladé prvni
derivace funkce. Plati totiz:
1. je-li f{(x)>0 pro vSechna x z urcitého intervalu, je funkce f na tomto intervalu

rostouci
2. je-li f{x)<0 pro vSechna x z ur¢itého intervalu, je funkce f na tomto intervalu

klesajici
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Je-li zadand funkce spojitd, lze urcit pouze interval, na kterém je funkce rostouci.
Interval, na kterém je funkce klesajici, je doplikem vypocteného intervalu v defini¢nim oboru
funkce.

Pozndmka: Predchozi véta neni formulovdna zcela presné, protoZe z intervalil jsou vynechdny
Jjejich krajni body, v nichZ funkce prechdzi z klesajici na rostouct ¢i naopak.
Interval, na kterém je zadand funkce rostouci ur¢ime (s vyuzitim vypocti v odstavci
1.5) takto:
f(x)>0
x> —4x+3>0
(x=1)(x=3)>0

Nejrychleji 1ze tuto nerovnici vyfeSit
graficky s vyuZitim obr. 1. Z néj je patrné, Ze
funkce f je rostouci na intervalu (—oc;1) a na !
intervalu (3; ).

Vzhledem k tomu, Ze funkce f je spojitd ve

svém definicnim oboru, plyne z pfedchoziho, Ze: l
1. fje klesajici na intervalu (1;3)

2. fmd vbod¢ [1;6] lokdlni maximuma N 4 s
v bodé€ [3;2] lokdlni minimum obr. 1

1.7. Druhd derivace funkce
Pomoci druhé derivace 7~ funkce f lze urcit:

1. body, v nichZ je druhd derivace nulova - body, které ,,by mohly byt inflexnimi*, t;.
body, které by mohly vymezovat intervaly, na kterych je funkce konvexni resp.
konkavni (viz odstavec 1.8)

2. body, v nichz neni druhd derivace funkce definovanid - tyto body urc¢ime na
zdklad¢ defini¢niho oboru funkce £, tj. funkce, kterd je druhou derivaci zadané
funkce f

Body, které by mohly byt inflexnimi body, najdeme feSenim rovnice f*(x)=0. I zde

(stejné jako vodstavei 1.5) je nutné postupovat opatrné. BOD, V NEMZ JE
DRUHA DERIVACE FUNKCE NULOVA, NEMUSI BYT
INFLEXNIM BODEM!!! (Viz napf. funkce y=x* vbod& 0: druhd derivace je
v tomto bod¢ nulovd, ale tento bod neni rozhodné inflexnim - jednd se ,,pouze” o lokdlni
minimum!)

Urcité ale plati, Ze druhd derivace v inflexnim bod¢ je nulov4!

Druhd derivace zadané funkce (tj. prvni derivace prvni derivace funkce) je:
f(x)=6x-12.

Defini¢nim oborem druhé derivace jsou vSechna redlnd ¢isla, a proto druhd derivace
zadané funkce existuje ve vSech bodech svého definicniho oboru.

Nulové body druhé derivace ur¢ime feSenim rovnice: f“(x)=0

6x-12=0
x=2

V bodé¢ x=2 by tedy mohl byt inflexni bod. Jestli tam skute¢né je nebo neni, zjistime

v odstavci 1.8.

1.8. Konvexnost a konkdvnost funkce, inflexni body

Urcit intervaly, na kterych je funkce konkdvni resp. konvexni, lze pomoci druhé
derivace funkce. Plati totiz:
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1. je-li f*(x)>0 pro vSechna x z urcitého intervalu, je funkce f na tomto intervalu

konvexni
2. je-li f(x)<0 pro vSechna x z urcitého intervalu, je funkce f na tomto intervalu

konkavni
Je-li funkce f spojitd ve svém defini¢nim oboru, lze ur€it pouze interval, na némz je
funkce konvexni. Interval, na némZ je funkce konkavni, tvoii dopln€k vypocteného intervalu
v mnozin¢ redlnych ¢isel.
Pozndmka: Predchozi véta neni formulovdna zcela presné, protoZe z intervalil jsou vynechdny
Jjejich krajni body, v nichZ funkce prechdzi z konvexni na konkdvni ¢i naopak.
Interval, na kterém je zadand funkce konvexni, 1ze urcit (s vyuzitim vypoctu z odstavce
1.7) takto:
f(x)>0
6x-12>0
x>2
Funkce f je tedy konvexni na intervalu (2;«). Vzhledem k tomu, Ze funkce f je spojita

na svém defini¢nim oboru, je na intervalu (-w;2) konkdvni. Proto je v bod¢ x=2 inflexni bod

a funkce v ném prechdzi z konkavni na konvexni.

1.9. Asymptoty grafu funkce
Asymptoty funkce jsou piimky, k nimZ se funkce ,pifimykd“ nebo které ji v okoli
daného bodu nejlépe ,,nahrazuji‘.
Existuji dva typy asymptot:
1. asymptoty se smérnici - jsou pifmky, které maji rovnici y=ax+b (aeR\{0},

beR); jednd se o asymptoty funkce v nevlastnich bodech (tj. pro x—»>» a
X —>—0)

2. asymptoty bez smérnice - jsou piimky ve tvaru x=c (ceR); jde o asymptoty
funkce v takovych vlastnich bodech ¢, v nichZz neni funkce definovdna (napf.
body, v nichZz je jmenovatel zlomku z definice funkce nulovy, ...); pfi hledani
rovnic téchto asymptot je nutné vysetfit jednostranné limity v bodech, v nichz
neni dand funkce definovana

ASYMPTOTY SE SMERNICI NESUPLUJI VYPOCET LIMIT
V KRAJNICH BODECH DEFINICNIHO OBORU!!!

Limita v krajnich bodech defini¢nitho oboru ur¢i, K J AKE hodnoté se blizi funké&ni
hodnoty v téchto bodech, zatimco asymptota urcuje JA K se k této hodnoté funkce bliZi.

Koeficienty a a b v rovnici asymptoty se smérnici se uréi pomoci yvlastnich limit takto:

ff)ab=§ﬂfu}ﬂﬂ.

Néznak ,,odvozeni* lze provést pomoci intuitivni piedstavy, Ze asymptota ma nahradit
v blizkosti nevlastnich bodu graf funkce f. Proto musi platit

lim[f(x)—(ax+b)]=0.

X—>00

Pokud plati tento vztah, tim spiSe pak plati
f (x) - (ax + b)

lim—————==
X—>00 X

a = lim

X—>00

Tento vztah lze déle upravit:

o L) (1), )y 1)
x> X wom| o x X)) wom o X

a odtud
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a—tim? )

X—>0 X

Podobnymi tdpravami lze ziskat ze vztahu lim[ f(x)-(ax+b)]=0 vztah pro vypocet

koeficientu b:
b= lim(f(x)—ax) .

X—>0

Analogicky lze postupovat v ptipad¢ asymptoty pro x — —w.

Pro koeficient a asymptoty zadané funkce f vbodé¢ x—o Ize tedy psat:

3 2 3
a=lim X0 HONHD [1[1 —E+i+ij] = lim [xz [1 —§+i+ijj —w. Asymptota

X—© X x—o| X X x2 X X—>0 X x2 x3

funkce f pro x — o neexistuje.
Stejny vysledek ziskdme pro druhy nevlastni bod, tj. pro x — —«.

1.10. Obor hodnot
Obor hodnot ziskame na zakladé znalosti:
1. limit v krajnich bodech defini¢niho oboru
2. lokalnich extrémut funkce
3. asymptot funkce
Pro zadanou funkci je H(f)=R.

1.11. Graf funkce
Na zéklad¢ postupnych vypoctl v odstavcich 1.1 az 1.10 1ze nakreslit graf funkce. Pii
jeho sestrojovani je nutné vzit v ivahu tyto vlastnosti funkce:
1. intervaly, na nichz je funkce rostouci resp. klesajici
2. intervaly, na nichz je funkce konvexni resp. konkdvni
3. pruseciky grafu funkce s osami kartézského systému soutadnic
4. body, v nichZ m4 funkce lokdlni extrémy a jejich funkéni hodnoty
5. asymptoty grafu funkce
Graf zadané funkce je na obr. 2.
¥

obr. 2
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2. ReSené piiklady bez komentire

x+2

2.1. ty=1
g(x) y=m x=2

x+§ . Vysetfete jeji pribéh a nakreslete pékné jeji graf.

Je ddna funkce g(x):y=In

Pti feSeni budeme vychdzet z postupu uvedeného v odstavci 1. , ale uz omezime
komentét k jednotlivym krokiim feSeni.
Pfed samotnym feSenim zadanou funkci upravime na tvar, ktery bude pro nésledné

Ly v v x+2 x+2)2 1. x+2
vypocty prijatelnéj$i: y=In =In =—In .
x=2 x-—2 2 x-=-2
Defini¢ni obor
x+2 +2

- Y . - . . 2 - P
5 >0 a zaroven 5 >0; vyslednd podminka proto je +2 >0, zniz vyplyva
X— X— X—

D(g)= (- -2) (2 )
Sudost nebo lichost
_ —(x-2 _ -!
g(—x)=lln x+2 =l n (x ) =llnx 2 =l n[izj =——In
2 —x=-2 2 —(x+2) 2 x+2 2 x—2 2 x-2
tedy lichd (defini¢ni obor je symetricky podle bodu 0); staci tedy vySetiovat funkci jen na
intervalu (2; )

Lp2t2 =-g(x) - funkce g je

Praseciky s osami
S 0sou X:

llnxp+2=
2 xp-2

Xpt+2

0

1
xp—2

Xp+2=xp -2
2# -2
Priise¢ik s osou x tedy neni.
s osou y: neexistuje, protoze za x nelze dosadit O - nepatii do defini¢niho oboru funkce g
Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru

o1 x+2
lim —In =
x—2t 2 x—2
1+g
fim 2 - L i 1Ly
xo0 2  x—2 2xom 2 21

1-=
X

Prvni derivace a staciondrni body
. 1 1 1(x-2)-1(x+2) 1x-2 -4 2
g(x)zax_{_z 2 =E 2 2=_ _
(x—2) X+ (x—2) (x+2)(x 2)
x—2
derivace neni definovand v bodech -2 a 2, které ale stejn¢ nepatii do defini¢niho oboru
staciondrni body neexistuji ( ¢7(x)nemiZe byt nikdy rovna nule) - neexistuji tedy ani

lokalni extrémy funkce
Intervaly monoténnosti
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g(x)=- (x+2)2(x_2) =—x22_4, tj. pro vSechna x z defini¢nitho obou je vzdy zdpornd
(jmenovatel zlomku je vzdy kladny) - funkce g je tedy na celém svém definicnim oboru
klesajici

Proto neexistuji ani lokdln{ extrémy funkce.
Druhd derivace

. s . . , . . 2 -1
nejdiive si upravime prvni derivaci: g/(x)=- = —2(x2 —4)

4x

B

g (x)=0 pro x=0, ale tento bod nepatii do defini¢niho oboru funkce; inflexni body

¢(8)=2(1) (2 -4) " 2

tedy neexistuji
Intervaly konvexnosti a konkdvnosti
g (x)>0 pro x>0; vzhledem k definicnimu oboru funkce g je funkce g konvexni na

intervalu (2; )
Asymptoty funkce
asymptota bez smérnice existuje vbod¢ -2 a2: x=-2 a x=2

1+ 2
X
x+2 In—>
In 1 1-=
... a= —Xx=2 _ " im X _
asymptota S€ SIMernici. x>0 2 X 2 x—>® X = y= 0

1+=
b= lim [llnx+2—0.xj=llim In—%=0

X—>0 xX—

pro x — —o ziskdme tutéz asymptotu
Obor hodnot

H(s)=E\{0)
Graf funkce

Vysetfeni vlastnosti funkce bylo provedeno pouze na intervalu (2; ), na cely defini¢ni
obor rozsifime vlastnosti funkce tak, Ze Cast grafu z intervalu (2;) zobrazime soumérné

podle pocatku kartézské soustavy soutadnic (funkce g je lichd). Graf je zobrazen na obr. 3.
K

obr. 3
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_ 8x° +4

2
X

2.2, h(x):y

8x° +4
2
X

Je ddna funkce h(x):y= . VySetiete jeji prubeh a nakreslete pekné jeji graf.

Pti feSeni budeme vychdzet z postupu uvedeného v odstavci 1. , ale uz omezime
komentét k jednotlivym krokiim feSeni.
Defini¢ni obor

D(h)=R\{0}
Sudost nebo lichost

) Q)3
h(—x):g( x) +4= 8x” +4

- funkce & neni ani suda ani licha

2 2
() x
Praseciky s osami
S 0SOu X:

Sx; +4

= 0
Xp
8xp +4=0

s osou y: neexistuje, protoze za x nelze dosadit O - nepatii do defini¢niho oboru funkce A
Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru

8x+ 4
3 -
3 4 2
lim S i 2%
x>0 x x—>00 1
4
8x+—
3
3 4 2
lim S5 2
x>0 x X—>—00 1
. 8xX°+4 . 8xX°+4
lim = lim =
x—0" x2 x—0" x2

Prvni derivace a stacionarni body

2.2 3
g4 2400 —(8X44)2r g4 160 g g-g

h(x) 2 4 3 3
X X X X

derivace neni definovand v bod¢ 0, ktery nepatii do definicnitho oboru funkce %
staciondrni body:
h(x)=0
8x’ -8
x3
8x’ -8=0
x=1
V bod¢ x=1 by tedy mohl byt lokalni extrém.
Intervaly monoténnosti
funkce je rostouct:

0

h(x)>0
8x’ -8

3
X

>0

x -1

>O<:>(x>1/\x>0)v(x<l/\x<0)
JE
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Funkce & je tedy rostouci pro vSechna x z intervalu (—»;0) a pro vSechna x z intervalu
(1)

Klesajici je na intervalu (0;1) (protoZe je na svém defini¢nim oboru spojitd).

V bodé¢ x=1 je podle vySe uvedeného lokalni minimum; [1;12]
Druh4 derivace

2.3 2 (g.3
24x°.x" =3x .(Sx —8) ~ 24x3 —24x% +24 24

4 4
x6 X X

1 (x)=

Druhd derivace funkce je definovand pro vSechna x z defini¢niho oboru funkce 4 a je
pro n¢ kladn4. Inflexni body proto neexistuji.
Intervaly konvexnosti a konkdvnosti

Vzhledem k tomu, Ze je h(x)>0 pro vSechna x z defini¢nitho oboru, je funkce & na

celém definicnim oboru konvexni.
Asymptoty funkce
asymptota bez smérnice existuje v bod¢ 0: x=0

8x° +4 g, 4
2 3 3
Ca=tim—E o gim 3y 2 g
asymptota se smérnici: > X X0y xow ] = y=8x
3 3,4 0.3
b=tim| 3 g = im AT i 4 g
X—0 x2 X—>0 x2 X—>0 x2
pro x — - ziskdme tutéz asymptotu
Obor hodnot
H(h)=R
Graf funkce
Graf funkce je zobrazen na obr. 4.
7
17 | M
L - x
1
obr. 4



