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Text je psan pomoci nékolika stylt:

Bézny text, odvozovani vztahd, vysledné vztahy, ...

DEFINICE DULEZITYCH MATEMATICKYCH POJMU, ZNENI MATEMATICKYCH
VET.

Komentat, ktery probiranou latku rozsifuje, uptesituje ¢i dopliuje.

Zjednodusena tvrzeni pro lepsi pochopeni, ktera jsou tedy z matematického hlediska neptesna,
ale ktera mohou napomoci k lepsimu pochopeni probirané latky.

Text v nékterych ¢astech prekracuje bézné probiranou stfedoskolskou latku z matematiky. Tyto
roz§itujici poznatky mohou pfispét k hlub§imu pochopeni latky t€ém zaktm, kteti budou matematiku
studovat i na vysoké Skole (a to nejen na vysoké Skole technického zaméteni).
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1. POSLOUPNOSTI AJEJICH VLASTNOSTI

Posloupnosti jsou specidlnim piipadem funkci, a proto budeme ¢asto pfi vySetfovani vlastnosti
posloupnosti vyuzivat zakladnich znalosti funkci a jejich vlastnosti (monotonie, limity, ...).

1.1 Pojem posloupnost

1.1.1 Pripomenuti funkci

Vzhledem k tomu, Ze posloupnost je zvlastnim ptipadem funkce, bylo by dobré pfipomenout
definici funkce.

FUNKCE [ JE ZOBRAZENI LIBOVOLNE NEPRAZDNE MNOZINY A DO
MNOZINY REALNYCH CIiSEL.

Obecné funkci tedy miize byt napt. pfifazeni, které danému ¢loveéku prifadi jeho vysku. Cloveka
vybirame z urCité mnoziny lidi (ve tfidé, ve mesté, ...) a vyska je urCena obecné realnym cislem.
Takze to funkce je.

Specialnim piipadem pak je realna funkce (jedné redlné proménné):
REALNA FUNKCE (JEDNE REALNE PROMENNE) JE ZOBRAZENI
Z PODMNOZINY REALNYCH CISEL DO MNOZINY REALNYCH CiSEL.

V piipadé realné funkce jedné redlné proménné jiz neni mozné vybirat napt. z mnoziny lidi,
pfedmétd, ... Obé mnoziny (jak ta, zniZ zobrazujeme, tak ta, do které zobrazujeme) musi byt
podmnozinou mnoziny realnych ¢isel.

Nyni zkusime vykreslit n¢kolik prikladd funkci, na kterych si ukdzeme, jak se lisi funkce od
posloupnosti.

lustra¢ni priklad: Nacrtnéte pékné graf funkce f:y = 2x%, kde xe {l, 2,3,4,5, 6} .

Redeni: Graf, ktery je feSenim zadané tlohy, je zobrazen na obr. 1. Graf pfipomina graf funkce
y =2x", ale v tomto piipadé je dana mnoZina, z niz zobrazujeme, pouze vyétem prvki. Proto grafem
nebude spojita ktivka, jak jsme byli zvykli v ptipadé funkci, ale pouze jednotlivé body.

¥ >
°

obr. 1 obr. 2

Piiklad: Je déna funkce h:y=-2+ (—1)rl , kde n e N. Zobrazte jeji body do soustavy soufadnic.

Reseni: Graf funkce / je zobrazen na obr. 2. Opét jsou vysledkem jednotlivé body a ne spojita kiivka.
Navic vtomto piipadé vykazuji body grafu funkce jistou periodicitu. I takové funkce (resp.
posloupnosti) se v matematice obCas vyskytnou.

1.1.2 Definice posloupnosti

Ob¢ funkce zminéné v kapitole 1.1.1 maji jedno spolecné: jejich definiénim oborem je mnoZzina
prirozenych ¢isel nebo jeji Cast. Takové funkce se nazyvaji posloupnosti.

KAZDA FUNKCE, JEJIMZ DEFINICNiM OBOREM JE MNOZINA N VSECH
PRIROZENYCH CISEL, SE NAZYVA NEKONECNA POSLOUPNOST.

Skutecné jedinou odlisnosti funkce a posloupnosti je defini¢ni obor. U funkci je definicnim
oborem mnozina realnych cisel (nebo jeji ¢ast - napf. R\{O}, R*, ...) a jejim grafem je spojita
ktivka. U posloupnosti je definicnim obrem mnozina pfirozenych cisel resp. jeji Cast a graf
posloupnosti tvoti jednotlivé body.
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KAZDA FUNKCE, JEJIMZ DEFINICNIM OBOREM JE MNOZINA VSECH
PRIROZENYCH CISEL n TAKOVYCH, ZE n<n,, KDE n, JE PEVNE DANE

PRIROZENE CIiSLO, SE NAZYVA KONECNA POSLOUPNOST.

Konecna posloupnost je tedy definovana pouze pro ¢ast ptirozenych ¢isel. Takovou posloupnost
je pak mozné vyjadrit vyctem prvka (viz podrobnéji v kapitole 1.1.3), a to v piipadé, ze dana
posloupnost ma 5, 10 nebo 1000 ¢lent. Principialné je tedy mozné vypsat vSechny jeji ¢leny. To u
nekonecné posloupnosti mozné neni!

Bude-li ze souvislosti ziejmé, jestli se pracuje s kone¢nou resp. nekone¢nou posloupnosti, staci
mluvit jen o posloupnosti.

Skute¢nost, ze funkéni hodnota napf. funkce f:y=2x* v bod& 2 je rovna 8, se zapisuje ve
tvaru f(2)=8. Vzhledem k tomu, Ze pfedpis f:y=2x" (definovany v kapitole 1.1.1) oviem

neurcuje funkci, ale (konecnou) posloupnost (definicnim oborem je totiz mnozina, ktera tvofi cast
mnoziny pfirozenych ¢isel), pouziva se jiny zptisob zapisu: f, =8 a ¢te se ,,druhy ¢len posloupnosti f
je roven 8%,

Dalsi rozdil oproti funkcim je ve zptisobu zapisu definice samotné posloupnosti: tak napt. misto

; hy=-2+(-1)". Tyto

n=1’

o0

zapisu h:y=-2+(-1)" se pouzivé oznadeni (—2 +(-1)" )OO resp. (A,)
n=l

zapisy Cteme: ,,posloupnost —2+(—1)n pro n od jedné do nekone€na“ resp. ,,posloupnost 4, , kde n

probiha od jedné do nekonecna, a /4, se rovna -2+ (—1)n “. Obdobnym zptisobem je mozné vyjadrit i

konec¢nou posloupnost.

V tom pripadé by se misto znaku pro nekone¢no v hornim indexu objevilo konkrétni maximalni
ny , pro které je posloupnost jesté definovéana.

Analogicky je mozné definovat posloupnost pro pfirozena Cisla zaCinajici az od urcitého Cisla,
které je vétsi nez jedna.
V praveé uvedenych piikladech fikdme, Ze posloupnost je uréena vzorcem pro n-ty ¢len.

Nyni uvedeme nékteré ptiklady posloupnosti, aby bylo zfejmé, ze definice posloupnosti mize
byt i komplikovangjsi:

Lo(a)i, =((2)) s

n=l

2 e)=(5 )

n+l)
3. (e, )00_1 kde c,=n pron liche: ;
"= ¢, =n—1 pronsudé
d, =3 ne{l,2}
4. (d,) . kde d, =3 ne{3,4}

d,=-1L5n n2=5
5. ...
1.1.3 Zpisoby zadani posloupnosti

Existuje nékolik zptisobll zadani posloupnosti:
1. vzorcem pro n-ty ¢len - viz konec kapitoly 1.1.2;
2. tabulka uspotfadanych hodnot posloupnosti - tento zptisob zadani posloupnosti lze pouzit
jen pro kone¢né posloupnosti;
3. graf uspotadanych hodnot posloupnosti (viz napt. obr. 1) - opét je mozné tento zplisob
zadani posloupnosti pouzit jen pro konecné posloupnosti;

Grafy nekonecnych posloupnosti budeme také pouzivat, ale ne ve smyslu definice posloupnosti,
ale jako vizualni pomutcku pro urCeni vlastnosti posloupnosti (monotonie, omezenost, ...) — viz
detailnéji v kapitole 1.3.

4. rekurentni urCeni posloupnosti - viz kapitola 1.2.
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Mezi jednotlivymi zptisoby zadéani posloupnosti lze pfechazet a je tedy mozné jednu a tutéz
posloupnost vyjadrit nékolikerym zptisobem.

S rekurentnim vyjadienim byva obcas problém a neni mozné jej v nékterych piipadech na
sttedoskolské trovni nahradit vyjadienim pro n-ty ¢len. Piesto je tento zpisob zadani posloupnosti pro
fadu (vétSinou specialnich) posloupnosti dilezity.

1.2 Rekurentni urceni posloupnosti

Rekurentné urcit posloupnost, znamena uvést prvnich nékolik jejich ¢lenti a potom n-ty (resp.
(n+ 1)-ni, (n + 2)-hy, ...) ¢len vyjadfit pomoci vzorce, v némz vystupuji ¢leny pfedchazejici. Napt.:

1. =2, a,,,=-3a,+1;

To tedy znamenad, ze a, ur¢ime takto: a, =a,,, =-3a, +1=-3-2+1=-5. Pro a; bude platit
ay=a,, =—3a, +1=-3-(-5)+1=16, ... Neni mozné tedy ur¢it rovnou napf. 150ty c¢len

posloupnosti. Abychom tento ¢len urcili, musime znat vSech 149 predchazejicich ¢lend.

2. b=3,b,=5,b,,=b —2b

e+l >

n+2
3. q=-1,¢=2,c=-1, ¢, 3=2(chn)  +c¢
4. ..

Neékteré rekurentni posloupnosti je mozné vyjadfit vztahem pro n-ty Clen, ale ne vSechny.
Opacné, tj. posloupnost danou vztahem pro n-ty ¢len vyjadiit rekurentné, to je mozné vzdy.

n+l >

Italsky kupec a matematik Leonardo Pisansky (asi 1170 - asi 1250) zvany Fibonacci (tj. ,,syn
Bonaccitv®) uvadi ve své knize Liber abaci (z roku 1202) tuto ulohu: Kdosi umistil par kralikii na
misté ze vSech stran ohrazeném zdi, aby poznal, kolik par kralikd zde bude za rok, jestlize u kraliki
je tomu tak, ze par kraliki pfivede mésicné na svét jeden par a ze kralici pocinaji rodit ve dvou
mgésicich svého veéku. S ptipady uhynuti se nepoc€ita. Prvni par kralikd umistény do ohrady je stary
prave jeden mesic.

Pokusme se tuto ulohu vyfesit.

Po vypocitani poctu kralikdl v ohradé na konci prvniho mésice (1 par), druhého mésice (2 pary),
tretiho mésice (3 pary) a ¢tvrtého meésice (5 paril), se zacind situace komplikovat a zacali bychom se
ztracet v poctu part kralikt. Proto si oznacime pocet part kralikd na konci (# + 1)-niho mésice a,,, .
Na konci (n + 2)-ho mésice bude v ohradé¢ a,,, ,starych® part kralikd (tj. pard kralikti z konce
(n + 1)-niho mésice), ale krom¢ toho se jeste narodi tolik part kralikt, kolik jich bylo na konci n-té¢ho
mesice. Narodi se tedy a, part kralikd. Jinak feceno, pro pocet parli na konci (n + 2)-ho mésice
dostaneme vztah

Aniy = Ay + ay - (1)

Hledany pocet part kralikd na konci roku proto neni mozné vypocitat pfimo: musime urcit
vSechny mezikroky, tj. pocty parti na konci kazdého mésice. Tak postupné dostavame: a, =1, a, =2,
a,=3,a,=5,a5;=8, a; =13, a, =21, ag =34, a, =55, a,,=89, a,, =144 a a,, =233 . Na konci
roku tedy bude v ohradé 233 paru kralikt.

Uvedena posloupnost, kterou je mozné vyjadfit rekurentnim vztahem (1), se nazyva
Fibonacciho posloupnost. Fibonacciho rekurentni posloupnost je mozné vyjadrit také vztahem pro n-
ty ¢len. Po vypoctu, ktery zde nebudeme uvadét, nebot’ vyzaduje hlubsi znalosti posloupnosti, ziskame
vztah

L 2 2

\/g' (14-\/5}““_[&}1”1 | (2)

Ackoliv ve vztahu (2) vystupuji iracionalni Cisla, kazdy ¢len posloupnosti popsané timto
vztahem, je celo¢iselny a odpovida piislusnému ¢lenu Fibonacciho posloupnosti.

Fibonacciho posloupnost je diilezita pro teoretickou matematiku, kombinatoriku a dalsi odvétvi
matematiky.
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1.3 Vlastnosti posloupnosti
Vzhledem k tomu, Ze posloupnost (jak kone¢na, tak nekonecnd) je specidlnim ptipadem funkce

(o ¢emz bylo pojednano v kapitolach 1.1.1 a 1.1.2), budou i vlastnosti posloupnosti velmi podobné
vlastnostem funkci.

1.3.1 Monotéonnost posloupnosti

POSLOUPNOST (an)f:1 SE NAZYVA ROSTOUCi, PRAVE TEHDY KDYZ PRO

VSECHNA r,s€N PLATIi: JE-LI r<s, PAK a, <a,.

POSLOUPNOST (a,) , SE NAZYVA KLESAJiCi, PRAVE KDYZ PRO VSECHNA
r,s€N PLATIi: JE-LI r<s, PAK a, >a,.
Z pravé uvedenych definici vyplyvaji i véty, které jsou uzitecné pro praktické pocitani
s posloupnostmi.
ViETA: POSLOUPNOST (a,)” JE ROSTOUCi, PRAVE KDYZ PRO VSECHNA
neN JE
Ay <y 3)
VETA: POSLOUPNOST (a,)” JE KLESAJiCi, PRAVE KDYZ PRO VSECHNA
neN JE
a,>a,,, . “4)

Ptikladem rostouci posloupnosti je napt. posloupnost (an )::1 = (g - 3) , jejiz graf je zobrazen

n=l

© N .. : : ,

na obr. 3. Posloupnost (bn )n— :(n+ j , jejiz graf je zobrazen na obr. 4, je prikladem klesajici
- n n=1

posloupnosti.

hg hd

obr. 3 obr. 4
Posloupnosti, analogicky jako funkce, mohou obsahovat konstantni useky. Proto je nutné
definici monotonie posloupnosti rozsifit.

POSLOUPNOST (a,)"

r,s€N PLATIi: JE-LI r<s, PAK a, <a,.

SE NAZYVA NEKLESAJICi, PRAVE KDYZ PRO VSECHNA

POSLOUPNOST (a,)”  SE NAZYVA NEROSTOUCI, PRAVE KDYZ PRO VSECHNA

r,s €N PLATIi: JE-LI r<s, PAK a, >a,.
Pro praktické pocitani jsou opét uzite¢néjsi nasledujici véty.

VETA: POSLOUPNOST (a,)"

., JE NEKLESAJiCi, PRAVE KDYZ PRO VSECHNA

neN JE
a, <a, . (%)

VETA: POSLOUPNOST (a,)"

., JE NEROSTOUC{, PRAVE KDYZ PRO VSECHNA

neN JE
@ >a .. (©)

7
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Piikladem neklesajici posloupnosti miize byt napi. posloupnost (cn ):

_, definovana pro

ne {1, 2, 3} predpisem ¢, =1 a pro n>4 predpisem c, =n—2, jejiz graf je zobrazen na obr. 5.
Posloupnost (afn )::1 definovand pro n<6 piedpisem d, =—2n+3 a pro n=>7 piedpisem d, =1 je

prikladem nerostouci posloupnosti. Jeji graf je zobrazen na obr. 6.
¥ ¥

obr. 5 obr. 6

Neklesajici posloupnost tedy mize byt konstantni nebo rostouci - nesmi v zadném ptipadé
klesat! Analogicky nerostouci posloupnost nesmi nikdy rist - mtize byt tedy konstantni nebo klesajici.

S vyuzitim vztaht (3) az (6) v pravé uvedenych vétach, které vyplyvaji z uvedenych definic, 1ze
rozhodovat o monotonii posloupnosti. Zakladni uvahu ukaZzeme na vztahu (3), nicméné analogicka
uvaha plati pro ostatni tfi uvedené vztahy. Vztah (3) mtizeme prepsat bud’ do tvaru

a,—a,,, <0 (7

n

nebo (pokud budeme mit jistotu, ze vSechny ¢leny posloupnosti jsou pro libovolné ptirozené n
nenulové) do tvaru

n <lI. ®)

2}

Budeme tedy porovnavat rozdil dvou libovolnych po sobé jdoucich ¢lenit posloupnosti
vzhledem k nule nebo podil dvou libovolnych po sobé jdoucich nenulovych ¢lenti posloupnosti
vzhledem k jednicce. Vztahy analogické vztahtim (7) a (8) 1ze odvodit i ze vztaht (4) az (6).

Dulezité je, aby cleny nasledovaly po sobé, tj. jejich potadi se lisilo o jednicku.

Pak je relativné snadné poznat, zda pfislusny rozdil je mensi ¢i vétsi nez nula, resp. zda
prislusny podil je vétsi ¢i mensi nez jedna. Tyto ,.krajni* hodnoty se zejména v pfirozenych cislech,
pro ktera jsou posloupnosti definované, dobfe porovnavaji.

2 o0
Piiklad: Zjistéte monotonii posloupnosti (a,)” = {% —~ 6} .
n=1

Reseni: Pfi uréovani monotonie dané posloupnosti vyjdeme ze vztahu (7), ktery plati pro rostouci
posloupnost. Do tohoto vztahu dosadime tedy n-ty a (n+ 1)-ni ¢len zadané posloupnosti. Plati:

2 n+1)
a="""6 a a =%—6 (tj. vSude, kde se vyskytne v zadani posloupnosti n dosadime

n n+l

vptipad¢ (n+1)-ntho ¢lenu n+1. Miazeme tedy dosadit do  vztahu (7):

_£_6_[(n+1)2
2

—6]. Upravime tak, abychom mohli rozhodnout o tom, zda uvedeny

a, —apg = 7
vztah je vétsi nebo mensi nez nula. Postupnymi Upravami tedy dostaneme:
2 2 2 2
n n-+2n+1 n on 1 1 . .
a,-a,,,=——-6-————+6=———-n——=-n——. Vzhledem k tomu, Ze za n dosazujeme
2 2 2 2 2 2
o ¢ N VP . 1 . .
pfirozena Cisla (tj. ¢isla vétsi nez 0), je ziejmé, ze plati a, —a,,, =—n 5 <0. To znamena, ze zadana

posloupnost je rostouci, nebot’ jeji dva libovolné po sob¢ jdouci ¢leny spliuji podminku (7).

Analogicky mtizeme pouzit vztah (8).
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Priklad: Zjistéte monotonii posloupnosti (bn )w = (n + lj

n=l
n n=l

Reseni: Nyni vyjdeme ze vztahu (8), ktery plati pro rostouci posloupnost. Stejné jako v minulém
prikladu budeme potiebovat vyjadieni n-tého ¢lenu a (n + 1)-niho Clenu zadané posloupnosti. Plati:

n+1
n+1)+1
b, = ntl a b, =(—). Po dosazeni do vztahu (8) dostaneme by =—" __ Tento vztah
n n+1 an n+l+1
n+1
upravime tak, abychom mohli rozhodnout o monotonii zadané posloupnosti. Postupnymi upravami
n+l 5
+1 2 2
tedy ziskame by =—21 - (n ) = :—2n+1:n2+2n+ 5 ! =1+2;. Vzhledem
b, n+l+l n(n+2) n+2n  n +2n n +2n n” +2n
n+l

k tomu, ze n vybirame z mnoziny pfirozenych ¢isel, je zlomek — vzdy kladny, a proto plati

n-+2n

1 .. b 1
I1+———>1. Dospéli jsme tedy k zavéru ——=1+— >1, tedy b, >b,,,. To znamena, Ze
n°+2n n°+2n

n+l

zadana posloupnost je klesajici.

Skutecnost, zda pouzijeme ke zjisStovani monotonie posloupnosti vztah (7) nebo vztah (8) zavisi
na tom, v jakém tvaru je danad posloupnost zadana. N¢které tvary zadani jsou snadnéj$i na upravu
pomoci rozdilu dvou po sob¢ jdoucich ¢lent, jiné pomoci podilti téchto dvou ¢lenti.

K jakému zavéru vést vyse uvedené ditkazy muize pomoci i vycet prvnich nékolika clenti
posloupnosti, ze kterych pozname, zda posloupnost roste ¢i klesa. Poté se pomoci vhodného rozdilu
resp. podilu pokusime tuto skute¢nost dokazat.

Dale také plati nasledujici véty.
VETA: KAZDA ROSTOUCiI POSLOUPNOST JE NEKLESAJiCi A KAZDA
KLESAJIiCI POSLOUPNOST JE NEROSTOUCI.

POSLOUPNOSTI, KTERE JSOU NEROSTOUCiI NEBO NEKLESAJici, SE
NAZYVAJi MONOTONNI POSLOUPNOSTI.

1.3.2 Omezenost posloupnosti

Stejné jako u funkci, 1 u posloupnosti mtizeme mluvit o jejich omezenosti:

POSLOUPNOST (an): SE NAZYVA SHORA OMEZENA, PRAVE KDYZ EXISTUJE

=1
REALNE CiSLO 7 TAKOVE, ZE PRO VSECHNA neN JE a,<h.

POSLOUPNOST (an):“;l SE NAZYVA ZDOLA OMEZENA, PRAVE KDYZ EXISTUJE

REALNE CiSLO d TAKOVE, ZE PRO VSECHNA neN JE a, >d.

POSLOUPNOST (a,)”, SE NAZYVA OMEZENA, PRAVE KDYZ JE OMEZENA

SHORA A ZAROVEN JE OMEZENA ZDOLA.

Prikladem posloupnosti omezené zdola jsou posloupnosti, jejichz grafy jsou zobrazené na obr.
4, obr. 5 a obr. 6 vkapitole 1.3.1. Prikladem omezené posloupnosti je posloupnost, jejiz graf je
zobrazen na obr. 2 v kapitole 1.1.1.

1.4 Matematicka indukce

Matematicka indukce je jeden ztypt dikazi, ktery se v matematice velmi ¢asto pouziva.
Zacneme ilustracnim piikladem a poté vysvétlime zakladni postup pii dokazovani matematickych
tvrzeni matematickou indukci.

, kterd je urCena rekurentné takto: a, =1,

llustraéni pifklad: Uvazujme posloupnost (a,)”

2
n y ;o
a,. =[ j -a, pro neN. Urcete tuto posloupnost vztahem pro n-ty ¢len.

n+l
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D o w1 o . o 111 1 v
Reseni: Pii vypoctu ¢lenti této posloupnosti vytvotime posloupnost: I,Z,g,g,z—s,... Na zakladé
toho 1ze vyslovit domnénku (hypotézu), Ze pro n-ty ¢len zadané posloupnosti plati a, = el S urcitosti
to ale tvrdit nemlzeme, protoze nejsme schopnosti dosazenim do rekurentniho vztahu ovéfit platnost
této domnénky (hypotézy) pro vSechna piirozena ¢isla.
Ptirozenych Cisel je totiz nekonecné mnoho, a proto neni ovéfeni pro vSechna pfirozena ¢isla mozné.

Ze znalosti, Ze uvedena domnénka je spravna napt. pro n =100, Ize pfesto uz snadno (podle zadané¢ho
rekurentniho vztahu) dokazat, Ze tento vztah plati i pro n=101.

Zkusime nyni dokézat obecné&jsi tvrzeni: plati-li uvedeny rekurentni vztah pro libovolné pfirozené

Cislo k, pak plati také pro ¢islo & +1. Predpokladame tedy, Ze plati a, =k—12. Pro ¢len a,,, pak podle

k Jz‘a B 1
C(k+1) K (k1)

rekurentniho vztahu plati: a, ., =| —— =
p k41 [ 41

, y L, e 1 , o 1 , o L
Na zakladé dosazovani jsme zjistili, Ze vztah a, =— plati pro n€kolik prvnich pfirozenych Cisel.
n

Pomoci pravé dokazaného tvrzeni pro libovolné piirozené ¢islo k uz vime, ze uvedeny vztah plati pro
kazdé dalsi pfirozené cislo.

Na pravé uvedeném piikladu jsme se seznamili s novym typem diikazu, ktery se nazyva
matematicka indukce (resp. diukaz matematickou indukei). Matematickou indukei se dokazuji véty

typu: ,,Pro vSechna prirozena cisla n plati vztah (rvesp. tvrzeni) V(n) . Pritom V(n) vyjadiuje
vlastnost ptirozenych cisel, ktera je vyjadfena néjakou rovnici nebo nerovnici.
Duikaz matematickou indukci se sklada ze dvou na sebe navazujicich ¢asti (krokt):

1. Dikaz pozadovaného tvrzeni V (n) pro n=1.

2. Pro kazdé ptirozené Cislo k£ dokazeme: Jestlize plati V(k) , pak plati V(k + 1) .

Dtikaz matematickou indukci je podobny dominovym kostkam, které postavime ve spravnych
vzdalenostech od sebe do fady a poté do prvni kostky v fad¢ cvrnkneme. Postupné tak spadnou
vSechny ostatni. Pfesné stejnym zptsobem ,,funguje* dikaz matematickou indukei: ditkaz pro n =1 je
ono pocateéni cvrnknuti a druhy krok dikazu odpovida tomu, ze kdyz spadne k-ta kostka, spadne i
(k + 1)-ni kostka.

Prvni krok dikazu je naprosto nezbytny, pfestoze se mize zdat, ze je pouze formalni. Je totiz
nutny k tomu, aby bylo mozné vyvolat ,,dominovy efekt”, tj. aby byl diikaz proveden pro prvni krok.
O jeho nezbytnosti sveédci nasledujici priklad:

Priklad: Dokazte, Ze pro vSechna pfirozend » plati: Vyraz V(n) =n® +n+1 je pro kazdé n sudy.

Redeni: Vynechdnim prvniho kroku diikazu lze tuto vétu matematickou indukei ,,dokazat“ snadno:
Predpokladejme, ze &islo V' (k) =k +k+1 je sudé. Paki ¢islo V (k+1)=(k+ 1)2 +(k+1)+1 je sude.

Rozpisem  ¢&isla  V(k+1)dostaneme: V(k+1)=(k+1)2 +(k+1)+1=k> +2k +1+k+1+1.
Preusporadame-li Cleny souctu dostaneme:
V(k+1)=k> +k+1+2k+1+1=V(k)+2k+2=V(k)+2(k +1). Pricteme-li k sudému &islu (¥ (k)

je dle ptedpokladu ¢islo sudé) ¢islo sudé (¢islo 2(k + 1) je sudé), dostaneme opét Cislo sudé.

Bohuzel, véta uvedend v zadéani ptikladu neplati. Ovéfime-li prvni krok matematické indukce,
dostaneme: V(l)zl2 +1+1=3. Prvni krok je tedy velmi dualezity! Zde jsme zjistili, Ze pro n=1

dostavame Cislo liché a tedy se cely nasledujici diikaz provedeny matematickou indukcei neni platny,
nebot’ jeho prvni krok ukazal, Ze tvrzeni neplati pro n = 1.

Skute¢nost, ze ¢isla ve tvaru ¥ (n)=n" +n+1, jsou pro kazdé ptirozené n licha, 1ze dokazat

napf. dikazem pfimym.

10




Posloupnosti, Jaroslav Reichl, © 2025

2. ARITMETICKE A GEOMETRICKE POSLOUPNOSTI

Aritmetické posloupnosti (viz kapitola 2.1) patii spolu s geometrickymi posloupnostmi (viz
kapitola 2.2) ke zvlastnim ptipadim posloupnosti, pro které plati jednoducha pocetni pravidla.
Aritmetické a geometrické posloupnosti umoziuji téz jednoduché feseni fady praktickych tloh (napf.
z finan¢ni matematiky — detailnéji popsané v kapitole 2.2.2, ...).

Driive, nez zaneme tyto posloupnosti vySetfovat, je tfeba si uvédomit, ze mnozina vSech
posloupnosti se ned€li pouze na aritmetické posloupnosti (ozna¢ené ve schématu na obr. 7 jako AP) a
geometrické posloupnosti (oznacené jako GP). Nekteré posloupnosti nejsou ani aritmetické ani
geometrické. Dokonce se mohou vyskytovat posloupnosti, které jsou zaroven jak aritmetické, tak
geometrické (viz obr. 7).

posloupnosti

y

obr. 7

2.1 Aritmeticka posloupnost

2.1.1 Zakladni vlastnosti aritmetické posloupnosti

S redlnymi ptiklady, které lze matematicky popsat pomoci aritmetické posloupnosti, se
setkavame i v praxi:

1. velikost rychlosti §ifeni zvuku ve vzduchu je popsana rovnici v = (331 +0, 6t) m-s’, kde
t je teplota vzduchu udavana ve stupnich Celsia. S rostouci teplotou se tedy velikost
rychlosti zvuku ve vzduchu rovnomérné zvysuje.
2. rovnani konzerv v obchodé¢ do ,,pyramidy*;
3. ...
Aritmeticka posloupnost je tedy zvlastnim piipadem posloupnosti, v niz se kazdé dva jeji po
sob¢ jdouci cleny lisi o konstantu.

POSLOUPNOST (an):=1 SE NAZYVA ARITMETICKA POSLOUPNOST, PRAVE

KDYZ EXISTUJE TAKOVE REALNE CIiSLO d, ZE PRO KAZDE PRIROZENE CiSLO n
PLATI:

a,,,=a,+d. )
CiSLO d SE NAZYVA DIFERENCE ARITMETICKE POSLOUPNOSTI.

V aritmetické posloupnosti se tedy kazdé dva po sobé jdouci ¢leny lisi o stejnou konstantu - o
diferenci d.

VETA: V ARITMETICKE POSLOUPNOSTI (a,) S DIFERENCi d PLATi PRO
KAZDE neN:
a,=a,+(n-1)d. (10)

Dukaz: matematickou indukci

Tato véta tedy svazuje n-ty Clen aritmetické posloupnosti s jejim prvnim ¢lenem.

VETA: V ARITMETICKE POSLOUPNOSTI (a,)” S DIFERENCi d PLATi PRO

VSECHNA r,seN:
a =as+(r—s)d. (11)

Duikaz: vyplyva z predchozi véty
Vztah (11) je zobecnénim vztahu (10). Vztah (10) plati pouze pro prvni a n-ty Clen aritmetické
posloupnosti, zatimco vztah (11) plati pro libovolné dva ¢leny (dokonce i pro piipad » = s).
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V tadé ptipadl je dulezité znat soucet prvnich n Clenil aritmetické posloupnosti. Proto si nyni
ukazeme, jak takovy soucet relativné snadno urcit.

VETA: PRO SOUCET s, PRVNICH n CLENU ARITMETICKE POSLOUPNOSTI

n
0 z
(a,). > TI. PRO s, =a,+a,+..+a, = E a, PLATI:
i=1
(12)

Snzg(al—i—an).

Vztah (12) lze dokazat metodou, kterou piredvedl (tdajné¢) v prvni tiidé genidlni némecky
matematik Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855), nebo matematickou indukci. Gaussova metoda vychazi
ze skutecnosti, ze soucet s, =a, +a, +...+a, prvnich n ¢lend aritmetické posloupnosti lze rozepsat

s vyuzitim vztahu (10) dvéma zptlisoby:

Sy=a+ay+..+a,_ +a,=a +(a+d)+..+(a +(n-2)d)+(a +(n-1)d) (13)

s,=a,+a,  +..+a,+q =(a1 +(n—1)d)+(a1 +(n—2)d)+...+(a1 +d)+a1. (14)

Jednu a tu samou posloupnost tedy rozepisSeme jednou ,,ze predu a podruhé ,,odzadu®. Oba
souCty jsou pochopitelné totozné.

Sectenim vztaht (13) a (14) postupné dostaneme:
25, =(2a,+(n—1)d)+(2a, +(n—1)d ) +...+(2a, +(n-1)d) +(2a, +(n-1)d ) =n(2a, +(n-1)d).

Déle mizeme tedy psat 2s, = n(a1 +a,+(n —1)d) =n(a, +a,), odkud vyplyva s, :%(01 +a,), coz

je hledany vztah (12).

2.1.2 Uziti aritmetické posloupnosti

Jak uz bylo uvedeno na zacatku kapitoly 2.1.1, s aritmetickou posloupnosti (resp. tlohami, které
na aritmetickou posloupnost vedou) je mozné se setkat i v praxi. K uspé€snému vyteseni zadané tilohy
je tfeba prevést zadani tlohy do pojmu, které byly vysvétleny v souvislosti s aritmetickou
posloupnosti v kapitole 2.1.1.

2.2 Geometricka posloupnost

2.2.1 Zakladni vlastnosti geometrické posloupnosti
Priklady geometrické posloupnosti, s nimiz je mozné se setkat v praxi, jsou:

1. rozpad radioaktivniho nuklidu. To je proces, béhem kterého se za urcity ¢as (tzv. polocas
pfemény) rozpadne (pfeméni) statisticky polovina jader, kterd jesté v daném materialu
zbyvaji;

2. slozené urokovani poc¢ate¢niho vkladu v bance (viz detailnéji kapitolu 2.2.2.3);

3. nekontrolovatelny nardst poctu pacientti sné&jakou infekci (napt. COVID-19 v roce
2020);

4. ...
Nyni se podivame na geometrické posloupnosti obecné z matematického hlediska.

POSLOUPNOST (a,)” SE NAZYVA GEOMETRICKA POSLOUPNOST, PRAVE

KDYZ EXISTUJE TAKOVE REALNE CiSLO ¢, ZE PRO KAZDE PRIROZENE CiSLO »n
PLATI:
Gy =0y . (15)
CiSLO ¢ SE NAZYVA KVOCIENT GEOMETRICKE POSLOUPNOSTI.
Existuji specialni pripady geometrické posloupnosti:
1. je-li @, =0, pak pro kazd¢ neN je a, =0;
2. je-li g=0, pak pro kazdé neN takové,ze n>2,je a, =0.

V geometrické posloupnosti (v niz je @, #0 a g#0) je tedy podil kazdych dvou po sobé
jdoucich ¢lent konstantni a je roven kvocientu g.

12
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VETA: V GEOMETRICKE POSLOUPNOSTI (a,)” S KVOCIENTEM ¢ PLATI
PRO KAZDE neN:

a,=a -q"". (16)

Dukaz: matematickou indukci

Tato véta dava tedy nédvod na vypocet n-tého clenu geometrické posloupnosti pomoci jejiho
prvniho ¢lenu.

VETA: V GEOMETRICKE POSLOUPNOSTI (a,)"

el S KVOCIENTEM g PLATI

PRO VSECHNA r,seN:

a=a,-q . (17)
Dtikaz: vyplyva z predchozi véty
Vztah (17) je zobecnénim vztahu (16). Vztah (16) plati pouze pro prvni a n-ty Clen, zatimco
vztah (17) plati pro libovolné dva ¢leny geometrické posloupnosti.
Stejné jako u aritmetickych posloupnosti (viz kapitola 2.1), tak i u geometrickych posloupnosti
je dulezity vztah pro soucet prvnich n ¢lenti geometrické posloupnosti.

VETA: PRO SOUCET s, PRVNICH n CLENU GEOMETRICKE POSLOUPNOSTI

0 = z
(a,).,» TI. PRO s, =a,+a,+..+a, = » a PLATI:
i=1

1. JE-LI ¢=1, PAK

s, =na,; (18)
2. JE-LI g#1, PAK
" (19)
snzal-q 1.
q-1

Duikaz platnosti vztahii (18) a (19) mizeme provést bud’ matematickou indukci nebo upravou
vyrazu s, =a, +a, +...+a, . Platnost vztahu (18) pro pfipad g =1 je ziejmy. Vzhledem k tomu, zZe

v tomto pfipad¢ je aq, =a, =...=a, , pak skutecné s, =naq, .
Vztah (19) (tj. soucet prvnich n ¢lenti geometrické posloupnosti, pro jejiz kvocient plati g #1)

muizeme dokazat analogicky, jako jsme dokazali platnost vztahu (12) pro soucet prvnich n clend
aritmetické posloupnosti (viz kapitola 2.1.1). Soucet prvnich n ¢lenii geometrické posloupnosti
muzeme psat ve tvaru

n-2 n-1
Sn :a1+az+...+an_1+an :a1+a1q+...+a1q +a1q . (20)

Vztah (20) mGzeme nyni vynasobit kvocientem g a dostaneme

gs, =qa, +qa, +...+qa, , +qa, =qa, +a,q° +...+a,q" " +a,q". 21)
Odectenim vztahti (20) a 21) dostaneme
s, —qs, =a,*+aq+..+aq" > +aq"" —qa,—aq’ —..—aq"" —aq" =a,—aq". Mame tedy vztah

s,(1-¢9)=a, (1—q“), z néhoz po vydéleni nenulovym vyrazem 1-¢ dostaneme vyraz

. 11_ 7 _ a - 9 _11 . A to je vztah (19), jehoz platnost jsme méli dokazat.

s, =a

Vyraz 1—g je opravdu nenulovy. Uvazujeme totiz pouze takové geometrické posloupnosti, pro
jejichz kvocient g plati g =1.

2.2.2 Uziti geometrickych posloupnosti

Hlavni vyuziti znalosti geometrickych posloupnosti se tyka finan¢ni matematiky.

Nize budou ukazany zakladni matematické operace a tvahy, které se v souvislosti s financnimi
operacemi v pen¢znich tstavech pouzivaji. Text si neklade za cil byt uplny — o konkrétnich dalSich
moznostech (parametry spofeni, parametry uvéri, parametry leasingu a dalSich nabizenych sluzeb a
produktti) je tieba se informovat v konkrétnich penéznich ustavech.

Na zékladé vztahli odvozenych nize (zejména v kapitole 2.2.2.3) lze tesit i ulohy s ekologickou,
demografickou, ... tématikou.
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Driive nez pfistoupime k samotnému vypoctu a uziti geometrickych posloupnosti ve finan¢ni
matematice, je tieba zavést zakladni pojmy.

2.2.2.1 Zakladni pojmy financni matematiky

Vkladatel je ¢lovek, ktery si chce do néjakého penézniho ustavu uloZit své penize. Castka,
kterou do penézniho ustavu vlozi, se nazyva jistina (poc¢atecni vklad). Ro¢ni irokova mira se udava
v procentech a vyjadiuje, jak velky drok se na ucet rocné pfipiSe. Z uroku se odecita dan z uroku
(vétsinou 15 %), kterou penézni tstav odvadi statu. Urok po zdanéni, tj. urok, z n¢hoz je jiz odectena
dan (tzv. ¢isty Grok), se ptipisuje k vlozené ¢astce na ucet.

Urokovaci obdobi je ¢ast roku (nebo rok cely), za kterou penézni Gistav provadi zaétovani a za
kterou pfipisuje uroky. Urokova mira pro dané urokovaci obdobi se vypodte tak, Ze se roéni
urokova mira rozd€li na tolik casti, jakou Cast tvoii urokovaci obdobi z celého roku (napf. pfi rocni
urokové mitfe 10% cini pololetni trokova mira 5%, Ctvrtletni urokova mira je 2,5%, mési¢ni urokova

mira je %% =§% , ...). Tento postup se tyka tzv. sloZeného urokovani (viz kapitoly 2.2.2.3 az

6
2.2.2.6).

Problematika finan¢ni matematiky je daleko slozit€jsi nez predstavuje obsah kapitol 2.2.2.3 -
2.2.2.6, které se piimo dotykaji u¢iva o geometrickych posloupnostech. Ve skutecnosti se urokovaci
doba pocita na dny s tim, Ze plati nasledujici pravidla (akceptovana v evropskych statech):

1. mésic ma 30 dnt;
2. rok mé 12 meésict, tj. 360 dni;

3. ze dvou ,hrani¢nich“ dnt, kdy se penize vkladaji a vybiraji, se do urokovaciho obdobi
zapocitava pouze jeden nebo oba (v zavislosti na zvoleném standardu);
4. ...

2.2.2.2 Jednoduché urokovini

Uvazujme situaci, kdy si vkladatel ulozi do penézniho tstavu ¢astku a, s ro¢ni irokovou mirou

. , . A 1 : . .
p procent a dani z aroku d procent. Urokovaci obdobi pfitom je — roku (tj. vklad se uroci r-krat
r

rocné).
V rédmci jednoduchého urokovani se vypocte urok z vlozené jistiny a ten se pfipisuje na ucet na
konci kazdého tirokovaciho obdobi.

Na konci prvniho urokovaciho obdobi bude na uctu castka:
P
a1=a0+a0-L-100_d= 0| 1+ P .IOO—d .
100 100 100 100
Na konci druhého urokovaciho obdobi bude na uctu castka:
a,=a,- 1+L.100_d +a,- P ‘IOO—d:aO. 1+2-L.100_d .
1007 100 100» 100 100 100

Na konci tfettho  urokovaciho obdobi bude na Gétu  vkladatele  castka:
a3=a0-(1+2 P 100-dj+a p 100—d:a0(1+3 P IOO—dj‘

1007~ 100 ) 100" 100 1007”100

Analogicky ziskame castku, kterou bude mit vkladatel ulozenou na uétu na konci n-t€ho
urokovaciho obdobi:

100—d 22

a, =a,-|1+n- p_ . 22)

1007 100
V ptipadé, Ze nebudeme uvazovat zadnou dani z troku, bude d = 0 a vztah (22) se zjednodusi do
tvaru:
23
a, =a,-|1+n- P, @)
1007
. y . Lo . , 100—-d
Vztah (22) odpovida n+ 1-nimu ¢lenu aritmetické posloupnosti s diferenci o0 100
r

Zameérné byla tato varianta uvedena zde, u geometrickych posloupnosti, aby byla problematika
finan¢ni matematiky ucelena.
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Dalsi varianty spofeni vyuzivaji sloZené urokovani: na konci urokovaciho obdobi se uroci
aktualni ¢astka na uctu.

2.2.2.3 Spoieni bez pritbéiného vybirani s jednou vloZenou jistinou

Piedpokladejme, Ze si vkladatel uloZil do penézniho ustavu ¢astku a,. Ro¢ni Grokova mira je

, . , , o] . e IR
p procent, dan z uroku je d procent a irokovaci obdobi je — roku (tj. vklad se uro¢i r-krat rocné).
r

Na konci prvniho urokovaciho obdobi bude na uctu castka:
P
a =a,+a, ——- 100-d =aq, -(1+ P .lOO—dj'
100 100 100 100
Na konci druhého urokovaciho obdobi bude na uctu castka:
2
4 =a+a _p_100-d u (Hi'l()()—d g L p 100-dY"
100» 100 100~ 100 100~ 100
Na konci tretiho urokovaciho obdobi bude na uctu Castka:
3
w=a,+a, _p_ 100-d ., -[1+ p .100—dj:a0 .[1+ p .100—dj ‘
100 100 100» 100 100» 100
Na konci n-tého urokovaciho obdobi bude tedy na uctu castka:
4\ (24)
a, =a,-| 1+ p_100-d .
100 100
Z hlediska matematiky je vztah (24) n + 1-ni ¢len geometrické posloupnosti, pro jejiz kvocient g
lati g =1+—2—.100=4
P = 00r 100

Vziajemné porovnani rychlosti ristu ¢astky na uctu troceném podle vztaht (22) a (24) je
zobrazeno v grafu na obr. 8. Pro oba zplisoby byla zvolena stejna jistina a, a stejna ro¢ni urokova
mira p.

dn
a@ slozené
L ]
L ]
]
]
L]
8]
]
L]
o
o o« ® * jednoduché
° . PO I *
) L ]
[ ] ° Y L 4
o @ ¢ o
dp® o
n
obr. 8
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2.2.2.4 Spoveni bez prubéiného vybirdni s pravidelné vkladanou jistinou na konci kaZdého

urokovaciho obdobi

Ptedpokladejme, Ze si vkladatel ulozil do penézniho Ustavu ¢astku q,, kterou bude ukladat

pravidelné na konci kazdého trokovaciho obdobi. Ro¢ni urokova mira je p procent, daii z aroku je

, . o] . e A
d procent a urokovaci obdobi je — roku (tj. vklad se uro¢i r-krat ro¢n¢).
r

Na  konci prvniho  turokovaciho  obdobi bude mit vkladatel na  Gctu:
» 100-d p 100-d
s2=a0+a0-ﬁ- 100 +a,=a,- 1+100r. 100 +a,.
Na  konci  druhého  urokovaciho  obdobi  bude mit  vkladatel na  Gctu:
8§, = ao'[l+ P 'IOO—deraO '(1+ P 'IOO_dJ+aO=
100 100 100 100
2
=a0-(1+ P ‘IOO—dJ +a0-(1+ P .IOO—d}rao.
100 100 100 100
Na konci tietiho urokovaciho obdobi bude mit vkladatel na uctu:
2
s, = ao-(l+i-1oo_dj +a0-(1+ P .IOO—d)JraO -(1+ P _100—dj+a0:
100 100 100 100 100 100
3 2
:ao'(1+ D 'IOO—dJ +a0~(1+ P -100_61) +a0-(1+ P '100—d)+a0.
100 100 100 100 100 100
Na konci n-tého urokovaciho obdobi bude mit vkladatel na uctu:
n n-1
sn+1:ao-[1+ P 'IOO—dj +a0-[1+ P ‘100—d) +...+a0.(1+ P ‘IOO—d}_aO‘
100 100 100 100 100 100
dn
c s vklady
o
o
®
L ]
L ]
@
[ ]
[ ]
°
L
® a bez vkladu
° ° L
5 I8 o ®
e ® v oo ® o ®
e ¢ 8 6 © @ 0 & & O
n
obr. 9

Jak je vidét, jedna se o soucet geometrické posloupnosti, jejiz prvni €len je a, a posledni (v

p_ 100-d
100 100

pofadi (n+1)-ni) je ao-[1+
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100 — . .
q=1+#‘ OIOOOd' Proto soucet této posloupnosti (a tedy findlni Castka na konci n-tého
r
urokovaciho obdobi) je
_ n+1 (25)
1L P 100-d 1
s —a - 100 100
ntl — 0 p ‘ 100—d
100» 100

Protoze se jedna o n + 1 ¢lenti posloupnosti jsou pro snadnéjsi orientaci v jednotlivych clenech
posunuté i indexy jednotlivych souctd, tj. indexy stavi na G¢tu na konci daného urokovaciho obdobi.

Porovnani spofeni bez pravidelného vkladani a s pravidelnym vkladdnim na konci kazdého
urokovaciho obdobi je zobrazeno v grafu na obr. 9. Pro oba zplsoby byla zvolena stejna jistina a, a

stejna rocni urokova mira p.

2.2.2.5 Sporeni bez prubéiného vybirani s pravidelné vkladanou jistinou na zacdatku kaZdého
urokovaciho obdobi

Piedpokladejme, Ze si vkladatel uloZzil do penézniho ustavu ¢astku a,, kterou bude ukladat
pravidelné na zac¢atku kazdého urokovaciho obdobi. Ro¢ni urokova mira je p procent, dan z troku je

, , o1 . e e
d procent a irokovaci obdobi je — roku (tj. vklad se Gro¢i r-krat ro¢né).
r

Na konci prvniho urokovaciho obdobi bude na uctu vkladatele:
P
100 - 100 -
s, =a, +a, —L—- 00 d=a0- 1+-£2. 00=d .
100 100 100 100
Na konci druhého urokovaciho obdobi bude na uctu vkladatele:

100 100 100 100

o (1, P 100-d 2+a (1,_p_100-d
0 100 100 0 100 100 )’

Na konci tfetiho urokovaciho obdobi bude na uétu vkladatele:

2
sy = ao-(1+ P .IOO_dJ +a0~[1+ P ‘IOO—dijaO ~(1+ P ‘IOO—dj:
100 100 100 100 100 100

3 2
o (142 100-d o (102 100-d - 100-d)
100 100 100 100 100 100

Na konci n-tého urokovaciho obdobi bude na uctu vkladatele:
n n-1
snzao-(1+i-loo_d +a,| 1+-2 100-d totay | 1+-2 100=d )
100 100 100 100 100 100
V tomto pifipadé se jedna o soucet geometrické posloupnosti, jejiz prvni ¢len je
100 - . L 100-d . .
a,-| 1+ p_100-d a jejiz kvocient je g =1+ P_ . Proto je soucet této posloupnosti (a
100~ 100 100~ 100

tedy 1 Castka na uctu vkladatele na konci n-t¢ho obdobi):

(+ p ‘100—dj“_1 (26)
i :a-(1+ p ‘IOO—dJ_ 100~ 100
e 1007 100 _p 100-d
1007 100

I vtomto pfipadé byly indexy o jednicku posunuty — stejn¢ jako pii vypoctech v kapitole
2.2.2.4.

Porovnani spoteni s pravidelnym vkladanim na konci kazdého trokovaciho obdobi se spofenim
s pravidelnym vkladanim na zac¢atku kazdého tirokovaciho obdobi je zobrazeno v grafu na obr. 10. Pro
oba zplisoby byla zvolena stejna jistina g, a stejnd ro¢ni irokova mira p.
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dn
® na zacatku
o ® na konci
@ L ]
® [ ]
PO |
. .
® L]
- [ ]
° @
. .
® L ]
o L]
® ®
L
s § ¢
o
dp o ¢
_T_. n
obr. 10

2.2.2.6 Poskytovani uvéru

Predpokladejme, ze penézni tstav poskytne obcanovi uvér D na n let s rocni trokovou mirou
p procent a trokovacim obdobim 1 rok (tj. Gro¢i se jednou ro¢né€). Podnikatel bude uvér splacet
v n stejnych roc¢nich splatkach. Prvni ¢ast splati po jednom roce od poskytnuti uvéru. Vysi splatky s
lze urcit na zaklad€ nasledujici uvahy, kdy budeme sledovat obcantiv dluh na konci kazdého roku.

Na konci roku, v némz byl Gvér poskytnut, ob¢an dluzi: D+ D % =D- (1 + %) .

Na zacatku roku prvni splatky obc¢an dluzi: D- (1 + i] —-s.

100

Na zacatku roku druhé splatky obcan dluzi:

2
D1+ s |1+ |-s=D[1+L | —s[1+-2 |-5.
100 100 100 100

Na zacatku roku tfeti splatky obcan dluzi:

2 3 2
D.[Hij @Lj .[HLJ_SZD.(HL] —s-(1+ij @Lj
100 100 100 100 100 100

Na zacatku roku n-té splatky obcan dluzi:

n n-1 n-2 (27)
D.[HLJ —s-(1+ij _S.(HLJ @Lj
100 100 100 100

Na zacatku n-t€¢ho roku bude ale uvér zaplacen, tj. ob¢an nebude uz penéznimu ustavu dluzit
nic. To znamena, Ze dluh ob¢ana popsany vztahem (27) bude nulovy. Pro hledani vyse splatky s tedy

n n-1 n-2
budeme fesit rovnici: D - 1+L -5 1+L -5 1+L —.=S" 1+L -5=0.
100 100 100 100

Po vytknuti ziskdme rovnici ve tvaru:

n n-1 n-2
D-(1+ij -5 (1+Lj +(1+Lj +...+(1+L)+1 =0.
100 100 100 100

18
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Vyraz v zavorce, kterou se nasobi vySe splatky s, predstavuje geometrickou posloupnost

s prvnim ¢lenem 1 a kvocientem ¢ =1 +%. Proto miizeme uvazovanou zavorku nahradit souctem

\ (1+1é’0j -1
této geometrické fady. Pivodni rovnice tak pfejde na tvar: D-(1+Lj -s-1l-—<—=0.

100 1+-2 14
100
Z ni jiz miZeme vyjadfit vysi splatky s ve tvaru::

" (28)
D-(1+pJ r
100 100

(1+ pj -1
100

Splatku vyjadienou vztahem (28) bude tedy obcan platit pii danych parametrech uvéru po celou
dobu splaceni.

2.3 Vlastnosti aritmetickych a geometrickych posloupnosti

Vlastnosti aritmetickych a geometrickych posloupnosti rozebereme postupné. Zacneme
s aritmetickou posloupnosti.

lustraéni ptiklad: Zobrazte grafy aritmetickych posloupnosti, které jsou dany prvnim clenem a

diferenci: a) (a,)"_, a,=-3, d=15;b) (bn):ozl, b=4,d=-0,5;c¢) (cn):ozl, ¢ =—/2,d=0.

n=1’

Reseni: Grafy zadanych posloupnosti jsou zobrazeny na obr. 11 aZ obr. 13.

10 - 4 *
- »
sk
- It -
[ * -
afb L 2 L]
» »
2+
- 1 »
2 Ty & g w .
]
= \ e x
: 2 4 i 3 10
* »
obr. 11 obr. 12
by
a5+
anr
5 - - - - - - - - - -
wf
LERS
x
2 4 6 g 10
obr. 13

Jak uz bylo feCeno, je mozné posloupnosti vnimat jako zvlastni pfipad funkce (viz kapitola
1.1.1). Proto je mozné na zaklad¢ prave sestrojenych grafi urCit omezenost a monotonii uvedenych
posloupnosti a vyslovit nasledujici vety:

VETA: ARITMETICKA POSLOUPNOST S DIFERENCI d JE:

1. ROSTOUCI PRO d>0,
2. KLESAJIiCi PRO d <0,
3. KONSTANTNI PRO d=0.
VETA: PRO ARITMETICKOU POSLOUPNOST S DIFERENCIi d PLATI:

1. JE-LI d >0, PAK JE DANA POSLOUPNOST OMEZENA ZDOLA, ALE
NENI OMEZENA SHORA;
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2. JE-LI d<0, PAK JE DANA POSLOUPNOST OMEZENA SHORA, ALE
NENI OMEZENA ZDOLA;
3. JE-LI d=0, PAK JE DANA POSLOUPNOST OMEZENA (TJ. JE
OMEZENA SHORA I ZDOLA).

V ptipadé, Ze plati d =0, se jedna o konstantni aritmetickou posloupnost, jejiz jednotlivé Cleny
se nemeni. Proto je omezena shora i zdola, a tedy je omezena.

Nyni se pokusime podobné véty vypozorovat z grafti geometrickych posloupnosti.

lustraéni ptiklad: Zobrazte grafy geometrickych posloupnosti, které jsou dany prvnim ¢lenem a
kvocientem: a) (a, )::1 ,a=2,q=2;b) (b, )::1 . b =-0,5, ¢=0,5;0¢) (c, )::1, ¢ =0,5,¢=0,5;

d) (d,) . d=-2,q=15.

Reseni: Grafy zadanych posloupnosti jsou zobrazeny na obr. 14 aZ obr. 17.

- | | | i X
a0k 2 4 » # = 8'
B -0t f .
Ap -z
15| ke *
-3l
wf
. -4
5 -
L ]
: 2 3 4 5 F o ’
obr. 15
obr. 14
st ” X ‘ ‘ Loy
N ) 4 6 g
sk -
naf »
-10F »
03 —-15F »
-
0zl —f
-
- sk
o1l
- =30 F
= L ]
» . - L »
2 4 6 g »
obr. 16 obr. 17

Na zaklad¢ uvedenych ptikladi je opét mozno vyslovit nasledujici véty:
VETA: GEOMETRICKA POSLOUPNOST (a,)” S KVOCIENTEM ¢ JE:

1. ROSTOUCI, PRAVE KDYZ a,>0Ag>1 NEBO q, <0A0<g<lI,
2. KLESAJiCi, PRAVE KDYZ a,>0A0<g<1 NEBO a, <0Ag>1.

~ e 0
VETA: GEOMETRICKA POSLOUPNOST (a,)

S KVOCIENTEM gq:

1. JE OMEZENA, PRAVE KDYZ |¢|<1 NEBO 4, =0;

2. JE OMEZENA ZDOLA, ALE NENI OMEZENA SHORA, PRAVE KDYZ
a>0ng>1;

3. JE OMEZENA SHORA, ALE NENI OMEZENA ZDOLA, PRAVE KDYZ
a,<0ng>1;

4. NENi ANI SHORA OMEZENA ANI ZDOLA OMEZENA, PRAVE KDYZ
a#z0Ag<-1.

7 . , , , . . . v 0
Prikladem posloupnosti, ktera neni omezena ani shora ani zdola je napf. posloupnost (an )n:l ,

a, =1, q=-2,jejiz graf je na obr. 18.
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3. LIMITY POSLOUPNOSTI A NEKONECNE RADY

Stejné tak jako je mozné vysetfovat limitu u funkci, je mozné hovofit o limité€ i u posloupnosti.
Pomoci limity posloupnosti je totiz mozné rozsifit a zobecnit jistym zpusobem pojem souctu
posloupnosti na nekonec¢ny pocet s¢itanct. Tak je mozné dospét k definici nekonecné fady a k definici
jejiho souctu (viz kapitola 3.3).

3.1 Limita posloupnosti

3.1.1 Zavedeni pojmu

Drive, nez vyslovime definici limity posloupnosti, pokusime se na zakladé grafu, ve kterém jsou
zobrazeny Cleny urcité konkrétni posloupnosti, intuitivné pojem limity posloupnosti pochopit.

[e¢] _1 " +n . e
Hustraéni piiklad: Vypiste prvnich Sest ¢lenti posloupnosti (czn )n—l , a, :% a vyznalte jejich
- n
obrazy do grafu.
Reseni: Postupnym dosazovanim lze urcit: ¢, =0, a, =z, a, =g =l, a, =§, as =i=z, ag=—.
4 6 3 8 10 5 12

Ptislusny graf je zobrazen na obr. 19.

Z grafu (a vypoctu) je zfejmé, ze se jednotlivé Cleny zadané posloupnosti stale vice blizi k ¢islu %

. . . . . 1
Jinymi slovy vzdalenost obrazli jednotlivych ¢lenti posloupnosti od obrazu d¢isla > se postupné

zmensuje a ¢leny posloupnosti se od tohoto ¢isla stale méné lisi.

Uvedené vzdalenosti daného ¢lenu posloupnosti od ¢isla — neni slozité spoc€itat. Mizeme postupné

psat:

ag —l‘ =—. Z pravé

provedenych vypocti Ize ukazat, Ze napt. pro vSechna pfirozend Cisla n>7 je

a, 1 <—. Pro n-ty
21 12

1 |G ] |
a“_z‘_‘ 2n _2_‘

¢len zadané posloupnosti totiz plati:

Vyraz (—1)n nabyva hodnot +1 nebo -1, proto plati 5
n

z mnoziny ptirozenych ¢isel.

Ma-li byt pravé urcena vzdalenost

1l 1 1 . 1
a, ——‘ =— mensSi nez E , musi platit: |a, ——‘ =—<—, odkud

2n

dostavame 2L < % atedy n>6,tj v pfirozenych Cislech plati n>7 .
n

v
07 p
06t
[ meessssssssssssssssssss eSS SSsssemmma .,
04t »

03f
02 g

01y

b
5%
=L
o
=8

obr. 19
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%

Obdobnym zpiisobem bychom mohli najit ten ¢len, od kterého dale pocitaje se dalsi Cleny lisi od ¢isla
l 0 méné nez L, L,
2 100 " 1000

Na zékladé pravé uvedeného prikladu a tivah v ném pouzitych je mozné vyslovit definici pojmu
limita posloupnosti.

CiSLO a SE NAZYVA LIMITA POSLOUPNOSTI (an)::p PRAVE KDYZ KE
KAZDEMU KLADNEMU CiSLU ¢ EXISTUJE n,eN TAK, ZE PRO VSECHNA
PRIROZENA CISLA n>n, PLATI: |an—a|<8. TUTO SKUTECNOST ZAPISUJEME

ZAPISEM
lima, =a. (29)

n—oo

Definici limity je mozné formulovat také tak, Ze misto podminky |an —a|<8 uvedeme

podminku s ni ekvivalentni: a €(a, —¢&;a, +¢).

U posloupnosti se nedefinuje jina limita, nez limita pro n» —oo. Pfi vypoctu limit nebo pfi
Hintuitivnim uhadnuti limity z grafu posloupnosti® nas zajima, jak se chovaji ¢leny posloupnosti pro
velka n, tj. v pravé Casti grafu. Leva cast grafu je pro vypocet limity posloupnosti nepodstatna!

Pravé definovana limita se nazyva vlastni limita (tj. touto limitou jsou ¢isla z mnoziny realnych
Cisel).

Vysledkem vlastni limity tedy neni foo.

Podle toho, jakou limitu dana posloupnost ma, miizeme posloupnosti délit na dvé skupiny.

POSLOUPNOST (a,)” SE NAZYVA KONVERGENTNi POSLOUPNOST, PRAVE

KDYZ POSLOUPNOST (a, )’

_, MA VLASTN{ LIMITU, TJ. lima, =a€R.

n—oo

POSLOUPNOSTI, KTERE NEJSOU KONVERGENTNI, SE NAZYVAIJi
DIVERGENTNI.

Divergentni posloupnosti maji nevlastni limitu (viz kapitola 3.2) nebo jejich limita neexistuje.

Vlastnosti limit posloupnosti dale uptesnuji dalsi véty.

VETA: KAZDA POSLOUPNOST MA NEJVYSE JEDNU LIMITU.

VETA: KAZDA KONVERGENTNi POSLOUPNOST JE OMEZENA.

Pozor! Pravé uvedenou vétu neni mozné obratit. To znamend, Ze omezena posloupnost nemusi

byt nutné konvergentni - napt. posloupnost ((—l)n) . Tato posloupnost je omezena (jeji ¢leny totiz
n=l

nabyvaji stiidavé hodnot minus jedna a plus jedna, a proto je zadana posloupnost omezend), ale neni
konvergentni, protoze neexistuje limita definovana vztahem (29).

Limita posloupnosti vlastné¢ dava predstavu o tom, k jakému cislu se priblizuji ¢leny dané
posloupnosti v nekonecnu (tj. pro velka n). V pripadé posloupnosti ((—l)n) tuto predstavu
n=l
nedostaneme — vime jen, Ze pro velka n budou nabyvat ¢leny posloupnosti hodnoty +1 nebo -1. A to je
malo k tomu, abychom fekli, ze tato posloupnost ma limitu (danou vztahem (29)).

Podrobnéji je o nékterych typech omezenych posloupnosti pojednano v uvodu kapitoly 3.1.2.
3.1.2 Vlastnosti limit posloupnosti

posloupnosti ,,jednodussich*.
VETA: JESTLIZE POSLOUPNOSTI (a,)”, A (b,), JSOU KONVERGENTNi A
PRITOM lima, =a A limb, =b, PAK JE KONVERGENTNI I POSLOUPNOST:

n—oo n—o

1. (a,£b,)" | A PLATI:

lim(a, £b,)=lima, +limb, =atb; (30)

n—oo n—oo n—o
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2. (a,-b,)" A PLATI:

lim(a, -b,)=lima, -limb, =a-b; (31)
3. (ca,)’ A PLATI:
lim(c-a,)=clima, =c-a, (32)
KDE ceR;
4. |4 A PLATI:
b“ n=1
lima, (33)
lim— =022 2
nsoh o limb, b

ZA PREDPOKLADU, ZE b#0 A b, #0 PRO VSECHNA neN.

Jak jiz bylo feCeno, zvlastnim ptipadem posloupnosti jsou aritmetické posloupnosti (viz kapitola
2.1) a geometrické posloupnosti (viz kapitola 2.2). Proto se podivime z hlediska limit na tyto dva
druhy posloupnosti (viz kapitola 3.1.2.1 a 3.1.2.2).

3.1.2.1 Aritmetické posloupnosti

Aritmetické posloupnosti s diferenci d =0 jsou konvergentni (protoze jsou konstantni),
aritmetické posloupnosti s diferenci d # 0 nejsou omezeng, a proto jsou divergentni. VySetfovani limit
aritmetickych posloupnosti je tedy vétSinou nezajimavé.

3.1.2.2 Geometrické posloupnosti

Geometrickd posloupnost (q“) Ve které je:
n=

. |q| >1, neni omezena, a proto neni konvergentni;
g =1, je konvergentni (je to posloupnost konstantni) a jeji limita je 1;

g =—1, je divergentni (Cleny posloupnosti osciluji mezi -1 a 1);

R

. |q| <1, je konvergentni.

VETA: GEOMETRICKA POSLOUPNOST (q“) , PRO KTEROU JE [¢|<I, JE

n=l

KONVERGENTNI A JEJI LIMITA JE ROVNA NULE.

Tato véta je velmi dulezita pro vySetfovani vlastnosti nekone¢nych fad (viz kapitola 3.3).

ViETA: KAZDA GEOMETRICKA POSLOUPNOST (a,)" , PRO JEJiZ KVOCIENT
q PLATI |g|<1, JE KONVERGENTNI A PLATI
lima, =0. (34)

n—»owo

3.1.3 ***Uziti limit posloupnosti

Nejprve uvedeme tii véty, které se ukazi jako velmi uzite¢né u dalSich uvadénych ptikladt (viz
kapitoly 3.1.3.1 az 3.1.3.3).

VETA: JE-LI OMEZENA POSLOUPNOST MONOTONNI, PAK JE
KONVERGENTNI.

Pro neklesajici posloupnost resp. nerostouci posloupnost odtud plyne:

VETA: JE-LI POSLOUPNOST NEKLESAJiCi A PRITOM SHORA OMEZENA, PAK
JE KONVERGENTNI.

VETA: JE-LI POSLOUPNOST NEROSTOUCI A PRITOM ZDOLA OMEZENA, PAK
JE KONVERGENTNI.

V kapitolach 3.1.3.1 az 3.1.3.3 se budeme zabyvat vypoctem nékterych iracionalnich Cisel.
Jejich vypocet je zalozen na nasledujici véte:
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VETA: PRO KAZDE REALNE CISLO » EXISTUJE NEKLESAJICi POSLOUPNOST

RACIONALNICH CIiSEL (an):“;1 A NEROSTOUCi POSLOUPNOST RACIONALNIiCH

s 0 ~ -
CiSEL (b,). | TAK, ZE PLATI

lima, =limb, =r. (35)
n—oo n—oo
3.1.3.1 Vypocet Cisla »
Recky matematik Archimedes (287 pt. n. 1. - 212 pi. n. 1.) ukazal, Ze pro &islo m plati nerovnost
23
71
uhelnikt, které jsou vepsany resp. opsany dané kruznici. Pozdg€ji byl jeho pivodni odhad éisla ©
zptesiiovan tim, ze matematici volili stale vétsi pocet stran téchto mnohouhelnikii. Pokusme se tento
postup zopakovat.

T <7. K tomuto zavéru dospél tak, ze délku kruznice porovnaval s obvody pravidelnych n-

Uvazujme kruznici o jednotkovém poloméru, jejiz obvod tedy je 2n. Oznacme (on )L

posloupnost obvodd pravidelnych n-uhelnikti vepsanych do kruznice a (0,'1 )::1 posloupnost
pravidelnych n-thelnikd opsanych kruznici. Z geometrického pohledu na situaci je ziejmé, ze
posloupnost (0n )::1 je rostouci a omezena (je omezend obvodem kruznice) a posloupnost (or'1 ):O:l je

klesajici a omezena (omezend je opét obvodem kruznice). Ob& jsou monotéonni a omezené, tedy
konvergentni. Je mozné ukazat, ze pro kazdé n e N plati:

0, <2m<o0, (36)
anavic
limo, =2n=limo, . (37)
n—oo n—oo

n

Nyni vyjadifme n-ty ¢len obou posloupnosti (o, )::1

znazornéna jedna strana pravidelného n-thelniku vepsaného do kruznice i jedna strana pravidelného n-

uhelniku opsaného kruznici. Pravidelny n-uhelnik je mozné rozdélit na »n rovnoramennych
o

a (o) na zékladg obr. 20, na kterém je

trojuhelnikd, jejichz uhel proti zdkladné (tj. proti stran¢ uvazovaného n-tthelniku) mé velikost

n
Pro dalsi odvozeni budou dilezité pravouhlé trojuhelniky APS a CQS, kter¢ jsou vytvofeny spusténim
vysky z bodu S na stranu AB resp. CD. Uhel pfi vrcholu S ma v obou trojuhelnicich velikost
1 360° 180°
2 n no

Vzhledem ktomu, ze chceme timto vypoctem ziskat hodnotu konstanty 7, neni mozné
vyjadfovat thly v mife obloukové, tj. v ndsobcich m. Tuto konstantu totiz mame urcit a bylo by tedy
matematicky nesmysIné chtit ji urcit pomoci sama sebe. Proto je nutné hodnoty thli vyjadfovat ve
stupnich.

obr. 20

o

V pravouhlém trojuhelniku APS plati: sin 130 =
n

)

—_ |[\) ‘BQ

- %. Odtud pro délku strany n-Ghelniku

vepsaného do kruZnice dostdvame a, =2sin

a pro obvod uvazovaného vepsaného n-thelniku
n

pak plati
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. 180° (38)
0, =2nsin .
n
a,
114 - . . 180° o a . , .
V pravouhlém trojuhelniku CQS plati: tg = T =7“. Odtud pro délku strany n-uhelniku
n

o

opsaného kruznici dostavame a =2tg

a pro obvod uvazovaného opsaného n-uhelniku pak plati

° 39
o, =2ntg 180 . (39)
n
Dosadime-li nyni vztahy (38) a (39) do vztahu (36), dostaneme podminku:
2nsin <2m<2ntg 180 , odkud po vydélenim soustavy nerovnic ¢islem 2 dostaneme podminku
n
. 180° 180° (40)
nsin <mt<ntg .
n n

Analogicky mtizeme dosadit také vztahy (38) a (39) do vztahu (37) a dostaneme

1im(2n sin180 j=2n= lim (211 tg180 j Tyto vztahy mtzeme dale postupné upravit. Nejdiive

n—oo n n—o n

podle vztahu (32) vytkneme z limit konstantu 2 a dostaneme

2 lim (n sin 180 j =2n=2lim (n tg 180 j . Po vydéleni touto konstantou ziskame vztah
n

n—oo n n—oo
, . 180° . 180° (41)
lim| nsin =n=Ilim| ntg .

n—oo n n—oo n

Postupnym dosazovanim za n je mozné urcit © na libovolny pocet desetinnych mist. Napf. pro
n = 10000 dostavame ©=3,14159, tj. s pfesnosti na pét desetinnych mist.

V soucasné dobé se presné vypocty Cisla m provadéji na vykonnych pocitac¢ich pomoci
nekoneénych fad, které byly pro ten Gcel odvozeny. (Pojem nekonecna rada je vysvétlen v kapitole
3.3).

3.1.3.2 Vypocet Cisla e

S Eulerovym ¢islem e jsme se jiz setkali v u¢ivu o komplexnich ¢islech, exponencidlnich
funkcich a pfirozenych logaritmech. Toto iracionalni ¢islo, které hraje dilezitou roli pii feSeni fady
aplikacnich uloh v ptirodnich védach a technice, Ize definovat také pomoci limit posloupnosti.

n
Uvazujme posloupnost (an):zl, a, =[1+—) . Ur¢ime nyni prvnich nékolik ¢lent této

n
posloupnosti:
a, =2 a, =2,370370 a,, =2,593742 1500 = 2,716923
a,=2,25 a, =2,441406 a5 =2,704813 9000 = 2, 718145
Je mozné ukazat, ze posloupnost (an )::1 je rostouci a omezena, a je tedy i konvergentni. Plati:
: 1" (42)
e=lim|1+—|.
n—oo n

n+l
Dale je mozné uvazovat posloupnost (b,)" . b, =(1+—] . Ur¢ime nyni prvnich né&kolik
= n

¢lent této posloupnosti:
b =4 by, =3,160494 b, =2,853117 biooo =2,719641
b, =3,375 b, =3,051758 by =2,731862 bioooo =2,718418
Je mozné ukazat, Ze posloupnost (bn ):=1 je klesajici a omezena, a je tedy i konvergentni. A dale

plati
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. 1 n+l (43)
e=lim|1+— .

n—o n

n

1 n 1 n+l (44)
lim(1+—j :ezlim£1+—) .
n—oo n n—oo n

Pravé uvedeny vypocet Eulerova Cisla konverguje k ptresné hodnoté e pomaleji, nez vypocet
¢isla m uvedeny v kapitole 3.1.3.1.

n n+l
Na zéaklad¢ limit (42) a (43) tedy pro vSechna n e N tedy plati (1 + lj <e< (1 + —j , a proto
n

3.1.3.3 Vypocet druhé odmocniny redalnych Cisel

Chceme-li vypocitat druhou odmocninu z kladného realného cisla a, zvolime nejprve kladné

» L , i . s . a . o .
¢islo x;, jehoZ druha mocnina je vétsi nez a. Pak je x, vétSi nez +Ja a Cislo — je menSi neZ \/g . Tj.
1 1
X

plati

a (45)

—<a<yx.
X

Pro cislo x; tedy plati x12 >a . Z toho plyne, Ze x, > Ja (Cisla a 1 x; jsou kladnd, proto neni

nutné psat nikde absolutni hodnotu). Vydélime-li ¢islo a Cislem x,, které je vétsi nez Ja , dostaneme

a o 19 24 ST 2 g 2z
=+/a ; a kdyz budeme délit ¢islem vetsim, nez je va , ziskame

Ja

¢islo mens$i nez +/a . Plati totiz:

¢islo mensi nez \a .

Uvazujme dale posloupnost (xn ):=1 , ktera je dana rekurentn¢ takto:

1( a (46)
anZE x_+xn .

n

O posloupnosti definované vztahem (46) 1ze dokazat, Ze plati:

1. prokazdé neN je £<\/Z<xn;
X

n

2. posloupnost (x, )" je klesajici;
3. posloupnost (x,)”  je omezena;

4. posloupnost (x, )" je konvergentni.

Skutecnost, Ze je posloupnost (xrl )::1 konvergentni vyplyva z predchozich dvou vlastnosti této

posloupnosti.

Posloupnosti (xn )::1 a (xn N ):;1 maji stejnou limitu, kterou oznac¢ime c a pro kterou plati

limx, =limx,,, =c. 47)
n—oo n—o

Posloupnost (x,.,, )L se od posloupnosti (x, ):):1

jednicku. A vzhledem ktomu, Ze pro vypocet limity posloupnosti je dualezit¢ chovani clend

lisi pouze ,,ptecislovanim™ svych ¢lend o

posloupnosti pro hodné velka n, je ziejmé, Ze posloupnosti (x,)”  a (x,,,);, maji stejnou limitu.

Uvédomime-li si, Ze pro hodné velka pfirozena ¢isla miizeme misto x, a x,,,

dosazovat ¢ (jak

vyplyva z limit (47)), miZeme defini¢ni vztah (46) posloupnosti (xn ):_1 psat ve tvaru ¢ = l(ng cj .
- ¢
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oy . . . ; « a v .
Tento vztah mizeme dale upravit. Vynasobenim dvéma dostaneme 2¢ =—+ ¢ . Pfevedenim ¢ na levou
¢

f 1A a ; p .
stranu ziskame ¢ =— a po vynasobeni nenulovym c dostaneme ¢ =a, a tedy
¢

c=+a. (48)
Porovnanim vztahi (47) a (48) zjistime, Ze limitou posloupnosti (x, ):;1 a (x,, )L je cislo
Ja , které jsme chtéli urcit.
Pti ptiblizném vypoctu druhé odmocniny z ¢isla a tedy staci zvolit za prvni clen posloupnosti
(xn )::1 dané rekurentné vztahem (46) libovolné kladné ¢islo x,, jehoz druhd mocnina je vétSi nez a.

Poté je mozné jiz dopocitavat dalsi ¢leny pomoci vztahu (46), které¢ budou velmi rychle konvergovat
ke hledanému &islu v/a .

,»Velmi rychle konvergovat“ znamena, Zze se dané cleny budou rychle blizit k hledané
odmocning. Tj. ¢leny vypocitavané posloupnosti se rychle pfestanou na prvnich desetinnych mistech
za desetinnou ¢arkou ménit. Ménit se budou ¢islice na misté tisicin, desetitisicin, stotisicin, ... — podle
toho, s jakou presnosti danou odmocninu budeme chtit urcit.

3.2 Nevlastni limita posloupnosti
Pojem nevlastni limity posloupnosti vysvétlime na ilustracnim ptikladu.

Ilustra¢ni piiklad: Uvazujme posloupnost (a,)”

AT eeex Loy £ xs .
10 Gn =2". Zjistéte, pro kterd pfirozena Cisla n je
a, >100.

Reseni: Podle zadani je tfeba vyfteSit nerovnici: 2" >100 pro n e N. Exaktni feSeni této nerovnice
ziskame zlogaritmovanim dekadickym logaritmem, ¢im dostaneme nerovnici ve tvaru

log2" >10g100. Levou stranu nerovnice upravime podle pravidel pro pocitani s logaritmy, na pravé

strané vypocteme. Ziskame tak nerovnici n-log2 > 2, z niz jiz vyjadiime n > a2 =6,64 . ReSenim
0g
této nerovnice je tedy kazdé ptirozené Cislo n>7 .

Nerovnici 2" >100 muzeme feSit rychleji ,,odhadem®. Uvédomime-li si, Ze 2°=64 a

27 =128, je ziejmé, ze nerovnice 2" >100 je splnéna pro n>7 .

U uvedené posloupnosti bychom mohli podobnym zptisobem hledat jeji ¢leny, které jsou vétsi
nez 1000, 10°, ... zkratka vétsi nez jakékoliv realné ¢&islo, a v kazdém piipadé bychom nasli pfirozené
n, od kterého dale jsou ¢leny posloupnosti vyssi nez zadané Cislo.

Analogickym postupem bychom mohli vySetiovat napt. i posloupnost (bn )::1’ b,=4-0,5n a

zkoumat, od jakého pfirozeného &isla n vyse jsou jeji Eleny mensi nez -100, —10° , ...
Na zéklad¢ pravé uvedenych piikladd a na zakladé toho, Ze posloupnosti jsou zvlastnimi
ptipady funkci, je mozné zavést pojem nevlastni limita posloupnosti:

RiKAME, ZE POSLOUPNOST (g,)”, MA NEVLASTNi LIMITU PLUS

NEKONECNO, PRAVE KDYZ PRO KAZDE REALNE CiSLO K EXISTUJE n,eN
TAKOVE, ZE PRO VSECHNA PRIROZENA CiSLA n2n, JE a,>K. TUTO
SKUTECNOST ZAPISUJEME ZAPISEM

lima, =oo. (49)

n—oo

Analogicky mlizeme zavést nevlastni limitu, ktera je rovna —oo .

RiKAME, ZE POSLOUPNOST (an)‘::l MA NEVLASTNiI LIMITU MIiNUS

NEKONECNO, PRAVE KDYZ PRO KAZDE REALNE CiSLO L EXISTUJE n,eN
TAKOVE, ZE PRO VSECHNA PRIROZENA CiSLA n2n, JE a,<L. TUTO
SKUTECNOST ZAPISUJEME ZAPISEM

lima, =-o0. (50)

n—o
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Posloupnosti, které maji nevlastni limitu jsou divergentni posloupnosti.

Pro kazdou posloupnost (an ):

_, hastava prave jeden z nasledujicich pfipadi:

1. posloupnost je konvergentni a jeji limitou je redlné ¢islo a, tj. plati lima, =a;
n—»oo

2. posloupnost je divergentni a ma nevlastni limitu oo, tj. plati lima, = ;

n—ow

3. posloupnost je divergentni a ma nevlastni limitu —oo, tj. plati lima, =—o0;

n—o

4. posloupnost je divergentni a pfitom nema ani nevlastni limitu o ani nevlastni limitu —oo.

Ptikladem takové posloupnosti je napf. ((—2)“) , ktera stdle méni znaménka a pfitom jeji
n=l1

¢leny v absolutni hodnoté rostou. Limitu ale nema, protoze pro velkd n nevime, jestli bude hodnota
daného ¢lenu kladna nebo zaporna.

3.3 Nekonecnd geometrickd irada

Pojem nekonecnd fada velmi uzce souvisi s geometrickou posloupnosti (viz kapitola 2.2).

Nustracni ptiklad: Uvazujme geometrickou posloupnost (an )0O . Vytvofime nyni dalsi

n=1">

a

n = 2n71
posloupnost tak, aby pro kazdé neN byl jeji n-ty ¢len roven souctu prvnich n ¢lenti posloupnosti

(a,)’, . Pijde tedy o posloupnost (s, )", s, =@ +a, +...+a, . Urcete limitu této posloupnosti.

o0
n=1’

Reseni: Vypodcitejme nyni prvnich nékolik &lentl této nové definované posloupnosti (s vyuzitim toho,
© . . 3 7

Ze posloupnost (an )n=1 je geometrickd posloupnost, coZ lze snadno dokézat): s, =1, s, = > 85 :Z ,
15 31 63 127

:—’ S5:—, S6:_5 S7:—,
8 16 32 64

dokazat pomoci vét o pocitani s limitami (viz kapitola 3.1.2). Pro soucet prvnich n ¢lenti uvazované

n

q -1
q-1

S, ... Zda se, ze limita posloupnosti (sn ):=1 je Cislo 2. To lze

geometrické posloupnosti (an )::1 plati vztah (19) ve tvaru s, =g, - . Po dosazeni parametri

posloupnosti (an )::1 dostaneme s, =1- a postupnymi Upravami ziskdme vysledny vztah:

1
2
By
Sn: :—2-[(—) —1}
_1 2
Hledanou limitu uvazované posloupnosti (sn ):O:l tedy mizeme psat ve tvaru

lim s, = lim —2(6} —1] =—2-1im(6j —1}:—2(0—1):2.

Nyni mizeme vyslovit vétu, ktera zobectiuje to, co jsme vypocitali v minulém konkrétnim
prikladé.

VETA: JE-LI (aq,)

GEOMETRICKA POSLOUPNOST, PRO JEJiZ KVOCIENT g
PLATI |g|<l, PAK POSLOUPNOST (s,) , s,=a+a,+..+a, JE KONVERGENTNI A

PRITOM PLATI

: a (SD)
lims, =——.
n—ow l_q
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o S v . ~_o7 r s e 0 ©
Dilkaz: Pravé uvedenou vétu je mozné dokazat rozepsanim posloupnosti (an )n:1 a (sn )n:1 a

n—o n—»o q- 1

N . "1
vypoctenim limity lims, = lim [al 4 j .

Dtikaz bude probihat stejné jako vypocet v ilustracnim ptikladu této kapitoly, jen budeme

~ 7 . [ 0
uvazovat obecné posloupnosti (a,)  a (s,) .

Posloupnost (sn ): se velmi Casto v tomto kontextu nazyva posloupnost ¢asteénych soucti.

-1
V tvodu tohoto odstavce jsme fesili lohu, kdy jsme od zadané posloupnosti (an ):O:l presli
k posloupnosti (sn ):=1’ kde s, =a,+a,+...+a, (jde tedy o soucet prvnich n ¢lenit posloupnosti

(a,)’_,), a zkoumali jsme, zda je nové vytvofena posloupnost (s, )", konvergentni. V tomto pifpadé

hovotime o ur¢ovani sou¢tu nekone¢né tady.

NEKONECNOU RADOU SE NAZYVA SYMBOL

0
(52)
a+ay+.ta, .= a,.
n=l1

Nekonecnou fadou se v matematice opravdu nazyva pravé uvedeny soucet. Nekonecnou fadou
neni zadné ¢islo, funkce, ... je to prosté soucet nekonecné mnoha ¢lenti néjaké posloupnosti.

Nekonecna tada, ktera je zapsana ve formé pravé uvedeného souctu, nepiedstavuje ve
skutecnosti priklad na scitani, ale pfiklad na hledani limity. Neni totiz mozné secist nekonecné¢ mnoho
scitancti.

Mohou nastat dva piipady:
1. Posloupnost (sn ):=1 je konvergentni, pak fikdme, Ze nekoneéna Fada (52) je
konvergentni. Limitu (51) pak oznacujeme symbolem s a nazyvame ji soucet nekonecné
Fady, pficemz tuto skutecnost zapisujeme zapisem Zan =s.
n=1

2. Posloupnost (srl )::1 je divergentni, pak fikame, ze nekonecna fada (52) je divergentni.

Je-li posloupnost (an ):=1 geometricka a jeji kvocient je ¢, nazyvame piisluSnou nekonec¢nou
fadu (52) nekonecna geometricka rada s kvocientem g.

Z vyse uvedeného vyplyva tato véta:

VETA: NEKONECNA GEOMETRICKA RADA, PRO KTEROU JE q #0, JE
KONVERGENTNi, PRAVE KDYZ PRO JEJI KVOCIENT ¢g PLATI |q|<1. V TOM
PRiPADE PRO JEJi SOUCET PLATI

a (53)

S = .
l-¢

Tento vztah je velmi podobny vztahu pro soucet prvnich » ¢leni geometrické posloupnosti, ale
chybi v ném ¢len ¢". To je dano tim, Ze uvazujeme NEKONECNOU geometrickou fadu, pro jejiz

kvocient g plati |q| <1. A ¢islo mensi nez jedna umocnéné na velmi velké ¢islo je rovno skoro nule (je

to malické Cislo lezici na ¢iselné ose v blizkosti nuly).

Pomoci nekonecné geometrické fady mizeme fesit i urcity typ rovnic.

_4x-3
3x—4

0 n-1
Ptiklad: Reste v mnoziné redlnych cisel rovnici Z(—J

n=l X

Reseni: Levou stranu rovnice ze zadani si pfepiSeme tak, abychom m¢éli pfedstavu o jednotlivych

0 n-1 0 1 2
¢lenech nekonecné rady: 2(gj =(zj +[Ej +[2j +...=1+%+i+... Ackoliv je ztohoto

X X X X X X2

n=1

zapisu jasné vidét, cemu je roven kvocient dané geometrické posloupnosti, je matematicky korektnéjsi
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ho vyjadtit pomoci n-tého a (n + 1)-niho ¢lenu geometrické posloupnosti. Ze zadani tlohy je zifejmé,

n-1 n
2 . D, . , a p
ze a, =(;j aa,, =(;j . Pro kvocient g geometrické posloupnosti plati ¢ =-2*. Po dosazeni

ol
g

n

tedy dostaneme: g =

To je zfejmé 1 z rozpisu levé strany zadané rovnice: kazdy dalsi ¢len je roven predchazejicimu

2 : . Cus
¢lenu fady vynasobenému zlomkem —. Ale prave provedené odvozeni je matematicky korektngjsi.
X

Nyni si uvédomime, Ze nekonecna geometrickd posloupnost je konvergentni (tj. ma soucet vyjadieny
redlnym ¢islem), pokud pro jeji kvocient g plati |q| <1. To znamena, Ze ne pro vSechna redlna x bude
mit nekonecnd geometricka fada ze zadani ulohy definovany soucet. Ta realna x, pro které existuje

—| < 1. Tuto nerovnici
X

realny soucet (tj. zadana posloupnost je konvergentni) musi spliiovat podminku

postupné vyfeSime: <l a tedy |x|>2 To znamend, Ze pouze pro xe(—oo 2) (2;oo) ma

nekonec¢na geometricka fada soucet a tedy pouze na tomto intervalu miizeme fesit danou rovnici.

Tento interval se tedy musi promitnout i do mnoziny D (defini¢ni obor feSené rovnice), ktera je
soucasti kompletniho feSeni rovnice. A v zavislosti na této mnozin€ pak posuzujeme, zda nalezené
feSeni je skutecné kotfenem zadané rovnice.

y . C . Ly . 2 .,
Pro soucet nekonecné geometrické fady, jejiz prvni ¢len je 1 a kvocient je ¢ =— tedy dostavame:
X

a, 1 1 X .
§= = = R . Nyni uz miZeme postupné fesit zadanou rovnici:

S
= 3x—4
x _4x-3

x—2 3x-4

3x* —4x=4x> -3x-8x+6
2 =T7x+6=0
(x—l)(x—6)=0

Dostavame tedy dva kofeny ato x, =1 a x, =6.

Nyni je nutné urcit defini¢ni obor dané rovnice. Ze zadani je ziejmé, ze musi byt x =0 a zaroven
X ;tg. Soucasné ale musime vzit v ivahu podminku, ktera zaruci, ze zadana nekone¢na fada bude
konvergentni, tj. podminku x € (—o0; —2) U (2;0).

Nyni jiz miZzeme vyslovit zavér: O=R, D=(—0;-2)U(2;0) a P={6}.
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