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1. MATICE A DETERMINANTY

Tento text pojednava o zakladnim popisu a vyuziti matic a determinant. N&které pojmy jsou
zavedeny intuitivné, bez slozitych definic. Cilem textu je problematiku matic a determinanti a jejich
vyuziti piiblizit pokud mozno srozumiteln¢ bez dlirazu na striktni pfesnost definic.

1.1 Definice matice a zakladni operace

V této kapitole uvedeme zakladni informace o maticich a operacich, které je mozné s maticemi
provadét. Vzhledem k tomu, ze tento text je zaméfen na ukazani zakladni prace s maticemi, nebudou
uvadény presné definice - to neni ani bez hlubsiho studia (vysokoskolské) algebry mozné.

Matici se rozumi jakasi tabulka sestavenid obecné zrealnych cisel. Tato Cisla pfitom (viz
kapitola 1.6) mohou byt napt. koeficienty vystupujici v soustaveé linearnich rovnic.

Matice typu (m, n) je matice, ktera ma m tadka a n sloupct. Pokud plati m = n, hovotfime o
¢tvercové matici stupné #n; jinak se bézn¢ mluvi o obdélnikové matici. Na obr. 1 je ukazka matic typu
(3,2),(2,4)a4,4).

50 -1 9
3 0
2 -7 3 5 T 7 8 =5
A= 7 a |, B: 5 C:
0 7 3 0 1 2 -2 u
-2 5 5
3 3 0 =«
obr. 1
Obecné 1ze matici M psat ve tvaru zobrazeném na obr. 2.
a, a4y ap,
M = ay Ay ry
aml am2 amn
obr. 2

kde aijeR proi=1,2,...,maj=1,2,...,n.

Symbol g; se Cte ,a i€ nebo Iépe ,.a s indexy i jé*.

S maticemi lze provadét zakladni operace:

1. soucet dvou matic téhoZz typu (viz ukazka na obr. 3) - vysledkem je matice téhoz typu
jako sc¢itané matice, pfi¢emz se s€itaji ¢isla (vyrazy) na odpovidajicich si pozicich matic;

2. nasobek nenulového realného Cisla A a matice (viz ukazka na obr. 4) - kazdy prvek
matice se vynasobi nenulovym Cislem (skalarem) A ;

3. soucin matice typu (m, n) a (n, k), tedy takovych matic, z nichz druhd ma stejny pocet
fadkt jako ma prvni matice sloupcti - nasobi se stylem ,,fadek krat sloupec* (viz barevné
vyzna&end ukazka na obr. 5); nasobeni matic NENf KOMUTATIVNI.

Nebyl zminén rozdil matic, ale vzhledem k tomu, Ze umime nasobit matici nenulovym c¢islem
(tj. 1 ¢islem -1) a umime matice s¢itat, umime matice i odc¢itat.

1 2 3 0 u 1 1 2+u 4
+ =
5 4 6 n 2 -4 5+t -2 2

n(8 76 SJObESic Tn 6m 57:)
0 -1 2 3) {0 - 2n -3n
obr. 4
—4
(2 R OO )
obr. 5

Dtlezitym pojmem a tvarem matice je matice trojuhelnikového.tvaru, ktera se vyuziva pfi
feSeni soustav rovnic. Nejdiive je nutné znat dva pojmy tykajici se matic:
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1. hlavni diagonala - jsou Cisla umisténa v matici na pomyslné uhlopti¢ce spojujici levy
horni a pravy dolni roh matice (viz ukdzka dvou typti matic na obr. 6);

2. vedlejsi diagonala - jsou ¢isla umisténa v matici na pomyslné thlopiicce spojujici levy
dolni a pravy horni roh matice (viz ukazka dvou typti matic na obr. 7).

4y 4dp dg ay, 4, 43 4ay a, a, a; ay  ap A 4y

Gy Ay Ay Ay Ay Ay Ay ) dy Ay y Gy Ay Ay

a3 4z Ay a3 Gy Ay 4y a3 4y 4y a3 4y Gy Ay
obr. 6 obr. 7

Matice trojihelnikového tvaru je matice, kterd ma pod hlavni diagonalou nuly, pfitom
a,, ay, ay; € R\{0} (viz ukdzka dvou typd matic na obr. 8).

a, a4, 4ap a, 4 43 ay
0 ay, ay, 0 a, a; ay
0 0 a, 0 0 a,; ay

obr. 8
Pfevod obecné matice na matici trojuhelnikového tvaru lze provést pomoci elementarnich uprav
matic (viz kapitola 1.2).
Matice trojuhelnikové tvaru je dtlezita zejména pro:
1. vypocet hodnosti matice (viz kapitola 1.3);
2. feSeni soustav rovnic s vyuzitim matic (viz kapitola 1.6).

1.2 Elementdrni upravy matic

Tak jako miizeme rovnice, nerovnice a jejich soustavy upravovat pomoci ekvivalentnich tprav,
jsou podobné tipravy definovany i pro matice. Rika se jim elementarni ipravy a vétiinou se pomoci
téchto uprav snazime matici upravit na matici trojihelnikového tvaru (viz kapitola 1.1).

Elementarni upravy lze provadét jak stadky tak se sloupci matic, ale pfi vyuziti matic pfi
hledani feseni soustav rovnic (viz kapitola 1.6) je vyrazné doporuceno provadét Gpravy pouze
s fadky!

Elementarni upravy matic jsou tyto:

1. napiSeme radky (resp. sloupce) matice v jiném potadi;

2. nasobime néktery fadek (resp. sloupec) matice nenulovym ¢islem;

3. ptidame k matici fadek (resp. sloupec), ktery je linearni kombinaci ostatnich fadka (resp.
sloupcii);

4. vynechame v matici fadek (resp. sloupec), ktery je linearni kombinaci ostatnich fadku
(resp. sloupcti);

5. pricteme k nékterému fadku (resp. sloupci) matice linedrni kombinaci ostatnich fadka
(resp. sloupcti).

Linearni kombinace radkii je mozné pro ucely tohoto textu chapat jako nasobek néjakého radku
matice nenulovym realnym cislem.

Matice, které timto postupem postupné vznikaji, se nazyvaji ekvivalentni matice. Mezi
ekvivalentnimi maticemi je zvykem psat symbol ~, nicméné standardni rovnitko je vétSinou
tolerovano také.

5 2 3
Detailni ukazka elementarnich tuprav matic: Prevedte matici |2 1 -2 | na matici
1 -1 1
trojuhelnikového tvaru.
5 2 3
2 1 =2 |~ vyménime prvni a tfeti fadek, aby na pozici g,, matice bylo Cislo 1;
I -1 1
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1 -1 1
~12 1 =2 |~ prvni fadek nechdme na misté, ale vynasobime ho ¢islem -2 a pficteme do
5 =2 3

druhého (takto se standardn¢ u Uprav matic postupuje: mezikrok jen po vyndsobeni daného tadku
danym Cislem se nepise);

1 -1 1
~10 3 —4|~ prvni fadek nechdme na misté, ale vynasobime ho ¢islem -5 a pficteme do
5 2 3

tretiho fadku (tuto a minulou operaci lze po ziskani vétsi zkusenosti v elementarnich tipravach provést
najednou);

1 -1 1
~|0 3 —4 |~ druhy fadek nasobime ¢islem -1 a pfi¢teme ho k poslednimu radku;
0 3 -8
-1 1
~10 3 —4|.Tim jsme ziskali matici trojihelnikového tvaru, ktera je ekvivalentni s ptivodni
0 0 4

zadanou matici.

Tento postup je dulezity jak pro feSeni soustav rovnic (viz kapitola 1.6), tak pro urCovani
hodnosti matice (viz kapitola 1.3).
1.3 Hodnost matice

Pomoci hodnosti matice lze napf. rozhodnout o poctu kofenti soustavy rovnic; postup feSeni
soustavy rovnic je popsany v kapitole 1.6.

HODNOST MATICE M TYPU (mn) UDAVA MAXIMALNI POCET LINEARNE

NEZAVISLYCH RADKU, KTERY JE ROVEN MAXIMALNIMU POCTU LINEARNE
NEZAVISLYCH SLOUPCU DANE MATICE. ZNACI SE h(M).

Jinymi slovy v matici pocCitdme ty fadky, které nejsou nasobkem jiného tadku a které nejsou
nulové.

-3
Hodnost matice [ 4 12} je rovna 1, protoze druhy fadek je nasobkem prvniho fadku.

V ptipadé, kdy neni mozné na prvni pohled hodnost matice urcit, je vyhodné vysetfovanou
matici pfevést na matici trojuhelnikového tvaru.

1 -2 1
Urcete hodnost matice |0 -2 5.
2 1 3

Reseni: Abychom mohli spoéitat nenulové fadky a fadky, které se nelisi jen nasobkem
nenulového realného cisla, je vyhodné matici upravit na trojuhelnikovy tvar.

1 =2 1)/(=2) (1 =21 1 -2 1
0 2 5 ~{0 -2 5{/-5~]0 -2 5 | Elementarnimi Upravami jsme pivodni
2 1 3 0 5 1)/-2 {0 0 27

matici pfevedli na matici, u které lze jeji hodnost snadno urcit. Hodnost zadané i ekvivalentni matice
je tedy 3.

Urcete hodnost matice

~N B~ =
[c BNV, B \S]
O N W
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Reseni: Zadanou matici pfevedeme na trojihelnikovy tvar.

12 3)/(4) (1 2 3Y(-7) (1 2 3 12 3
45 6 ~lo -3 -6 ~l0 -3 -6 |/-(-2)~|0 -3 -6
7 89 7 8 9 0 -6 -12 0 0 0

Z posledni matice, ktera je ekvivalentni s ptivodni matici, vidime, Ze jeji hodnost je dva (matice
obsahuje jeden nulovy fadek, ktery se do hodnosti matice nepocita).

Stejny zavér lze vyvodit i z pfedposledni matice, jejiz posledni fadek je dvojnasobkem druhého
fadku. I tato matice ma tedy hodnost 2. Proto ma hodnost 2 i ptivodn€ zadana matice.

1.4 Jednotkova matice
Z hlediska teorie matic ma velky vyznam jednotkova matice.

01 -0 o X .
MATICE E_=|. SE NAZYVA JEDNOTKOVA MATICE STUPNE m.

Jak vyplyva z definice, jednotkovou matici lze definovat pouze jako ¢tvercovou. Jedna se o
matici, kterda ma na hlavni diagonale jednicky a na ostatnich mistech nuly.

Vynasobime-li libovolnou jinou matici jednotkovou matici (pokud je nasobeni takovych matic
definovano - viz kapitola 1.1), ziskame jako vysledek pivodni matici.

S vyuzitim jednotkové matice lze definovat inverzni matici (viz 1.5).

1.5 Inverzni matice
Zacneme definici, co to inverzni matice je.

CTVERCOVA MATICE M, PRO KTEROU PLATIi M"'-M=M-M"'=E_, SE
NAZYVA INVERZNI MATICE KE CTVERCOVE MATICI M.

Oznageni M~ je pouze symbol, nema to nic spole¢ného se zlomky!

Jak vyplyva z definice, inverzni matici lze definovat pouze pro ¢tvercové matice. Ackoliv bylo
diive uvedeno, Ze nasobeni matic neni obecné¢ komutativni, tak v pfipad¢ matice a jeji inverzni matice
nasobeni komutativni je.

Vypocet inverzni matice 1ze povést dvéma zptisoby:

1. ptesné podle pravé uvedené definice;
2. pomoci ,.finty* vyuzivajici elementdrni Upravy matic (viz kapitola 1.2) a vlastnosti
jednotkové matice.

Oba postupy budou ukazany na konkrétnich tilohach.

1 1
Najdéte inverzni matici k matici A:( 3 7}.

Reseni: Nejdiive ukdzeme vypocet na zakladé uvedené definice, ktera vyuziva nasobeni dvou

a b
matic. Tedy budeme piedpokladat, Ze existuje inverzni matice k matici A ve tvaru A™' =[ dj , kde
c

a,b,c,d eR takova, kterda spliiuji definiéni vztah inverzni matice. To znamend, ze plati:

b 1 1 1 0
(a d]( 3 7)=E2 =[0 1]. Soucin matic provedeme dle pravidel uvedenych v kapitole 1.1.
c f—

. (a b 1 1 a-3b a+7b . .
Dostaneme tedy matici: . = . Vypoctena matice ale podle definice
c d)\-3 7 c-3d c+7d

a-3b a+7b 1 0 ) )
= . Jednotlivé prvky matice,
c—3d c+7d 0 1

které se nachazeji na odpovidajicich si pozicich v matici, se navzajem museji rovnat. Proto miizeme

ma byt jednotkovd matice. Miizeme tedy psat (
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napsat Ctyfi rovnice o Ctyfech neznamych: a-3b=1, a+7b=0, ¢c-3d=0 a c+7d=1. Tuto
soustavu postupn¢ vyfesime.

a-3b=1

a+7b=0; z této rovnice lze vyjadfit neznamou a: a =—7b

¢ —3d =0 z této rovnice lze vyjadfit neznamou c¢: ¢ =3d

c+7d =1

Dosazenim do zbyvajicich rovnic dostaneme rovnice:

-7b-3b=1, tedy b=—L
10

3d +7d =1, tedy d=i
10

Dosazenim do vyjadfenych neznamych a a ¢ dostaneme: a =-7- (——j =—ac=3—=—.

10 10 7 -1
Mizeme tedy psat inverzni matici k matici A ve tvaru: A~ = 1010 =i( : ) Tim je

inverzni matice vypoctena.

Je ziejmé, Ze pokud budeme mit matici stupné 3, bude nutné fesit soustavu deviti rovnic a deviti
nezndmych, v pfipad€é matice stupné 4 soustavu 16 rovnic o 16 neznamych, ... Proto je pravé uvedena
metoda ne ptili§ vyhodna. Jako vyhodnéjsi a piehlednéjsi se ukazuje metoda vyuzivajici jednotkovou
matici jinak.

-3 7

Reseni: Nyni budeme postupovat pomoci ,,finty* vyuZzivajici elementarni Gpravy matic.
Nejdiive si napiseme jakousi ,,dvoujmatici® sestavenou ze zadané matice a z jednotkové matice:

1 11 0
-3 7

1 1
Najdéte inverzni matici k matici A = ( J .

0 1

jednotkovou matici stupné 2. Pfi provadénych tupravach ale musime nahlizet na upravovanou
»dvojmatici* jako na jednu matici (napf. pii nasobeni fadku, pii vyméné poradi radkd, ...).

111 o)/-3 (1 11 0) (0 103 1 0 10/3 1
3 700 1 0 103 1) (1 1]1 0)/-(-10) (-10 0]-7 1

-10 0(-7 1
~ [ o 10 j . Dvoji vyména radki, kterou jsme provedli ve tretim kroku a patém kroku Gprav

] . Pomoci elementarnich uprav se nyni budeme snazit v prvni ¢asti ,,dvojmatice® ziskat

31
matice, neni nutna. Je ale nadzornéjsi, zejména v ptipadé, Ze s upravovanim matic za¢iname. Jinak je
mozné ,,scitat fadky i nahoru (a tedy se obejit bez vymény radku).

Vypada to, Ze se uz blizime k cili. Nyni vynasobime oba fadky matice tak, abychom v levé Casti
,.dvojmatice* ziskali jednotkovou matici. Radky pouze vynasobime (coz mizeme udélat) a nebudeme
je uz nikam pfi¢itat. Dostaneme tedy:

N A
-10 0]=7 1 10) |1 0jio 10 - . . . ,
~ . Dostavame tedy inverzni matici k zadané

0 1003 1) 1 0 103 1
IS = =
71
matici ve tvaru A7 = 10 10 :L‘[7 —1)
31 10 (3 1
10 10
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Tento postup je témef totozny s upravou matice pii hledani hodnosti matice (viz kapitola 1.3)
nebo pfi hledani feSeni rovnic s vyuzitim matic (viz kapitola 1.6). Jediné, ¢im se v tomto ptipadé lisi,
je snaha vytvorit v levé ¢asti ,,dvojmatice* jednotkovou matici.

1.6 PouZiti matic p¥i i'eSeni soustay rovnic

Vyznamnou roli hraji matice pii feSeni soustavy rovnic, protoZze maticovy zapis vyrazné
zptehledni i1 zrychli postup fesSeni této soustavy a eliminuje moznost vzniku chyby. Zptehlednéni a
zjednoduseni se projevi zejména u tii a vice linearnich rovnic.

1.6.1 Definice dvou matic

Vyuziti matic pfi hledani feSeni soustavy linearnich rovnic musime zacit definici zakladnich
pojmuL.

Uvazujme tedy soustavu m linearnich rovnic o » nezndmych x,, x,,..., x, , kterou lze psat ve

tvaru:
a,x, +a,x, +..+a,x, =b
Ay X, + Ay X, +...+a, X, =,
a X, +a_,x,+..+a_x =b_,
obr. 9
kde a;,b,b),....b, €R proi=1,2,....maj=1,2,....n

Obecné tedy budeme uvazovat ptipad, kdy pocet rovnic nemusi byt roven poctu nezndmych.
V aplikacnich pfedmétech, kde se tato metoda velmi Casto vyuziva, ale vétSinou nastava situace, kdy
pocet neznamych je stejny jako pocet linedrnich rovnic.

SOUSTAVA ROVNIC (VIZ OBR. 9) SE NAZYVA HOMOGENNI, JESTLIZE b =0
PRO i=1,2,..,m. SOUSTAVA ROVNIC SE NAZYVA NEHOMOGENNI, JESTLIZE b #0
ALESPON PRO JEDEN INDEX i=12,...,m.

Jedné se pouze o terminologii. Homogenni soustava je takova, jejiz vSechny rovnice maji na
pravé strané nulu. Pokud alesponi v jedné rovnici je prava strana nenulova, jedna se o nehomogenni
soustavu rovnic.

Abychom mohli tuto soustavu rovnic feSit pomoci matic, je nutné definovat dvé matice
vychazejici ze soustavy rovnic zobrazené na obr. 9.

ay Gy 4y
| Gn Gyp Gy, .
MATICE A= X SE NAZYVA MATICE SOUSTAVY ROVNIC.
aml am2 amn
a, 4ap a, |b
* ay Adp ay, |b, S < .
MATICE A = ) SE NAZYVA ROZSIRENA MATICE SOUSTAVY
aml am2 amn bm

ROVNIC.

Matice A tedy obsahuje pouze koeficienty stojici pfed jednotlivymi neznamymi. Matice A’
jesté navic obsahuje i ¢isla stojici na pravé stran¢ prislusné rovnice.

Pravé strany byva zvykem v matici A* oddélovat svislou pferusovanou ¢arou, aby se snize
odd¢lily ob& matice.

1.6.2 Frobeniova véta

Na zakladé hodnosti matice A soustavy rovnic a hodnosti roz$ifené matice A” soustavy rovnic
je mozné uréit pocet feSeni dané nehomogenni soustavy rovnic pomoci tzv. Frobeniovy véty
pojmenované po némeckém matematikovi Ferdinandu Georgovi Frobeniovi (1849 - 1917).

FROBENIOVA VETA: NEHOMOGENNI SOUSTAVA LINEARNICH ROVNIC MA

ALESPON JEDNO RESENIi, JESTLIZE h(A):h(A*). DALE PLATI:

6
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h(A)zh(A*)zn - SOUSTAVA ROVNIC MA PRAVE JEDNO RESENI;
h(A)zh(A*)<n - SOUSTAVA ROVNIC MA NEKONECNE MNOHO RESEN{;

h(A)ih(A*) - SOUSTAVA ROVNIC NEMA ZADNE RESENI.

Homogenni soustava rovnic mé vzdy tzv. netrivialni feSeni, (tj. alespoil jedna z neznamych je
nenulové), pravé tehdy kdyz h(A)<n.

To tedy znamena, ze pii vypoctu budeme muset urcit hodnosti obou uvazovanych matic. Jak
bylo ukazéno (viz kapitola 1.3), stac¢i zadanou matici upravit na trojuhelnikovy tvar. Ten stejné

budeme potiebovat k vyfeSeni soustavy rovnic pomoci tzv. Gaussovy eliminac¢ni metody (viz kapitola
1.6.3).

1.6.3 Gaussova elimina¢ni metoda

Postup, kterym je mozné pomoci maticového zapisu vyiesit soustavu m rovnic o #n neznamych,
formuloval némecky matematik a fyzik Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855). Na jeho pocest se tato
metoda nazyva Gaussova elimina¢ni metoda. Tuto metodu aplikujeme v nékolika krocich:

1. Pomoci elementarnich tprav pfevedeme matici A soustavy rovnic a rozsifenou matici A’
soustavy rovnic na matice trojuhelnikového tvaru.

2. Pomoci Frobeniovy véty ur¢ime pocet feSeni zadané soustavy.

3. Ma-li soustava feSeni, pak m - n neznamych (je-li m - n>0) zvolime jako parametr.
Pokud je m = n tento krok odpada.

4. Pomoci tzv. zpétného chodu metody dopocitame jednotlivé neznamé. Pfitom
postupujeme ,,odspodu“ matice trojuhelnikového tvaru: vypocitdime neznamou a
dosadime do rovnice o fadek vyse.

Metodu ukazeme na konkrétnich ulohach, které vytesime.

Reste v R’ soustavu rovnic: 2x—y+2z=5, x+y—-z=2 a x+2y—z=—1.

Reseni: Nejdiive vytvoiime obé& piisluiné matice, pomoci kterych Ize soustavu rovnic vyiesit
(viz kapitola 1.6.1). Vyhodou je, ze mlizeme upravovat pouze rozsifenou matici soustavy, protoze tim
soucasn¢ upravujeme 1 matici bez pravych stran rovnic. Po ziskani trojuhelnikového tvaru pak ale
ur¢ime hodnosti obou matic.

Do matice tedy zapiSeme koeficienty vystupujici v zadanych rovnicich u jednotlivych

2 -1 2|5
neznamych a koeficienty pravych stran. Ziskame tak matici |1 1 —1|/2 |. V ni pfed dalsimi
1 2 -1-1

upravami vyménime prvni a druhy fadek; budou se jednoduSeji provadét elementarni upravy.
NEBUDEME VYMENOVAT SLOUPCE, PROTOZE BYCHOM ZAVEDLI ZMATEK DO
NEZNAMYCH! Takto je jasné, Ze v prvnim sloupci matice jsou koeficienty vystupujici ve viech
rovnicich u x, ve druhém sloupci koeficienty u y a ve tietim sloupci koeficienty u z.

2 -1 2|5 1 1 -1|2 /-(—2);/-(—1) I 1 -12 1 1 -12
1 1 1|2 |~|2 -1 2|5 ~10 =3 4|1 ~10 =3 4|1
1 2 -1 1 2 -I-1 0O 1 0-3)/-3 {0 0 4]-8

Ziskali jsme matici v trojihelnikovém tvaru. Nyni se podivame na hodnost matice A soustavy a
na hodnost rozsifené matice A* soustavy rovnic. Vzhledem k tomu, Ze plati

1 1 -1 1 1 =12
A=l0 -3 4 |laA"=|0 -3 4|1 |,
0 0 4 0 0 4|8

je h(A)=h (A*) =3 a zadana soustava rovnic mé jediné feseni.

Nyni pouZzijeme tzv. zpétny chod.
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Z posledniho tadku upravené rozsifené matice soustavy lze vycCist rovnici 4z =-8, tedy z =-2.
Z druhého tadku rozsifené matice soustavy lze sestavit rovnici -3y +4z =1. Z ni vyjadiime neznamou

. 4z-1 4-(-2)-1
y a dosadime do ni jiz vypoctenou hodnotu neznamé z. Dostaneme tedy: y = SR ( ) =-3.

3 3
Na prvnim fadku rozsifené matice soustavy mame rovnici x+ y—z =2 . Z ni vyjadfime neznamou x a

ostatni jiz vypoctené neznamé dosadime. Ziskame tedy: x=2—-y+z=2- (—3) + (—2) =3.

Mtizeme napsat zavér: O=D=R>, P = {[3; -3;— 2]} )

Reste v R® soustavu rovnic: k+3/—m=1, 2k—1-2m=4 a k+2l—-m=—1.

1 3 -1
Reseni: Rozsifend matice soustavy je: | 2 —1 —2|4 |. Tu upravime na trojuhelnikovy tvar
1 2 -1-1
pomoci elementarnich uprav:
13 =11 )/(=2);/(-1) (1 3 -1]1 1 3 -11
2 -1 2|4 ~10 =7 0|2 ~10 =7 0]2
1 2 -1-1 0 -1 0[-2)/(-7) (0 0 oOf6
1 3 -1 1 3 -1
Vzhledem ktomu, ze A"=|0 -7 0|2 | a A=|0 =7 0 |, je h(A")=3 a h(A)=2.
0 0 o0]l6 0 0 O

Zadana soustava rovnic tedy nema feSeni.
Zavér: O=D=R’, P=4.

Reste v R® soustavu rovnic: —p—g+r=1, p-3g—-5r=-9 a p—2r=-3.

-1 -1 1|1
Reseni: Rozifena matice soustavy je: | 1 =3 —5|-9 |. Tu nasledné upravime:
1 0 -2/-3
-1 -1 1|1 -1 -1 1|1 -1 -1 1]1
1 -3 5|9~ 0 -4 -4-8 ~1 0 -4 —4-8].
1 0 -2/-3) (0 -1 —1]-2)/-(-4) (0 0 0|0
-1 -1 1]1 -1 -1 1
Vzhledem ktomu, ze A"=| 0 -4 —4/-8| a A=| 0 -4 -4, je h(A")=h(A)=2.
0 0 0]0 0 0 0

Hodnosti obou matic jsou stejné, soustava ma tedy feSeni. Hodnosti matic jsou ale mensi, nez je pocet
nezndmych, proto ma soustava nekonecné mnoho feSeni. Ale FeSenim neni libovolna trojice
realnych Cisel, ale pouze ty trojice, které vyhovuji ur¢itym podminkam.

Budeme postupovat podle ndvodu uvedeného v ivodu této kapitoly.

Posledni fadek upravené matice miizeme vynechat - obsahuje samé nuly. Jednu z neznamych
(vétsinou ta, jiz odpovidajici koeficienty jsou v poslednim sloupci upravované matice) zvolime jako
parametr. V nasem piipad¢ to bude nezndma » a pomoci ni vyjadiime zbyvajici dvé neznamé.

Druhy tadek upravené matice piepiSeme do rovnice ve tvaru —4qg —4r =-8. Odtud vyjadiime
neznamou ¢ ve tvaru: g =2 —r . Prvni fadek matice odpovida rovnici —p —g +r =1, z niz vyjadiime
nezndmou p ve tvaru: p=-1-g+r. Po dosazeni vyjadiené neznamé ¢ dostaneme:
p=—1—(2—r)+r=—3+2r.

Tak méme dvé neznamé vyjadiené pomoci zvolené neznamé r.

8
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Mtizeme napsat zavér: O=D =R?, P={[—3+2r;2—r; r];reR}.

Mnozina P tak obsahuje nekonecné mnoho usporadanych trojic (diky tomu, Ze vybirame
libovolné realné r), ale tyto trojice Cisel maji uritou strukturu a nejsou to téi nahodné volena realna
Cisla.

1.7 Determinant matice

Determinant matice je Cislo, které je kazdé Etvercové matici pfifazeno na zakladeé urcitého
vypoctu. Slovo determinant v soucasném vyznamu poprveé pouzil v roce 1812 francouzsky matematik
Augustin-Louis Cauchy (1789 - 1857).

Determinant matice M se zna¢i detM nebo téz
absolutni hodnoty).

Nejdiive se seznamime s vypocétem tohoto Cisla (viz kapitoly 1.7.1 az 1.7.3), poté si ukazeme
jeho vyuziti v praxi (viz kapitola 1.7.4).

M| (stejny symbol, jaky se pouziva k oznaceni

1.7.1 Vypocet determinantu matice prvniho a druhé stupné
Vypocet determinantli ukdZzeme postupné na maticich stupné 1, 2, 3 a vyssiho nez tfi.
DETERMINANT MATICE PRVNIHO STUPNE A =(q;,) JE ROVEN |A|=a11.

, . a a
DETERMINANT MATICE DRUHEHO STUPNE Bz( 1 12] JE ROVEN

ay Ay

|B| =aytdy —ay tay.

Pro vypocet tedy pouzijeme ,kiizové pravidlo®: B| =

(“11 a J
ay; Ay

3 2
Vypocitejte determinant matice M = (1 J .

-5
Reseni: |M|= (? _zj =3-(=5)-1-(-2)=-15+2=-13.

1.7.2 Vvypocet determinantu matice tietiho stupné

a, a4
DETERMINANT MATICE TRETiHO STUPNE C=|a,, a, a, |JE ROVEN
a3 dz Ay
|C| =)y Ay A3z T Ay Gyy A3 T A3 Ay " Ay — Ay Ay Qi3 — A3y Uy3 "Gy — A3z Ay Ay e (M

Tento zplisob vypoctu zavedl v roce 1833 francouzsky matematik Pierre Frédéric Sarrus (1798 -
1861), a proto se mu fika Sarrusovo pravidlo pro vypocet determinantt tfetiho stupné.

Pamatovat si tento postup vypoctu ve formé vztahu (1) je zbyteéné, existuje totiz nékolik
mnemotechnickych pomicek, jak si tento vztah zapamatovat a jak snim pocitat. Uvedeme dvé
z téchto pomtcek.

Prvni mnemotechnickd pomtcka vychazi zumistnéni jednotlivych Cciniteldi vystupujicich
v Sarrusové pravidle v matici. Matici C zobrazime ve dvou provedenich a barevné odli§ime jeji
jednotlivé prvky (viz obr. 10). Pak miizeme Sarrusovo pravidlo (1) psat barevné odlisSené ve tvaru:

|C|=C’11'azz"’33‘*‘“12"’23"’31+ Ay T3y lyy 3 — U3y ly3 Ay — 337Uyt Ay
a4y 4 4 ag
Ay Ay ayp Uy dy
as ds; a3 4y dsg
obr. 10
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Druha mnemotechnickd pomiicka vyzaduje pfidani bud’® dvou sloupcti, nebo dvou tadka
k ptivodni matici (viz obr. 11). Pak mizeme Sarrusovo pravidlo (1) psat s vyuzitim ,kiiZzového
pravidla“:

C|:a11 "y U3yt Ay Uyy A3y T Ay3 Ay Ay Ay Uy Qi3 —Ayy t oy Ay — 33y Ay

obr. 11

0 1 2

Vypoctéte determinant matice N=| -5 4 -3
-1 -2 5

Reseni: PouZitou vizualizaci matice nechavame na vybér Gtenafi. Pro determinant matice N pak
lze postupng psat: [N|=0-4-5+1-(=3)-(=1)+2-(=5)-(-2)—(-1)-4-2—(-2)-(-3)-0-5-(-5)-1=
=0+3+20+8-0+25=56.

1.7.3 Vypocet determinantu matice stupné vysSiho nez tri
Metodami, které budou popsané v této kapitole, Ize pocitat i determinanty matic nizsich stupi,
ale je to zbytecné a velmi pracné. Pro matice nizSich stupiiii nez Ctyfi je velmi vyhodné pouzivat
metody popsané v kapitolach 1.7.1 a 1.7.2.
Na tvod je nutné znat vlastnosti determinantu:
1. determinant jednotkové matice je roven 1;
2. vyménou libovolnych dvou fadkd matice se zméni znaménko jejiho determinantu;
3. ma-li matice libovolné dva fadky stejné, pak jeji determinant je nulovy;
4. vynasobenim libovolného fadku matice nenulovym redlnym cislem A se determinant
prislusné matice zvysi A -krat;
5. determinant singularni matice je nulovy, determinant regularni matice je nenulovy.

Posledni bod Ize chapat i jako definici toho, co to je singularni matice a co je regularni matice.
Determinant matice vyS$$ich stupni lze pocitat dvéma zpisoby:

1. soucin prvkil na hlavni diagonale trojuhelnikové matice;

2. rozvoj determinantu podle zvoleného sloupce (resp. fadku).
Oba postupy nyni ukdzeme.

1.7.3.1 Soudin prvkii na hlavni diagondle trojithelnikové matice

Abychom mohli pouzit tuto metodu, je nutné matici, jejiz determinant pocitame, pomoci
elementarnich uprav upravit na matici trojihelnikového tvaru. Pfi upravach ale musime davat pozor na
to, abychom nemeénili hodnotu determinantu!

Pti nekterych elementarnich upravach matice, jejiz determinant pocitadme, je nutné provadét
dodatecné korekce:

1. vyménime-li v matici, jejiz determinant pocitame, libovolné dva Fadky, je nutné
determinant nasobit ¢islem minus jedna;

2. nasobime-li fadek matice, ktery neprifitaivame do jiného fadku, nenulovym realnym
Cislem A, je nutné determinant Cislem A délit;

3. nasobime-li fadek matice, ktery pFri¢itame do jiného fadku, nenulovym realnym cislem
A, Zadné korekce determinantu neprovadime.

Je-li matice upravena do trojuhelnikového tvaru, vynasobime prvky na hlavni diagonale,
zapocteme piipadné korekce a mame hodnotu determinantu dané matice vypoctenou.

Na prvni pohled slozit¢ vypadajici postup ukazeme na konkrétnich ulohach.

10
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1
<ox . . 1
Vypoctéte determinant matice 1

—_— = =
—_ = N

—_ U =

4

Reseni: Budeme postupovat v souladu s uvedenymi pravidly. Pomoci elementarnich uprav, pfi
kterych je nutné zohlednit nasobeni fadku, do n¢hoz pfi¢itdme jiny fadek, pfevedeme matici na tvar,
ve kterém jsou pod hlavni diagonalou nuly.

L1 1)/+(-1)

1 21 1
113 1 = prvni fddek vyndsobime a postupn¢ ho pricteme do vSech ostatnich
1 1 1 4
radki; zadné korekce nejsou nutné, protoze jsme nasobili fadek, ktery pfi¢itame k jinému radku;
1 1 1 1
O 1 0 0 4 1 7 . .« .
- 00 2 0 =1-1-2.3=6  provedenou Ttpravou jsme rovnou ziskali matici
0 0 0 3

v pozadovaném tvaru, proto mizeme hodnotu determinantu ziskat tak, ze vynasobime prvky na hlavni
diagonale.

2 1 1 1
_ _ 1 2 1 1
Vypoctéte determinant matice
1 1 2 1
1 1 1 2
Reseni: Budeme postupovat podobné jako v minulé aloze.
2 1 1 1
1t 20 /(=2 ,
Sl 1 2 = nasobime tadek, do kterého budeme pficitat prvni fadek, proto
1 1 1 2
musime Cislem, kterym nasobime, determinant délit (jinak bychom hodnotu determinantu navysili);
2 1 1 1
1 0 -3 -1 -1 L - o '
=m- L1 o2 1l (_2)= stejny postup udélame se tretim fadkem;
1 1 1 2
21 1 1
1 0 -3 -1 -1 e
= . = atotéz i se ¢tvrtym fadkem;
4-(-2) 0 -1 =3 -1
11 1 2 } /-(-2)
2 1 1 1
1 0 -3 -1 -1 . - L
:—8 ( ) (_3)- 0 -1 =3 1l ( )= posledni dva tadky ndsobime tak, abychom

(e}

-1 -1 -3)/-(-3)

mohli ziskat nuly ve druhém sloupci; vzhledem k tomu, ze nasobime tadky, do kterych pficitame
druhy tadek, je nutné provést korekei na hodnotu determinantu vydélenim pfislusnych ¢isel;

11
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2 1 1 1
1 0 -3 -1 -1 - . ,
= = nasobime posledni fadek, do kterého budeme
-8-9:(—4) [0 0 8 2

0 0 2 8)/(4)

pricitat tieti fadek, proto je nutna korekce;

2 1 1 1
1 |0 -3 -1 -1 | 2-(-3)-8:(-30) o o
= = =5 pod hlavni diagonalou jsme ziskali nuly a
32910 0 8 2 32-9
0 0 0 =30

muizeme tedy spocitat hodnotu determinantu; nesmime ale zapomenout na provedené korekce.

1.7.3.2 Rozvoj podle daného Fadku resp. sloupce matice

Rozvoj podle daného fadku matice resp. rozvoj podle dané¢ho sloupce matice jsou principialné
stejné. Tento postup je vhodny pro vypocet determinantli matic, v nichz v nékterém fadku nebo
sloupci prevazuji nuly. Pfi vypoctu determinantu matice stupné n touto metodou je totiz nutné
vypocitat n determinantl stupné n - 1.

ay  dpo - Ay 4

NECHT JE DANA MATICE M=|g, a, a,, a, |. PRO DETERMINANT
anl an2 T ann—l ann
MATICE M LZE PSAT ROZVOJ PODLE i-TEHO RADKU:
1+1 1+2 i+n-1 i+n . 2
M| =a, - (-1)" M, |+a, ( M|+t (D) M a (1) M @)

SYMBOL ‘M ‘ OZNACUJE DETERMINANT SUBMATICE MATICE M, KTERA VZNIKNE
Z MATICE M VYNECHANIM i-TEHO RADKU A j-TEHO SLOUPCE (PRO j=1,2,..,n).

Konkrétné:
|Mn| - determinant matice, z niz oproti matici M vynechame i-ty fadek a prvni sloupec;

|Mi2| - determinant matice, z niz oproti matici M vynechame i-ty fadek a druhy sloupec;

- determinant matice, z niz oproti matici M vynechame i-ty fadek a n-ty sloupec.

Tim jsme vypocitali determinant matice M pomoci rozvoje podle i-té¢ho fadku.
Analogicky lze vypocitat determinant matice M pomoci rozvoje podle j -t¢ho sloupce vztahem:

|M|=a1j-( ‘M ‘+a2J - Zﬂ ‘M ‘+...+an71j-(— ‘M ®)

1+J n—1+j n+J

| +a,-(

n-1j

Ob¢ metody vypoctu ukazeme na feSenych tilohach.

1 2 0 -1
‘ox . . 3 0 0
Vypoctéte determinant matice .
-3 4 3 -4
0 5 -1 3

Reseni: Podivame-li si na zadanou matici, zaujme jisté druhy fadek, ktery je tvofen jednim
nenulovym cislem a tfemi nulami. Matice je pritom Ctvrtého stupné, takze pokud ud€lame rozvoj
pravé podle druhého fadku, budou se v rozvoji vyskytovat determinanty tietiho stupné, které umime
fesit pomoci Sarrusova pravidla (viz vztah (1) v kapitole 1.7.2). Sledujme vypocet podle vztahu (2).
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1 2 0 -1
0 3 0
34 3 4|
0 5 -1 3
2 0 -1 1 0 -1 1 2 -1
=0-(=1)""-]4 3 443 (<173 3 40 (=173 4 4+
5 -1 3 0 -1 3 0 5 3
1 2 0
+.(_1)2+4‘_3 4 3=
0 5 -1
=0+3-(1:3-3+0-(—4)-0+(=1)-(-3)-(-1)=0-3-(=1) = (1) (—4)-1-3+(-3)-0) + 0+ 0=
=3.(9-3-4)=6
1 2 0 -1
o . . 3.0 2
Vypoctéte determinant matice .
-1 3 0 —4
0 5 2 3

Reseni: Na prvni pohled je napadny tieti sloupec, ktery ma pouze jeden nenulovy prvek. Proto
udélame rozvoj podle tohoto ttetiho sloupce (viz vztah (3)).

1 2 0 -1

43 0 o 4 3 2 1 2 -1 1 2 -1
=0-(=1)" -1 3 —4{+0-(=1)"" -1 3 —4{+0-(-1)"- 2 [+
13 0 -4
0 5 3 05 3
05 3
12 -1
+(-2)-(-1)" 14 3 2=
-1 3 -4

=0+0+0+2-(1-3-(-4) +4-3-(=1)+(-1)-2-2—(=1)-3-(-1)=3-2-1-(-4)-4-2) =
=2-(-12-12-4-3-6+32)=2-(-5)=-10

1.7.4 Cramerovo pravidlo pro feSeni soustav linearnich rovnic

Vyznam determinanti spo¢iva v jejich pouziti pti feSeni soustavy rovnic. Kromé Gaussovy
eliminacni metody (viz kapitola 1.6.3) je mozné k feSeni soustavy n rovnic o n neznamych pouZit
Cramerovo pravidlo publikované Svycarskym matematikem Gabrielem Cramerem (1704 - 1752)
v roce 1750.

Abychom mohli pouzit Cramerovo pravidlo, které vyuziva determinantli, musime fe$it soustavu
tolika rovnic, kolik je v nich neznamych. Determinanty 1ze totiz definovat pouze pro ¢tvercové matice!

Pfi oznaceni definovaném v kapitole 1.6.1 lze psat:

PRO NEZNAMOU x, (i=12,...,n) PLATI

D “4)

KDE D JE DETERMINANT MATICE SOUSTAVY A Di JE DETERMINANT MATICE,

KTEROU ZiSKAME ZAMENOU i-TEHO SLOUPCE MATICE SOUSTAVY SLOUPCEM
PRAVYCH STRAN.

Nicméné tato metoda neni v praxi pfiliS pouzitelna. K vyfeSeni soustavy n rovnic o n
neznamych je totiz zapotiebi spocitat n + 1 determinanti matic stupné n. A to s piihlédnutim
k metodam vypoctu determinantli matic vyssich stupiiti (viz kapitola 1.7.3) nemusi byt rychlé.

Na zékladé¢ Cramerova pravidla (piipadné jeho vylepSeni) lze ale pomérné snadno napsat
algoritmus vyuzitelny v riiznych pocitacovych programech zaméfenych na matematické operace.
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Uziti této metody ukazeme na soustavé dvou rovnic o dvou neznamych, pro kterou pochopitelné
existuji vyrazné jednodussi metody feSeni.

V mnozing R’ feste soustavu rovnic 2x -3y =5 a 4x+5y=—1.
Reseni: Drive, nez budeme fesit danou soustavu, pfipravime si pfislusné determinanty:

i 5)
57
52

Nyni miZeme vypoéitat jednotlivé neznamé: x=x =—~=""=1a y=x, =—2=——
y yp ] Y y=x, D

=2.5-4.(-3)=22

D, = =5-5-(-1)-(-3)=22

D, = =2-(-1)-4-5=-22

Zavér: 0=D=R*, P={[1;-1]}
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