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1. LIMITA FUNKCE

1.1 Zakladni pojmy, zavedeni pojmu limita

Pojem limita funkce jed le itym pojmem nejen v oblasti diferencialniho a integraniho po tu, alev celé
matematice v bec. Na zaklad limitjemo nép esn popsat adu pojm avypo itat adu Gdgj , které by z staly
bez pou iti limit skryty.

Pi vySet ovéni limit (a nadedn i spojitosti) funkce budeme vy3Set ovat vlastnosti funkce f v ur itém
konkrénimbod a(a D f ). Toaleneznamenajen vypo itat funk ni hodnotu v daném bod (pokud funk ni

hodnota existuje), ale hlavn zji$ ovat, jak sem ni funk ni hodnoty f x v okoli daného bodu a. (Tj. jak moc

sem ni funk ni hodnoty, kdy se budemek danému bodu bli it zlevaazprava)
[ntuitivni nahled na limity:

Jedéanafunkee f :y LS 2.Zobr.ljevid t, e 1of
X n
1. pro velka x (pat ici do defini niho oboru) se funk ni = a
hodnoty bli i gdle vice k hodnot 2, de nikdy ji -
y . VAL of _hh'“.l
nedosdhnou (tj. rovnice <3 2 2 nema eleni). T g
X =L
Proto se ikd, efunk ni hodnoty se pro velkax ,bli i -
k idu 2, t. pro veka x existuje limita -1o0f |
| T T T T T T T T T T A T Y
lim — 2 2. g,
* x 3 obr. 1

2. pro idav okoli bodu x 3 (nepat i do defini niho oboru funkce) ale u nedostaneme
jednu hodnotu, k ni se bli i funk ni hodnoty dané funkce. Budeme-li vy3et ovat ta X v
okoli bodu -3, kterajsou v tSi ne -3, budou funk ni hodnoty velkd kladna isla. Podivame-
li sealena idav blizkosti bodu x 3, kterd jsou mensi ne -3, budou funk ni hodnoty
velka ida, ae zdporna Tj. pro bod x 3 se nepodai nalézt jednu funk ni hodnotu:

existuji dv tzv. jednostranné limity ( lim 1 2 a lim 1 2 ), ae
x 3 X 3 x 3 X 3

neexistuje limita oboustranna
2

lHustra ni p iklad: Je déna funkce f:y

24. Ur ete jgi defini ni obor, na rtn te jgi graf a pokuste se ji

»p irozenym zp sobem” dodefinovat v bodech, v nich neni definovana

eSeni: Defini ni obor funkce je D f 2 . Na defini nim .
oboru dané funkce je mo né p edpis funkce f upravit takto: 4 |

X 4 X 2 x 2 . 2l

X 2 a ziskame tak funkci g: X 2. |

X 2 X 2 9:y T ol /

Funkce g, kterd vznikla Upravou vyrazu z funkce f, ma stgny | -
defini ni obor jako funkcef,ti. D g D f 2 . Jgigafje | | T2[
znézorn n na obr. 2. Jedingm bodem, kde neni definovana je bod 2. -4 |

Kdybychom ale nev d li, e funkce g vznikla Gpravou z funkce f, I T I S
mohli bychom ji v bod dva dodefinovat velice snadno: N
g2 2 2 4.Bodosouadnicich skute n le i nagrafu funkce g obr. 2
i f, a kalivvbod 2 neni funkce f definovana Mluvime tedy o limit
funkcef v bod 2.

Pozndmka: Limitu je t eba chapat jako jakousi , ndhra ku“: nejde-li funk ni hodnota spo itat p imo, podivam
s, jak se chovaji funk ni hodnoty v okoli , problematického bodu“, a dodefinuji ji tak, aby na grafu
»nevy uhovala“.

1.1.1 Limitav bod

D: OKOLi BODU a SENAZYVA OTEV ENY INTERVAL a ;a ,KDE  JEKLADNE REALNE iSLO. isSLO a

SENAZYVA ST ED OKOLIi, ISLO POLOM ROKOLIi.ZNA iSEU a,

N kdy seté pou ivdnazev -okoli bodu a apat i don j vSechnaredna isla x, kterd vyhovuji nerovnostem
a x a Lt.|x a

D: LEVE OKOLi BODU a SENAZYVA POLOUZAV ENY INTERVAL a ;a>,KDE JE KLADNE REALNE {SLO.
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Levé okoli bodu a tvo i tedy vSechnaredlna islax, ktera vyhovuji nerovnostem a X a.

D: PRAVE OKOLi BODU a SE NAZYVA POLOUZAV ENY INTERVAL (a; a ,KDE  JEKLADNE REALNE iSLO.

Pravé okoli bodu a tvo i tedy vSechnaredlna islax, kteravyhovuji nerovnostem a x a

D: PRSTENCOVE OKOL{i BODU a SENAZYVAMNO INA a ;a a a ,TI.MNO INA U a, a .

Tuto mno inu tvo i viechna realna isla x, ktera vyhovuji nerovnostem a X anboa x a ,t.
0 |x a| . (Prstencové okoli bodu a se od okali bodu a lisi tim, e do prstencového okoli nepat i bod a -
misto bodu a jev intervalu , dira“.)

D: FUNKCE f MA VvV BOD a LIMITU L, JESTLI E K LIBOVOLN ZVOLENEMU OKOLi BODU L EXISTUJE
PRSTENCOVE OKOLi BODU a TAK, E PRO VSECHNA X Z TOHOTO PRSTENCOVEHO OKOLi BODU a NALE i
HODNOTY f X ZVOLENEMU OKOLiBODU L. TUTO SKUTE NOST ZAPISUJEME VYRAZEM limf x L.

X a

Svyu itim matematické symboliky je mo né definici p epsat: Funkce f mav bod a limitu L, prav tehdy kdy
0 0: x U a a |fx L

Pomamka: Zapis limf x L se te:,limtafunkce f x proxbli icisekajerovnal”.
X a
V: Funkcef mav bod anevysejednu limitu.
V: x U a, a:fx gx limgx L limf x :limf x limg x L (Rovngi-li se dv
X a X a X a X a

funkce v prstencovém okoli bodu a, v n m ma navic jedna z funkci limitu, m& limitu i druha funkce a ob
limity serovnaji.)
V (o dvou policajtech): Jestli e pro vSechnax z mno iny U a, a plai f x gx hx asouan

limf x limh x L, potom existujetakélimitafunkcegv bod aaplati limg x L.
Ve lim22X im X g
x 0 X x 09 NX
Lze ,vyvodit* z geometrické interpretace, tj. z grafu funkce f:y sinx afunkce g:y x: pro dostate n
mal& x (v okoli nuly) nabyvaji ob funkce, skoro stejnych hodnot".

V:Jestli elimf x A alimg x B, potom plati:
X a X a

alimf x gx limf x limgx A B
X a X a X a

b) im f x g x limf x limgx A B
X a X a X a

¢ lim f x.g x limf x .limg x AB
X a X a X a

f x limf x

X _ a

d) lim -
x a g X limg x

g,zap edpokladu, elimg x ! O.

1.1.2 Jednostranna limita

M, k:y sgnx. Ur imeli jeich
X

Uva me grafy nasledujicich funkci: f:y x g:y |sanx, h:y
X
defini ni obory (D f D h 0,Dg DKk ) ana rtneme-li grafy danych funkci (viz obr. 3 -
obr. 6), m eme hovoit o limitach v ,kritickém* bod O: Iingf X Iingg x 1, zatimco Iingh X a
Iingk X neexistuji. Nicmén z obrazk jevidt, ei funkcehak sev bod 0 ,bli i* k n jaké hodnot , ale
zdle i natom, odkud , k nule p jdeme - jestli z leva nebo zprava“.

2} l 2} l 2
o} i o} U 1
T ol T ol T e
u u u
| -1} | -1f | -1
=13 | -z | -2
R N R N R N R N - B A N R
—_ % —= —_ % —= —_ % —=
obr. 3 obr. 4 obr.5

Nazéklad toho je potom mo némluvit o jednostranné limit :
1. funkceh (resp. K) maji v bod nule zleva jednostrannou limitu, kterdje rovna-1
2. funkceh (resp. k) maji v bod nule zprava jednostrannou limitu, kterd jerovna 1
2
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D: FUNKCE f MA V BOD a LIMITU L ZLEVA, JESTLI E K LIBOVOLN ZVOLENEMU OKOLI BODU L EXISTUJE

LEVE OKOLi BODU a TAK, E PRO VSECHNA X Z TOHOTO LEVEHO OKOLi BODU a NALE i HODNOTY f X

ZVOLENEMU OKOLi BODU L. TUTO SKUTE NOST ZAPISUJIEMEVYRAZEM lim f x L.

X a

S wyu itim matematické symboliky je mo né prav uvedenou definici pepsat ve tvaru:
limf x L" 0 0: x a ,a |fx L|

X a

D: FUNKCE f MAV BOD a LIMITU L ZPRAVA, JESTLI E K LIBOVOLN ZVOLENEMU OKOLI BODU L EXISTUJE

PRAVE OKOLI BODU a TAK, E PRO VSECHNA X Z TOHOTO PRAVEHO OKOLI BODU A NALE | HODNOTY f X

ZVOLENEMU OKOLi BODU L. TUTO SKUTE NOST ZAPISUIEMEVYRAZEM lim f x L.

X a

S wvyuitim matematické symboliky je moné prdv uvedenou definici pepsa ve tvaru:
limf x L" 0 0. x aa |f X L|

V: Limitafunkce f v bod a existuje prav tehdy, kdy existuji v bod a limity zprava a zleva ajsou s rovny.
Potom se limita funkcef v bod arovna spole néhodnot limit zleva a zprava.

1.1.3 Nevlastni limity funkce v bod

A dosud bylo vydedkem po itani limity v dy redné ido, tj. idozintervalu ;. Jsou alefunkce,

které dosahuji v absolutni hodnot velkych funk nich hodnot, a proto limity v danych bodech budou bli it
nekone nu (plus nebo minus). Takovym limitam se ikanevlastni limity.

D: FUNKCE f MA V BOD a NEVLASTNi LIMITU , JESTLI E K LIBOVOLN ZVOLENEMU {SLU K EXISTUJE
PRSTENCOVE OKOLi BODU a TAK, E PRO VSECHNA X Z TOHOTO PRSTENCOVEHO OKOLi BODU a JE
f x K.TUTOSKUTE NOST ZAPISUJEME VYRAZEM lim f X
X a

Stru ny zapisdefinice: limf x " K 0: x U a a f x K.
X a
P iklad: funkce f :y ;2 vbod 3, funkce f:y ;4 vbod -5, ...
X 3 X 5
D: FUNKCE f MA V BOD A NEVLASTNI LIMITU , JESTLI E K LIBOVOLN ZVOLENEMU iSLU K EXISTUJE

PRSTENCOVE OKOLi BODU a TAK, E PRO VSECHNA X Z TOHOTO PRSTENCOVEHO OKOLi BODU a JE
f x K .TUTOSKUTE NOST ZAPISUJEME VYRAZEM lim f X
X a

Stru ny zgpis definice: lim f X " K 0: x U a, a f x K.

P iklad: funkce f :y ;2 vbod -1, funkce f:y ig vbod 0, funkce f:y In|x vbod O, ...
x 1 X

D: FUNKCE f MA vV BOD a NEVLASTNi LIMITU ZLEVA, JESTLI E K LIBOVOLN ZVOLENEMU isLU K

EXISTUJE LEVE OKOLi BODU a TAK, E PRO VSECHNA X Z TOHOTO LEVEHO OKOLi BobU a JE f x K.

TUTO SKUTE NOST ZAPISUJEME VYRAZEM |lim f X

X a

Stru ny zgpis definice: lim f x " K 0: x a ,a f x K.

P iklad: funkce f :y %{vbod -4, funkce f:y log x vbod O, funkce f:y tgx vbod %
X

D: FUNKCE f MA V BOD a NEVLASTNI LIMITU ZPRAVA, JESTLI E K LIBOVOLN ZVOLENEMU isLU K

EXISTUJE PRAVE OKOLI BODU a TAK, E PRO VSECHNA X Z TOHOTO PRAVEHO OKOLiBODU a JE f x K.

TUTO SKUTE NOST ZAPISUJEME VYRAZEM lim f X

X a

Stru ny zépisdefinice: lim f x " K 0: x aa f x K.
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P iklad: funkce f:y % vbod -4, funkce f:y log x 2 vbod 2, funkce f:y cotgx vbod O,
X

D: FUNKCE f MA VvV BOD a NEVLASTNI LIMITU ZLEVA, JESTLI E K LIBOVOLN ZVOLENEMU isLU K

EXISTUJE LEVE OKOLi BODU a TAK, E PRO VSECHNA X Z TOHOTO LEVEHO OKOLi BobU a JE f x K.

TUTO SKUTE NOST ZAPISUJEME VYRAZEM |im f X

X a

Stru ny zépisdefinice: lim f x " K 0: x a ,a f x K.

P iklad: funkce f:y % v bod -4, funkce f:y log x 1 vbod 1,funkce f:y cotgx vbod #,
X

D: FUNKCE f MA VBOD a NEVLASTNi LIMITU ZPRAVA, JESTLI E K LIBOVOLN ZVOLENEMU isLU K

EXISTUJE PRAVE OKOLI BODU a TAK, E PRO VSECHNA X Z TOHOTO PRAVEHO OKOLiBODU a JE f x K.

TUTO SKUTE NOST ZAPISUJEME VYRAZEM lim f X

X a

Stru ny zépisdefinice: lim f x " K 0: x aa f x K.

P iklad: funkce f:y % vbod -4, funkce f:y log x 3 vbod 3, funkce f:y tgx v bod g#
X

1.1.4 Limita funkce v nevlastnim bod

Zatim jsme definovali vlastni i nevlastni limity v libovolném bod a z intervau ; .Jemo néae
vySet ovat funk ni hodnoty funkce v krajich bodech uvedeného intervalu ;' tj. je mo né vy3et ovat i
limity v bodech a . Takovym limitam ikédmelimita v nevliastnim bod . Limitav nevlastnimbod m e

byt vliastni i nevlastni.

D: FUNKCE f MA V NEVLASTNIM BOD VLASTNI LIMITU L, JESTLI EK LIBOVOLN ZVOLENEMU KLADNEMU

[SLU  EXISTUJE TAKOVY BOD X,, EPROVSECHNA X X, PAT [FUNK Ni HODNOTY f X DOINTERVALU

L ;L . TUTOSKUTE NOST ZAPISUEEMEVYRAZEM limf x L.
Stru ny zapisdefinice; limf x L*" 0 %: X X |f X L|
P iklad: funkce f :y 1:Iimf x 0,funkce f:y 2% 3:limf x 3,..
X X X

D: FUNKCE f MA V_NEVLASTNIM BOD VLASTNI LIMITU L, JESTLI E K LIBOVOLN ZVOLENEMU

KLADNEMU [SLU  EXISTUJE TAKOVY BOD X,, EPROVSECHNA X X, PAT {FUNK NiHODNOTY f X DO

INTERVALU L ;L . TUTOSKUTE NOST ZAPISUEEMEVYRAZEM |lim f x L.
X

Stru ny zapisdefinice; lim f x L*" 0 %: X X |f X L|

P iklad: funkce f:y 2° 1: limf x 1,funkce f:y i4: limf x O,..
X X X

D: FUNKCE f MAV NEVLASTNIM BOD NEVLASTNIi LIMITU ,JESTLI EK LIBOVOLN ZVOLENEMU isLUK

EXISTUJE TAKOVY BOD X,, E PRO VSECHNA X X, PLATI f x K. TUTO SKUTE NOST ZAPISUJEME

VYRAZEM lim f X
X

Stru ny zapis definice: lim f x " K X X X fx K.
P iklad: funkce f:y Inx: limf x ,funkce f:y 3x 1:limf Xx
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D: FUNKCE f MA V NEVLASTNIM BOD NEVLASTNI LIMITU ,JESTLI EK LIBOVOLN ZVOLENEMU iSLU

K EXISTUJE TAKOVY BOD X,, E PRO VSECHNA X X, PLATI f x K. TUTO SKUTE NOST ZAPISUJEME

VYRAZEM lim f X
X

Stru ny zépis definice: lim f x " K X X X fx K.
X
P iklad: funkce f:y x%: limf x ,funkce f:y 2x 3:limf x
X X
D: FUNKCE f MA V NEVLASTNiM BOD NEVLASTNI LIMITU ,JESTLI EKLIBOVOLN ZVOLENEMU IiSLU

K EXISTUJE TAKOVY BOD X,, E PRO VSECHNA X X, PLATI f x K. TUTO SKUTE NOST ZAPISUJEME

VYRAZEM lim f X
X

Stru ny zépisdefinice: lim f x " K X X X% fx K.
X
P iklad: funkce f:y x*: lim f x Jfunkee f:y X3 limf x
X X
D: FUNKCE f MA V NEVLASTNIM BOD NEVLASTNI LIMITU , JESTLI E K LIBOVOLN ZVOLENEMU

iSLu K EXISTUJE TAKOVY BOD X,, E PRO VSECHNA X X, PLATI f x K. TUTO SKUTE NOST

ZAPISUJEEME VYRAZEM |lim f X
X

Stru ny zépisdefinice: lim f x " K X: X X% fx K.
P iklad: funkce f:y  x*: lim f x ,funkce f:y x 5: limf x
Pi vypo tu limit sem eme asto setkat s tzv. neur itymi vyrazy. Jedna se o vypo et limity n jaké

funkce anézev ,neur ity vyraz“ zde neni zcelap esn namist , proto elimita je definovanap esn aneni nani
nic neur itého. Nazev jeale natolik v ity, enemasmys ho m nit. Neur ité vyrazy, tedy vyrazy, které se nedaji

€Sit p imo, alemusi n jak ,,obejit (fintou, Gpravou vyrazu, ...) jsou tyto: g —, 0. , 1, °, 0.

V ty o po itani slimitami (limita sou tu, rozdilu, ...), které byly uvedeny pro vlastni limity ve vlastnich
bodech, plati i pro nevlastni limity v nevlastnich bodech, pouze s vyjimkou neur itych vyraz .




