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1. LIMITA FUNKCE 
1.1 Základní pojmy, zavedení pojmu limita 

Pojem limita funkce je d� le� itým pojmem nejen v oblasti diferenciálního a integrálního po� tu, ale v celé 
matematice v� bec. Na základ�  limit je mo� né p�esn�  popsat �adu pojm�  a vypo� ítat �adu údaj� , které by z� staly 
bez pou� ití limit skryty. 

P� i vyšet�ování limit (a následn�  i spojitosti) funkce budeme vyšet�ovat vlastnosti funkce f v ur� itém 
konkrétním bod�  a ( � �a D f� ). To ale neznamená jen vypo� ítat funk� ní hodnotu v daném bod�  (pokud funk� ní 

hodnota existuje), ale hlavn�  zjiš� ovat, jak se m� ní funk� ní hodnoty � �f x  v okolí daného bodu a. (Tj. jak moc 

se m� ní funk� ní hodnoty, kdy�  se budeme k danému bodu blí� it zleva a zprava.) 
Intuitivní náhled na limity: 

Je dána funkce 
1

: 2
3

f y
x

� �
�

. Z obr. 1 je vid� t, � e: 

1. pro velká x (pat� ící do defini� ního oboru) se funk� ní 
hodnoty blí� í stále více k hodnot�  2, ale nikdy jí 

nedosáhnou (tj. rovnice 
1

2 2
3x

� �
�

 nemá �ešení). 

Proto se � íká, � e funk� ní hodnoty se pro velká x „blí� í“  
k � íslu 2, tj. pro velká x existuje limita:  

1
lim 2 2

3x x� �

� 	� �
 ��� 

.  

obr. 1 

2. pro � ísla v okolí bodu 3x � �  (nepat� í do defini� ního oboru funkce) ale u�  nedostaneme 
jednu hodnotu, k ní�  se blí� í funk� ní hodnoty dané funkce. Budeme-li vyšet�ovat ta x v 
okolí bodu -3, která jsou v� tší ne�  -3, budou funk� ní hodnoty velká kladná � ísla. Podíváme-
li se ale na � ísla v blízkosti bodu 3x � � , která jsou menší ne�  -3, budou funk� ní hodnoty 
velká � ísla, ale záporná. Tj. pro bod 3x � �  se nepoda� í nalézt jednu funk� ní hodnotu: 

existují dv�  tzv. jednostranné limity (
3

1
lim 2

3x x�� �

� 	� � �
 ��� 

 a 

3

1
lim 2

3x x�� �

� 	� � � �
 ��� 

), ale 

neexistuje limita oboustranná. 

Ilustra� ní p� íklad: Je dána funkce 
2 4

:
2

x
f y

x
�

�
�

. Ur� ete její defini� ní obor, na� rtn� te její graf a pokuste se jí 

„p� irozeným zp� sobem“ dodefinovat v bodech, v nich�  není definovaná. 
� ešení: Defini� ní obor funkce je � � � �2D f � �� . Na defini� ním 

oboru dané funkce je mo� né p�edpis funkce f upravit takto: 
� � � �2 2 24

2
2 2

x xx
x

x x

� ��
� � �

� �
 a získáme tak funkci : 2g y x� � . 

Funkce g, která vznikla úpravou výrazu z funkce f, má stejný 
defini� ní obor jako funkce f, tj. � � � � � �2D g D f� � �� . Její graf je 

znázorn� n na obr. 2. Jediným bodem, kde není definovaná je bod 2. 
Kdybychom ale nev� d� l i, � e funkce g vznikla úpravou z funkce f, 
mohli bychom jí v bod�  dva dodefinovat velice snadno: 

� �2 2 2 4g � � � . Bod o sou�adnicích skute� n�  le� í na grafu funkce g 

i f, a� koliv v bod�  2 není funkce f definovaná. Mluvíme tedy o limit�  
funkce f v bod�  2. 

 
obr. 2 

Poznámka: Limitu je t�eba chápat jako jakousi „ náhra�ku“ : nejde-li funk� ní hodnota spo� ítat p� ímo, podívám 
se, jak se chovají funk� ní hodnoty v okolí „ problematického bodu“ , a dodefinuji ji tak, aby na grafu 
„ nevy� uhovala“ . 

1.1.1 L imita v bod�  

D: OKOLÍ  BODU a  SE NAZÝVÁ OTEV� ENÝ INTERVAL � �;a a� �� � , KDE �  JE KLADNÉ REÁLNÉ � ÍSLO. � ÍSLO a  

SE NAZÝVÁ ST� ED OKOLÍ , � ÍSLO �  POLOM� R OKOLÍ . ZNA� Í SE � �,U a � . 

N� kdy se té�  pou� ívá název � -okolí bodu a a pat� í do n� j všechna reálná � ísla x, která vyhovují nerovnostem 

a x a� �� � � � , tj. x a �� � . 

D: LEVÉ OKOLÍ  BODU a  SE NAZÝVÁ POLOUZAV� ENÝ INTERVAL � ;a a�� , KDE �  JE KLADNÉ REÁLNÉ � ÍSLO. 
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Levé okolí bodu a tvo� í tedy všechna reálná � ísla x, která vyhovují nerovnostem a x a�� � � . 

D: PRAVÉ OKOLÍ  BODU a  SE NAZÝVÁ POLOUZAV� ENÝ INTERVAL �;a a �� , KDE �  JE KLADNÉ REÁLNÉ � ÍSLO. 

Pravé okolí bodu a tvo� í tedy všechna reálná � ísla x, která vyhovují nerovnostem a x a �� � � . 

D: PRSTENCOVÉ OKOLÍ  BODU a  SE NAZÝVÁ MNO� INA � � � �; ;a a a a� �� � � , TJ. MNO� INA � � � �,U a a� � . 

Tuto mno� inu tvo� í všechna reálná � ísla x, která vyhovují nerovnostem a x a�� � �  nebo a x a �� � � , tj. 
0 x a �� � � . (Prstencové okolí bodu a se od okolí bodu a liší tím, � e do prstencového okolí nepat� í bod a - 

místo bodu a je v intervalu „díra“ .) 

D: FUNKCE f  MÁ V BOD�  a  L IM ITU L, JESTLI� E K LIBOVOLN�  ZVOLENÉMU OKOLÍ BODU L EXISTUJE 

PRSTENCOVÉ OKOLÍ BODU a  TAK, � E PRO VŠECHNA x  Z TOHOTO PRSTENCOVÉHO OKOLÍ BODU a  NÁLE� Í 

HODNOTY � �f x  ZVOLENÉMU OKOLÍ BODU L. TUTO SKUTE� NOST ZAPISUJEME VÝRAZEM � �lim
x a

f x L
�

� . 

S vyu� itím matematické symboliky je mo� né definici p�epsat: Funkce f má v bod�  a limitu L, práv�  tehdy kdy�  

� � � � � �0 0: ,x U a a f x L� � � �� � � � � � � � � � . 

Poznámka: Zápis � �lim
x a

f x L
�

�  se � te: „ limita funkce � �f x  pro x blí� ící se k a je rovna L“ . 

V: Funkce f má v bod�  a nejvýše jednu limitu. 
V: � � � � � � � � � � � � � � � �, : lim lim : lim lim

x a x a x a x a
x U a a f x g x g x L f x f x g x L�

� � � �
� � � � � � � � � �  (Rovnají-li se dv�  

funkce v prstencovém okolí bodu a, v n� m�  má navíc jedna z funkcí limitu, má limitu i druhá funkce a ob�  
limity se rovnají.) 
V (o dvou policaj tech): Jestli� e pro všechna x z mno� iny � � � �,U a a� �  platí � � � � � �f x g x h x� �  a sou� asn�  

� � � �lim lim
x a x a

f x h x L
� �

� � , potom existuje také limita funkce g v bod�  a a platí � �lim
x a

g x L
�

� . 

V: 
0 0

sin
lim lim 1

sinx x

x x
x x� �

� �  

Lze „vyvodit“  z geometrické interpretace, tj. z grafu funkce : sinf y x�  a funkce :g y x� : pro dostate� n�  
malá x (v okolí nuly) nabývají ob�  funkce „skoro stejných hodnot“ . 
 
V: Jestli� e � �lim

x a
f x A

�
�  a � �lim

x a
g x B

�
� , potom platí: 

a) � � � � � � � �lim lim lim
x a x a x a

f x g x f x g x A B
� � �

� � � � �� �� �  

b) � � � � � � � �lim lim lim
x a x a x a

f x g x f x g x A B
� � �

� � � � �� �� �  

c) � � � � � � � �lim . lim .lim .
x a x a x a

f x g x f x g x AB
� � �

� �� �� �  

d) 
� �
� �

� �
� �

lim
lim

lim
x a

x a
x a

f xf x A
g x g x B

�

�
�

� �
� ��  

�  � �
, za p�edpokladu, � e � �lim 0

x a
g x

�
! . 

1.1.2 Jednostranná limita 

Uva� me grafy následujících funkcí: :
x

f y
x

� , : sgng y x� , :
x

h y
x

� , : sgnk y x� . Ur� íme-li jejich 

defini� ní obory ( � � � � � �0D f D h� � �� , � � � �D g D k� � � ) a na� rtneme-li grafy daných funkcí (viz obr. 3 - 

obr. 6), m� � eme hovo� it o limitách v „kritickém“ bod�  0: � � � �
0 0

lim lim 1
x x

f x g x
� �

� � , zatímco � �
0

lim
x

h x
�

 a 

� �
0

lim
x

k x
�

 neexistují. Nicmén�  z obrázk�  je vid� t, � e i funkce h a k se v bod�  0 „blí� í“  k n� jaké hodnot� , ale 

zále� í na tom, odkud „k nule p� jdeme - jestli z leva nebo zprava“. 

 
obr. 3 

 
obr. 4 

 
obr. 5 

 
obr. 6 

Na základ�  toho je potom mo� né mluvit o jednostranné limit� : 
1. funkce h (resp. k) mají v bod�  nule zleva jednostrannou limitu, která je rovna -1 
2. funkce h (resp. k) mají v bod�  nule zprava jednostrannou limitu, která je rovna 1 
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D: FUNKCE f  MÁ V BOD�  a  L IM ITU L ZLEVA, JESTLI� E K LIBOVOLN�  ZVOLENÉMU OKOLÍ BODU L EXISTUJE 

LEVÉ OKOLÍ BODU a  TAK, � E PRO VŠECHNA x  Z TOHOTO LEVÉHO OKOLÍ BODU a  NÁLE� Í HODNOTY � �f x  

ZVOLENÉMU OKOLÍ BODU L. TUTO SKUTE� NOST ZAPISUJEME VÝRAZEM � �lim
x a

f x L
��

� . 

S vyu� itím matematické symboliky je mo� né práv�  uvedenou definici p�epsat ve tvaru: 

� � � � � �lim 0 0: ,
x a

f x L x a a f x L� � � �
��

� " � � � � � � � � � � . 

D: FUNKCE f  MÁ V BOD�  a  L IM ITU L ZPRAVA, JESTLI� E K LIBOVOLN�  ZVOLENÉMU OKOLÍ BODU L EXISTUJE 

PRAVÉ OKOLÍ BODU a  TAK, � E PRO VŠECHNA x  Z TOHOTO PRAVÉHO OKOLÍ BODU A NÁLE� Í HODNOTY � �f x  

ZVOLENÉMU OKOLÍ BODU L. TUTO SKUTE� NOST ZAPISUJEME VÝRAZEM � �lim
x a

f x L
��

� . 

S vyu� itím matematické symboliky je mo� né práv�  uvedenou definici p�epsat ve tvaru: 

� � � � � �lim 0 0: ,
x a

f x L x a a f x L� � � �
��

� " � � � � � � � � � � . 

V: Limita funkce f v bod�  a existuje práv�  tehdy, kdy�  existují v bod�  a limity zprava a zleva a jsou si rovny. 
Potom se limita funkce f v bod�  a rovná spole� né hodnot�  limit zleva a zprava. 

1.1.3 Nevlastní limity funkce v bod�  
A�  dosud bylo výsledkem po� ítání limity v� dy reálné � íslo, tj. � íslo z intervalu � �;� � � . Jsou ale funkce, 

které dosahují v absolutní hodnot�  velkých funk� ních hodnot, a proto limity v daných bodech budou blí� it 
nekone� nu (plus nebo mínus). Takovým limitám se � íká nevlastní limity. 

D: FUNKCE f  MÁ V BOD�  a  NEVL ASTNÍ  LIM ITU � , JESTLI� E K LIBOVOLN�  ZVOLENÉMU � ÍSLU K EXISTUJE 

PRSTENCOVÉ OKOLÍ BODU a  TAK, � E PRO VŠECHNA x  Z TOHOTO PRSTENCOVÉHO OKOLÍ BODU a  JE 

� �f x K� . TUTO SKUTE� NOST ZAPISUJEME VÝRAZEM � �lim
x a

f x
�

� � . 

Stru� ný zápis definice: � � � � � � � �lim 0: ,
x a

f x K x U a a f x K� �
�

� � " � � � � � � � � �� . 

P� íklad: funkce 
� � 2

1
:

3
f y

x
�

�
 v bod�  3, funkce 

� � 4

1
:

5
f y

x
�

�
 v bod�  -5, … 

 

D: FUNKCE f  MÁ V BOD�  A NEVL ASTNÍ  LIM ITU � � , JESTLI� E K LIBOVOLN�  ZVOLENÉMU � ÍSLU K EXISTUJE 

PRSTENCOVÉ OKOLÍ BODU a  TAK, � E PRO VŠECHNA x  Z TOHOTO PRSTENCOVÉHO OKOLÍ BODU a  JE 

� �f x K� . TUTO SKUTE� NOST ZAPISUJEME VÝRAZEM � �lim
x a

f x
�

� � � . 

Stru� ný zápis definice: � � � � � � � �lim 0: ,
x a

f x K x U a a f x K� �
�

� � � " � � � � � � � � �� . 

P� íklad: funkce 
� � 2

1
:

1
f y

x
� �

�
 v bod�  -1, funkce 

8

1
:f y

x
� �  v bod�  0, funkce : lnf y x�  v bod�  0, … 

 

D: FUNKCE f  MÁ V BOD�  a  NEVL ASTNÍ  LIM ITU �  ZLEVA, JESTLI� E K LIBOVOLN�  ZVOLENÉMU � ÍSLU K 

EXISTUJE LEVÉ OKOLÍ BODU a  TAK, � E PRO VŠECHNA x  Z TOHOTO LEVÉHO OKOLÍ BODU a  JE � �f x K� . 

TUTO SKUTE� NOST ZAPISUJEME VÝRAZEM � �lim
x a

f x
��

� � . 

Stru� ný zápis definice: � � � � � �lim 0: ,
x a

f x K x a a f x K� �
��

� � " � � � � � � � � �� . 

P� íklad: funkce 
1

:
4

f y
x

� �
�

 v bod�  -4, funkce � �: logf y x� � �  v bod�  0, funkce : tgf y x�  v bod�  
2
#

, … 

 

D: FUNKCE f  MÁ V BOD�  a  NEVL ASTNÍ  LIM ITU �  ZPRAVA, JESTLI� E K LIBOVOLN�  ZVOLENÉMU � ÍSLU K 

EXISTUJE PRAVÉ OKOLÍ BODU a  TAK, � E PRO VŠECHNA x  Z TOHOTO PRAVÉHO OKOLÍ BODU a  JE � �f x K� . 

TUTO SKUTE� NOST ZAPISUJEME VÝRAZEM � �lim
x a

f x
��

� � . 

Stru� ný zápis definice: � � � � � �lim 0: ,
x a

f x K x a a f x K� �
��

� � " � � � � � � � � �� . 
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P� íklad: funkce 
1

:
4

f y
x

�
�

 v bod�  -4, funkce � �: log 2f y x� � �  v bod�  2, funkce : cotgf y x�  v bod�  0, 

… 
 

D: FUNKCE f  MÁ V BOD�  a  NEVL ASTNÍ  LIM ITU � �  ZLEVA, JESTLI� E K LIBOVOLN�  ZVOLENÉMU � ÍSLU K 

EXISTUJE LEVÉ OKOLÍ BODU a  TAK, � E PRO VŠECHNA x  Z TOHOTO LEVÉHO OKOLÍ BODU a  JE � �f x K� . 

TUTO SKUTE� NOST ZAPISUJEME VÝRAZEM � �lim
x a

f x
��

� � � . 

Stru� ný zápis definice: � � � � � �lim 0: ,
x a

f x K x a a f x K� �
��

� � � " � � � � � � � � �� . 

P� íklad: funkce 
1

:
4

f y
x

�
�

 v bod�  -4, funkce � �: log 1f y x� � �  v bod�  1, funkce : cotgf y x�  v bod�  # , 

… 
 

D: FUNKCE f  MÁ V BOD�  a  NEVL ASTNÍ  LIM ITU � �  ZPRAVA, JESTLI� E K LIBOVOLN�  ZVOLENÉMU � ÍSLU K 

EXISTUJE PRAVÉ OKOLÍ BODU a  TAK, � E PRO VŠECHNA x  Z TOHOTO PRAVÉHO OKOLÍ BODU a  JE � �f x K� . 

TUTO SKUTE� NOST ZAPISUJEME VÝRAZEM � �lim
x a

f x
��

� � . 

Stru� ný zápis definice: � � � � � �lim 0: ,
x a

f x K x a a f x K� �
��

� � � " � � � � � � � � �� . 

P� íklad: funkce 
1

:
4

f y
x

� �
�

 v bod�  -4, funkce � �: log 3f y x� �  v bod�  3, funkce : tgf y x�  v bod�  
3
2

# , 

… 
 

1.1.4 L imita funkce v nevlastním bod�  
Zatím jsme definovali vlastní i nevlastní limity v libovolném bod�  a z intervalu � �;� � � . Je mo� né ale 

vyšet�ovat funk� ní hodnoty funkce v krajích bodech uvedeného intervalu � �;� � � , tj. je mo� né vyšet�ovat i 

limity v bodech �  a � � . Takovým limitám � íkáme limita v nevlastním bod� . Limita v nevlastním bod�  m� � e 
být vlastní i nevlastní. 

D: FUNKCE f  MÁ V NEVL ASTNÍM BOD�  �  VL ASTNÍ  LIM ITU L, JESTLI� E K LIBOVOLN�  ZVOLENÉMU KLADNÉMU 

� ÍSLU �  EXISTUJE TAKOVÝ BOD 0x , � E PRO VŠECHNA 0x x�  PAT� Í FUNK� NÍ HODNOTY � �f x  DO INTERVALU 

� �;L L� �� � . TUTO SKUTE� NOST ZAPISUJEME VÝRAZEM � �lim
x

f x L
� �

� . 

Stru� ný zápis definice: � � � �0 0lim 0 :
x

f x L x x x f x L� �
� �

� " � � � � � � � � . 

P� íklad: funkce 
1

:f y
x

� : � �lim 0
x

f x
� �

� , funkce : 2 3xf y �� � : � �lim 3
x

f x
� �

� , … 

 

D: FUNKCE f  MÁ V NEVL ASTNÍM BOD�  � �  VL ASTNÍ  LIM ITU L, JESTLI� E K LIBOVOLN�  ZVOLENÉMU 

KLADNÉMU � ÍSLU �  EXISTUJE TAKOVÝ BOD 0x , � E PRO VŠECHNA 0x x�  PAT� Í FUNK� NÍ HODNOTY � �f x  DO 

INTERVALU � �;L L� �� � . TUTO SKUTE� NOST ZAPISUJEME VÝRAZEM � �lim
x

f x L
� � �

� . 

Stru� ný zápis definice: � � � �0 0lim 0 :
x

f x L x x x f x L� �
� � �

� " � � � � � � � � . 

P� íklad: funkce : 2 1xf y � � : � �lim 1
x

f x
� � �

� , funkce 4

1
:f y

x
� � : � �lim 0

x
f x

� � �
� , … 

 

D: FUNKCE f  MÁ V NEVL ASTNÍM BOD�  �  NEVL ASTNÍ  LIM ITU � , JESTLI� E K LIBOVOLN�  ZVOLENÉMU � ÍSLU K 

EXISTUJE TAKOVÝ BOD 0x , � E PRO VŠECHNA 0x x�  PLATÍ � �f x K� . TUTO SKUTE� NOST ZAPISUJEME 

VÝRAZEM � �lim
x

f x
� �

� � . 

Stru� ný zápis definice: � � � �0 0lim :
x

f x K x x x f x K
� �

� � " � � � � � � �� . 

P� íklad: funkce : lnf y x� : � �lim
x

f x
� �

� � , funkce : 3 1f y x� � : � �lim
x

f x
� �

� � , … 
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D: FUNKCE f  MÁ V NEVL ASTNÍM BOD�  �  NEVL ASTNÍ  LIM ITU � � , JESTLI� E K LIBOVOLN�  ZVOLENÉMU � ÍSLU 

K EXISTUJE TAKOVÝ BOD 0x , � E PRO VŠECHNA 0x x�  PLATÍ � �f x K� . TUTO SKUTE� NOST ZAPISUJEME 

VÝRAZEM � �lim
x

f x
� �

� � � . 

Stru� ný zápis definice: � � � �0 0lim :
x

f x K x x x f x K
� �

� � � " � � � � � � �� . 

P� íklad: funkce 3:f y x� : � �lim
x

f x
� �

� � � , funkce : 2 3f y x� � � : � �lim
x

f x
� �

� � � , … 

 

D: FUNKCE f  MÁ V NEVL ASTNÍM BOD�  � �  NEVL ASTNÍ  LIM ITU � , JESTLI� E K LIBOVOLN�  ZVOLENÉMU � ÍSLU 

K EXISTUJE TAKOVÝ BOD 0x , � E PRO VŠECHNA 0x x�  PLATÍ � �f x K� . TUTO SKUTE� NOST ZAPISUJEME 

VÝRAZEM � �lim
x

f x
� � �

� � . 

Stru� ný zápis definice: � � � �0 0lim :
x

f x K x x x f x K
� � �

� � " � � � � � � �� . 

P� íklad: funkce 2:f y x� : � �lim
x

f x
� � �

� � , funkce 3:f y x� � : � �lim
x

f x
� � �

� � , … 

 

D: FUNKCE f  MÁ V NEVL ASTNÍM BOD�  � �  NEVL ASTNÍ  LIM ITU � � , JESTLI� E K LIBOVOLN�  ZVOLENÉMU 

� ÍSLU K EXISTUJE TAKOVÝ BOD 0x , � E PRO VŠECHNA 0x x�  PLATÍ � �f x K� . TUTO SKUTE� NOST 

ZAPISUJEME VÝRAZEM � �lim
x

f x
� � �

� � � . 

Stru� ný zápis definice: � � � �0 0lim :
x

f x K x x x f x K
� � �

� � � " � � � � � � �� . 

P� íklad: funkce 2:f y x� � : � �lim
x

f x
� � �

� � � , funkce : 5f y x� � : � �lim
x

f x
� � �

� � � , … 

 
P� i výpo� tu limit se m� � eme � asto setkat s tzv. neur � itými výrazy. Jedná se o výpo� et limity n� jaké 

funkce a název „neur� itý výraz“ zde není zcela p�esn�  na míst� , proto� e limita je definována p�esn�  a není na ní 
nic neur� itého. Název je ale natolik v� itý, � e nemá smysl ho m� nit. Neur� ité výrazy, tedy výrazy, které se nedají 

�ešit p� ímo, ale musí n� jak „obejít“  (fintou, úpravou výrazu, …) jsou tyto: 
0
0

, 
�
�

, 0.� , � � � , 1� , 0� , 00 . 

V� ty o po� ítání s limitami (limita sou� tu, rozdílu, …), které byly uvedeny pro vlastní limity ve vlastních 
bodech, platí i pro nevlastní limity v nevlastních bodech, pouze s výjimkou neur� itých výraz� . 
 


