Kombinatorika, pravdépodobnost a statistika, Jaroslav Reichl, © 2025

Stiredni primyslova Skola sdélovaci techniky

PANSKA Panska 3

Praha 1
© Jaroslav Reichl, 2025

ucCebni text

Jaroslav Reichl



Kombinatorika, pravdepodobnost a statistika, Jaroslav Reichl, © 2025

OBSAH
1 Kombinatorika ..........uecneeoneecneccnecnecsuensaensnnnes 3
1.1  Zakladni kombinatoricka pravidla 3
1.2 Variace 3
1.3  Permutace 4
1.4 Kombinace S
1.5 Vlastnosti kombina¢nich ¢isel 7
1.6 Pascaluv trojuhelnik 8
1.7 Binomicka véta 11
1.8  Variace s opakovanim 12
1.9 Permutace s opakovanim 13
1.10 Kombinace s opakovanim 14
2. PravdEpPOdODRoSt.......neeeconeeeosnernsvioscnrissssiossssissssiossssssssiosssssssassssssssssassssssssssassssassossassssssssses 16
2.1 Nahodné pokusy 16
2.2 Jevy 17
2.2.1 Iustraéni piiklad na vysvétleni zakladnich v1astnosti JEVU ........ccceeeeierieniniiiiieecieeee e 17
2.3 Pravdépodobnosti 18
2.4 Pravdépodobnosti jevii 19
2.5  Sditani pravdépodobnosti 19
2.6  Nezavislé jevy (nasobeni pravdépodobnosti) 20
2.7  Nezavislé pokusy 21
2.8 Binomické rozdéleni (Bernoulliho schéma) 22
2.9 Podminéna pravdépodobnost 24
29.1 Pokus se stejné pravdépodobnymi V¥SIedKy ........coceioiiiiiiiiieeee e 25
292 INEZAVISIE JEVY -ttt ettt ettt e sttt et e s e e st e s bt e bt et e embeemeeemeesaee st enseeneeeneeas 25
2.9.3  ZAVISIE JEVY woorreeeeeeeeeee oot es oo e 25
294 Navzajem S€ VYIUCUJICT JEVY ..eeueiiiiiiiitieiieiieee ettt ae et sb e e beeaeeseenean 25
3. N 777 1KY 17 27
3.1  Statisticky soubor, statistické jednotky, znak 27
3.2  Rozdéleni Cetnosti a jeho grafické znazornéni 27
3.2.1 Zavedeni pojmil @ JeJICh VYSVELIENT.....cc.oiuiiiiiiieiiee e 27
322 KONKIENT UKAZKA ...ttt ettt saeeneenean 28
3.3  Charakteristiky polohy a variability 29
33.1 CharakteriStIKY POLONY .....c.eeuiiiiiiieie ettt ettt sttt ettt et e te bt eeneeaeenene 29
332 Charakteristiky VariabIlity .........ccoiiiiiiiieeeee ettt st enene 32
333 KONKIEtNT UKAZKA ..ottt ettt bbb e eieens 33
3.4 Korelace 34
3.5 Normalni rozdéleni 36
3.5 1 UIVOQieirieireiinees ettt s s 36
352 Hustota pravd@pOdODNOSti.......ccueiriiiiieerie et ecie ettt e eiee e et e e steeebeesbaeebeessbeesnseesnseesnseesns 36
353 DISIIDUCHT fUNKCE ...ttt ettt ettt st eb e st e st e e e eebesaeeeeenean 37
354 NOMAINT TOZACIEN ...ttt ettt e e e e 38
3.5.5 Ukézka fyziKAINICh dat.........cccoiviiiiiiicieeece ettt s ae e 41



Kombinatorika, pravdépodobnost a statistika, Jaroslav Reichl, © 2025

1. KOMBINATORIKA

Kombinatorika se od vSech matematickych disciplin, s nimiz se studenti seznamuji (geometrie,
analytickd geometrie, diferencialni a integralni pocet, ...), zasadnim zplsobem lisi: zabyva se pouze
kone¢nymi mnozinami a jejich vlastnostmi.

To znamena, Ze se zde nesetkame s ,,nekonecny*.

Dalsi odlisnosti je to, Ze Casto neni mozné ovéfit si spravnost vysledku, k némuz jsme pfi feSeni
ur¢ité kombinatorické ulohy dospéli. Prakticky totiz neni mozné vypsat napt. vSechny mozné zptsoby
losovani Sportky, neni mozné vypsat v§echny ¢iselné kombinace hesla na zamku trezoru, ... pro jejich
velky pocet. Resici je odkazan jen a pouze na svijj vlastni usudek, ktery se v kombinatorice podstatné
odlisuje od usudku v ostatnich matematickych disciplinach.

1.1 Zakladni kombinatoricka pravidla

K feSeni velké ¢asti kombinatorickych uloh vysta¢ime se dvéma jednoduchymi pravidly. Je
mozné, ze tato pravidla jiz byla pfi feSeni jinych typh Gloh pouzivéana, aniz bychom veédéli, ze se jedna
praveé o kombinatoricka pravidla.

Pouziti téchto pravidel ukdzeme na uvodni uloze.

Uvodni uloha: Uréete podet viech piirozenych dvojcifernych &isel, v jejichz dekadickém zapisu se
kazda cislice vyskytuje nejvyse jednou.

Reseni: Uvedeme dva zpusoby feseni, které budou reprezentovat dale definovana kombinatoricka
pravidla.

1. zpiisob feseni: Dvojciferné Cislo je zapsano pomoci dvou cifer vybranych z mnoziny 0, 1, ..., 9.
Obecné muzeme libovolnou cifru umisténou na pozici jednotek kombinovat s libovolnou cifrou
umisténou na pozici desitek daného cisla. V ptipadé, ze hledame dvojciferna ¢isla, nesmi byt na pozici
desitek cifra 0. Na pozici desitek tedy mizeme umistit jednu z cifer 1, 2, ..., 9 — mame tedy 9
moznosti vybéru. Na pozici jednotek mizeme umistit pouze takovou cifru, ktera jiz neni na pozici
desitek. Na pozici jednotek ale uz miizeme umistit nulu. Mame tedy celkem 9 moznosti vybéru cifry,
kterou umistime na pozici jednotek. Vzhledem k tomu, Ze libovolnou cifru umisténou na pozici
desitek mizeme kombinovat s libovolnou cifrou umisténou na pozici jednotek, dostavame celkem
9.9 = 81 moznosti.

2. zpusob feSeni: Prirozenych dvojcifernych ¢isel je celkem 90 (od 1 do 99 mame 99 ¢isel a z toho 9 je
jednocifernych). V deviti z nich se jejich cifry opakuji (11, 22, ..., 99). Proto pocet dvojcifernych
ptirozenych ¢isel, v nichz se jejich cifry neopakuji, je 90 — 9 = 81.

Na zaklad¢ postupit uvedenych v této tloze mizeme definovat obecné¢ dvé kombinatoricka
pravidla.

KOMBINATORICKE PRAVIDLO SOUCINU:

POCET VSECH USPORADANYCH k-TIC, JEJICHZ PRVNI CLEN LZE VYBRAT n,
ZPUSOBY, DRUHY CLEN PO VYBERU PRVNiHO CLENU 7, ZPUSOBY, ... AZ k-TY
CLEN PO VYBERU VSECH PREDCHAZEJiICiCH CLENU n_ ZPUSOBY, JE ROVEN:

ny My Hy (1)
KOMBINATORICKE PRAVIDLO SOUCTU:
JsSou-LI A,, A,, ..., A, KONECNE MNOZINY, KTERE MAJi PO RADE p,, p,,
«.ssy P, PRVKU, A JSOU-LI KAZDE DVE MNOZINY NAVZAJEM DISJUNKTNIi, PAK
POCET PRVKU MNOZINY A, UA,U..UA, JE ROVEN

P+ py et Py ()

V uvodni tloze je prvni zptisob feseni proveden na zakladé kombinatorického pravidla soucinu,
druhy zptsob feseni na zakladé kombinatorického pravidla souctu.

1.2 Variace

V kombinatorice se Casto setkdvame s k-Clennymi skupinami prvkl utvofenymi z danych »
prvka tak, Ze v nich zaleZi na potadi a zddny z danych prvka se v nich neopakuje.

Napt.: pocet zptisobti rozd¢€leni tii medaili mezi 8 finalistti béhu; pocet zplisobu rozdéleni funkci
starosty, mistostarosty, jednatele a pokladnika v 9-ti ¢lenném zastupitelstvu; ... Vzdy se vlastn€ ptame
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na to, kolika zptisoby je mozné z daného poctu n prvki mnoziny (atleti, zastupitelé, ...) vytvofit
usporadanou k-tici (medailové pozice, funkce v zastupitelstvu, ...).

k-CLENNA VARIACE Z n PRVKU (RESP. VARIACE k-TE TRIDY Z n PRVKU)
JE USPORADANA k-TICE SESTAVENA Z TECHTO PRVKU TAK, ZE KAZDY SE V Ni
VYSKYTUJE NEJVYSE JEDNOU.

Nyni uréime pocet vSech k-Clennych variaci z »n prvkd, ktery se znac¢i symbolem
V(k,n) =V (n) .

Je dano n vzajemné rtiznych prvki a ptirozené ¢islo k& < n . Pro vybér prvniho prvku usporadané
k-tice je n moznosti, pro vybér druhého prvku po vybéru prvniho uz je ale jen n —1 mozZnosti, protoze
na druhém misté jiz nemiize byt prvek, ktery jsme vybrali na misto prvni. Po vybéru prvnich dvou
¢lendl je pro vybér tietiho ¢lenu uz jen »—2 moznosti, ... Pro vybér k-tého clenu po vybéru vSech
predchazejicich je pravé n— (k - 1) moznosti. Podle kombinatorického pravidla soucinu (viz kapitola

1.1) vyjadfeného vztahem (1) tedy pro pocet vSech uspofadanych k-tic dostavame:
n-(n—1)-(n—2)-...-(n—(k—1))=n-(n—l)-(n—2)-...-(n—k+1).
VETA: POCET V,(n) VSECH k-CLENNYCH VARIACi Z n PRVKU JE ROVEN
Vi(n)=n-(n-1)-(n=2)-...-(n—k+1) 3)

Je ziejmé, Zze k < n, nebot’ nemizeme napi. vybrat uspotfaddanou trojici ze dvou prvki tak, aby
se prvky v dané trojici neopakovaly! Proto bychom také spravné méli mluvit o k-¢lennych variacich
bez opakovani. VétSinou se ale dovétek ,,bez opakovani nezdlraziiuje. ZdUraziiuje se dovétek
,,S opakovanim* u variaci s opakovanim (viz kapitola 1.8).

Vztah pro V, (n) je mozné si pamatovat i takto: jedna se o soucin k ptirozenych cisel, z nichz

nejvetsi je n a kazdé dalsi je o jedna mensi.

Pied fesSenim kazdé tlohy z kombinatoriky je nutné si uvédomit, o jaké k-tice se jedna: zda to
jsou k-tice, v nichz zavisi na poradi vybéru jednotlivych prvkd, nebo nezavisi na poradi vybéru
jednotlivych prvkii. Pokud na pofadi vybéru jednotlivych prvkl zavisi, jedna se o praveé vysvétlené
variace. Pokud na potadi vybéru jednotlivych prvkid nezavisi, jedna se o kombinace (viz kapitola 1.4).

Budeme-li napt. vybirat z celkového poctu 30 zaku jedné tridy ctvefici, ktera bude mit dany
tyden sluzbu na tabuli a bude nosit do hodin pomicky uciteld, bude se jednat o ¢tyi¢lenné kombinace
ze 30 prvkd. Na pofadi zakti v dané ctvefici nezavisi, nebot zadny clen skupiny nema zadné
privilegované postaveni nebo misto.

Budeme-li ze zaki stejné tfidy vybirat ctvetici do tfidni samospravy (predseda, mistoptredseda,
pokladnik a nasténkar), bude se jednat o Ctyfclenné variace ze 30 prvkd. Na poradi ve vybrané skupiné
zavisi — kazdy zak totiz bude mit jinou funkci a s ni spojené i jiné pravomoci a povinnosti.

1.3 Permutace

V kapitole 1.2 byl vysvétlen pojem k-Clenné variace z n prvkové mnoziny, tj. uspotadané k-tice,
v nichz se kazdy z danych n prvkd vyskytuje nejvySe jednou. Pro pfirozena Cisla k a n pfitom plati:
k <n, nebot pro k> n nelze z danych » prvki utvotit zadnou usporadanou k-tici, v niz by se zadny
prvek neopakoval. Nyni se budeme zabyvat ptipadem & =n, tj. usporadanymi n-ticemi sestavenymi
z n prvkt. Takové skupiny se nazyvaji permutace (poiadi).

PERMUTACE Z n PRVKU JE KAZDA n-CLENNA VARIACE SESTAVENA
Z TECHTO PRVKU.

Jinymi slovy: permutace z n prvki je uspotradana n-tice sestavena z téchto prvku tak, ze kazdy
se v ni vyskytuje praveé jednou.

Nyni uréime pocet vSech permutaci z n prvki, ktery se znaci symbolem P(n), pomérn¢ snadno.
Staci si uvédomit, Ze permutace je zvlastnim pripadem variace, v nasem piipad¢ jde o n-Clenné variace
z n prvkové mnoziny. Je tedy mozné pouzit vztah (3) odvozeny v kapitole 1.2 a uvédomit si, ze plati
k =n . Dostaneme tak vyraz: P(n) =V (n) =n'(n—1)'(n—2)-...-2-1.

n
Tento vysledek je mozné zjednodusit zavedenim symbolu n! (n faktorial) pro soucin vsech
ptirozenych ¢isel od jedné do n:
PRO KAZDE PRIROZENE CiSLO n DEFINUJEME:
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n “4)
n=1.2.3-.(n=1)-n=] [i.

i=1

Symbol Hi je analogicky jako symbol Zi . Rozdil spocivd vtom, Ze symbol Zi se

i=1 i=1 i=1

n
pouziva jako zkraceny zapis pro s¢itani, zatimco symbol | I i jako zkraceny zapis pro nasobeni.
i=l1

Nyni miizeme pro pocet permutaci z n prvki vyslovit vétu:
VETA: POCET P(n) VSECH PERMUTACI Z n PRVKU JE

P(n)=V,(n)=n-(n-1)-(n-2)-...-2-1=n!. ®)

n

Pomoci defini¢niho vztahu faktorialu (4) je nyni mozné upravit i vztah (3) pro pocet k-Clennych
variaci z n prvkové mnoziny, ktery byl odvozen v kapitole 1.2. Je mozné postupné psat:
Vi(n)=n-(n=1)-(n=2)-...-(n—k+1)=
3 n-(n—1)-(n—2)-...-(n—k+1)-(n—k)-(n—k—1)-...-3-2-1 _n!

(n—k)-(n—k-1)-..-3-2-1 (n—k)!
Miuizeme tedy psat

n! (6)
Vin)=n-(n-1)-(n=-2)-...-(n—-k+1)=——.
k ( ) ( ) ( ) ( ) ( n— k)!
Aby bylo mozné pouzit vyraz (6) i pro permutace (jakozto zvlastni ptipad variaci), tj. aby vyraz
(6) platil i pro k =n, dodefinujeme

0l=1. @)

1.4 Kombinace

Az dosud jsme se zabyvali skupinami vybranymi z danych prvki, ve kterych zalezelo na potadi,
tj. usporadanymi k-ticemi. Nyni se budeme zajimat o skupiny, v nichZ na potadi zalezet nebude.

Takovymi skupinami jsou napt. pocet vSech vzajemnych utkani v nohejbale, jestlize se turnaje
zucCastni 7 muzstev; pocet riznych moznosti losovani tahu Sportky; ...

Pfi tvofeni k-tic (nyni jiZz neuspofadanych) budeme opét chtit (stejné jako v kapitolach 1.2 a
1.3), aby kazda k-tice obsahovala kazdy z n prvki nejvyse jednou, tj. aby se v zadné k-tici zadny prvek
neopakoval.

Skupiny tohoto typu se nazyvaji kombinace, ptesnéji k-Clenné kombinace z n prvka (resp.
kombinace k-té tiidy z n prvki).

k-CLENNA KOMBINACE Z n PRVKU (RESP. KOMBINACE k-TE TRIDY Z n
PRVKU) JE NEUSPORADANA k-TICE SESTAVENA Z TECHTO PRVKU TAK, ZE
KAZDY SE V NI VYSKYTUJE NEJVYSE JEDNOU.

P1i vypisu vSech kombinaci k-té tfidy z dané mnoZiny o # prvcich, zjistime, Ze se jedna vlastné
o vSechny k-prvkové podmnoZziny z mnoziny # prvk.

Napf. 2¢lenné kombinace z prvkii A, B, C, D jsou: {A,B}, {A,C}, {A,D}, {B,C}, {B,Dj},
{C,D}.

Proto je mozné k-Clenné kombinace z n prvka definovat i takto:

k-CLENNA KOMBINACE Z n PRVKU JE k-PRVKOVA PODMNOZINA MNOZINY
TEMITO n PRVKY URCENE.

Pfi urCovani poctu vSech k-C¢lennych kombinaci z n prvkd, které se oznacuji K (k, n) resp.
C, (n) , vyjdeme z jiz odvozeného vyrazu pro pocet vSech k-Clennych variaci z n prvki (viz kapitola
1.2). Vsechny k-Clenné variace vytvorené z n prvku rozdélime do skupin tak, aby vSechny variace
z téze skupiny se liSily pouze pofadim jednotlivych prvka a kazdé dvé variace z riznych skupin se
lisily alespon v jednom prvku. Kazda takova skupina obsahuje k! uspotadanych k-tic, nebot’ £ prvki
lze uspotadat pravé k! zplsoby. Nebude-li zalezet na pofadi prvkil v dané k-tici, pak vSech k!
usporadanych k-tic ,,splyne” do jedné k-tice neuspotfadané, tj. v jedinou k-Clennou kombinaci z n
prvkt. To ale znamena, ze pocet skupin, do nichZ jsme pivodné vSechny k-Clenné variace rozd¢lili, je
roven poctu k-Clennych kombinaci z danych » prvku.
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Situaci pro zadané prvky a, b, c a d a jejich tficlenné kombinace schematicky zobrazuje obr. 1.

3élenné variace z danych prvku
(e b,c) (a0, b.d) (a,c.d) (b,c,d)
(& ¢, b (e, d, b (a,d,c) (b,d,c)
(b,a,c) (b,a.d) (e.e,d) (e.8,d)
(b,c,d) (b,d,a) (c.d.a) (c.d, B
(o, a b (d,a,b) (d.a.c) (d. B, )
(c.8,a) (d,b,a) (d.c.a) (d,e. b

{ Il
fa,b,cl ta.b,d} {a,c, d 1h,e.d}

3élenné kombinace z danych prvkil

obr. 1

Vzhledem k tomu, ze v kazdé skupiné je k! variaci, plati:
Vi(n)=k!-C(n). (8)
, VP o Vi (n) :
Ze vztahu (8) tedy pro pocet kombinaci k-té téidy z n prvka plyne vztah C, (n) = TR Po dosazeni
ze vztahu (6) postupné dostaneme vztah

|4 ! (n-1)-(n-2)-...-(n—k+1)-(n—k)!
C(n)=—* () = L (2=1)-(n=2)-...-(n )-(n=k) . Po dal$im zjednoduseni tedy
k' kl(n—k) k-(n—k)!
ziskame vztah
n-(n=1)(n=2) ..-(n—k+1 ©)
6 ()= 02 k)
Vzhledem k tomu, Ze v kapitole 1.3 byl dodefinovéan vztah (7), mé zlomek ﬁ smysl
I(n—k)!

nejen pro n,keN:k<n, aleipro k=0, dokonce i pro n=0, k=0. Pro tento zlomek, ktery ma
v kombinatorice dilezity vyznam, se pouziva specialni symbol a nazev.
PRO VSECHNA CELA NEZAPORNA CiSLA n A k, PRO KTERA PLATI k<n,

PLATI
A (10)
k) k\-(n—k)

TENTO SYMBOL SE NAZYVA KOMBINACNI CisLO. CTE SE ,,n NAD k.

Pozor! V kombinacnim ¢isle se nepise zlomkova ¢ara, ackoliv symbol zlomek pfipomina!!!

Vztah (10) je defini¢ni vztah. Pro praktické vypoCty je ovSem mozné postupovat jednoduseji
pomoci ,.finty”“. Dané kombinacni ¢islo mizeme rozepsat také tak, Ze do jmenovatele zlomku
definujicim kombinacni ¢islo rozepiSeme faktorial Cisla k& (toho Cisla, které je v kombinacnim cisle
,dole) VCETNE CISLA 1!!! (Tedy ve jmenovateli bude k &initela!) Do G&itatele zlomku pak
rozepisujeme faktorial ¢isla n (toho ,,horniho* ¢isla) od z do jedné. Pritom vypiSeme pouze tolik Cisel,
kolik jich je napséno ve jmenovateli (tedy & Cisel).

12}_12-11-10-9 11-10-9

= =99.-5=495.
4

Napf. tedy mizeme psat:
. d . ( 4.3-2-1 2

Zaver, ktery jsme odvodili pro pocet k-Clennych kombinaci z n prvkd v podobé vztahu (9), lze
tedy s vyuzitim definice (10) kombina¢niho ¢isla formulovat takto:

VETA: POCET C,(n) VSECH k-CLENNYCH KOMBINACI Z n PRVKU JE

C, @):[Zj. (ah
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1.5 Viastnosti kombinacnich Cisel

Kombina¢ni ¢isla, s nimiz se setkavame v kombinac¢nich lohach, maji fadu vlastnosti.
VETA: PRO VSECHNA PRIROZENA CiSLA n PLATI:

(o
-

Duikaz: Dikaz platnosti vztahti (12) a (13) vyplyva pifimo z definice (10) kombina¢niho cisla (viz

! !
kapitola 1.4). Vztahy (12) mizeme podle definice (10) psat ve tvaru: e e S Y
0) 0!-(n=0)! 1-n!
! ! ! ' An—=1)\
"= T - T =1, vztah (13) pak ve tvaru g . - (n )=n.
n n!-(n—n)! n!-0! n!-1 1 1!-(n—1)! 1-(n—1)!

Na vztahy uvedené v této kapitole 1ze nahlizet i kombinatoricky — napf. u vztaht (12) se ptat,
kolik existuje n-Clennych kombinaci z n prvkd.

Dalsi véta poskytuje navod, jak si v fadé ptipadt pti praci s kombina¢nimi ¢isly zjednodusit
vypocty.
VETA: PRO VSECHNA CELA NEZAPORNA CiSLA n A k TAKOVA, ZE k<n

PLATI:
n ) (n (14)
n-k) (k)

Duikaz: Dikaz platnosti vztahu (14) vyplyva opét ptimo z definice (10) kombina¢niho ¢isla. Mzeme

fotiz psat: (}:k} (n—k)!'(:!—(n_k))! - (n—,:)!-k! :[ZJ

10
Vztah (14) je vhodné pouzit v pfipadé, ze je nutné vycislit napt. kombinacni ¢islo ( p ] Mohli

=120, ale to je pfili$ pracné, Casoveé naro¢né a muze

,[10) 10-9-8-7-6-5-4 10-9-8
bychom psat = =

7) 7-6-5-4.3.2.1  3.2.1

10 10 -9.
byt zdroje zbytecnych chyb. S vyuzitim vztahu (14) mizeme psat ( ; J :( : j = 130 29 18 =120.

VETA: PRO VSECHNA CELA NEZAPORNA CiSLA n A k TAKOVA, ZE k<n

PLATI:
n N noy n+l (15)
k) \k+1) \k+1)

Duikaz: Diikaz platnosti vztahu (15) vyplyva opét piimo z definice (10) kombinac¢niho ¢isla. Mzeme
totiZ postupné psat:

[Z]J{k’:l):k!-(:!—k)!+(k+1)!-(:!—(k+1))!: k!-(n—k)}ilén—k—l)!-‘_(k+1)-k!’-1(!n—k—1)!:

_ n! 1 1) n! n+l1 3 (n+1)! 3 n+l
_k!-(n—k—l)!'(n—k+k+1j_k!-(n—(k+1))!'(n—k)-(k+1)_(k+1)!-(n—k)!_(k+1)'

Predpoklad k <n této vety zarucuje, Ze je k+1<n .V ptipad¢ k£ =n by totiz kombinacni ¢islo

A P nebylo definovano.
k+1 n+l

Uvedené véty je mozné dokazat téz kombinatorickou tvahou.
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1.6 Pascality trojuhelnik
Vlastnosti kombinacnich c¢isel uvedené v kapitole 1.5 mizeme ilustrovat pomoci schéma

zobrazeného na obr. 2, které se nazyva Pascaliv trojuhelnik. Po vycisleni kombinacnich cisel
v tomto schématu dostaneme schéma zobrazené na obr. 3.

8

o
]
—_
-
-

n=2 c1 o 2 1

n=3 REENEN D

n=4 riiadieiiain

nes EEICRIETHETH R

n=6 16 ii15ii20i15ii6 i1
n=7 1 7 ii21iiasiiasiioni 7 i
n=8 1 é i "éé' "é'é';a"%'d' "5'6" "é's" FER

obr. 3

Na obr. 2 a obr. 3 je vidét symetrické rozdéleni stejnych Cisel vzhledem k ose soumernosti
Pascalova trojuhelniku. Tato symetrie souvisi s platnosti vztahu (14) (viz kapitola 1.5), ktery je
vizualizovan na obr. 4.

8
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Navic jsou tato stejna Cisla stejné ,,vzdalena“ od sttedu kazdého radku.

n=0

3
n
e

Soucet libovolnych dvou sousednich ¢isel v kazdém tadku Pascalova trojuhelniku je roven
Cislu, které se nachazi v fadku nasledujicim ,,pod jejich stfedem®. Tato vlastnost ¢isel Pascalova
trojuhelniku vyplyva z platnosti vztahu (15) a je vizualizovana na obr. 5.

Dal$i zajimavou vlastnosti, ktera souvisi s binomickou vétou (viz kapitola 1.7) a kterou

schematicky zobrazuje obr. 6, je soucet kombinacnich ¢isel na daném fadku Pascalova trojihelniku.
Plati vztah

n n n n N (16)
+ + +..+ =2".
0 1 2 n
Tento vztah je mozné dokazat s vyuzitim binomické véty (vztah (18) v kapitole 1.7). S vyuzitim

n n n n n .
tohoto vztahu mizeme psat: 2" =(1+1)" =1- 0 +1- | +1- ) +...+1-| |, cozje vztah (16).
n

s=128
s =256
s=512

is=1024

R T e e e
obr. 7
Pouze pro ¢isla ve druhém sloupci Pascalova trojihelnika plati dalsi vztah:
n\' (n) (n+1 (17)

+
1 2 2

obr. 6

ktery je vizualizovan na obr. 7.
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Diikaz vztahu (17) provedeme s vyuzitim defini¢niho vztahu kombinaéniho ¢isla (10). Pro levou

2
n
stranu vztahu (17) mzeme psat [J =n’. Pro pravou stranu téhoz vztahu mizeme postupné psat

+1 (n-1 +1)- 2 :
" + . 2 (n )+(n )n:n nen +n:n2.Vztahtedyplat1’.
2 2 2 2 2

V Pascalové trojuhelniku Ize ,,Cist™ i rizné typy Cisel. S vyuzitim obr. 8 mizeme tvrdit, ze:

1. ve druhém sloupci trojihelniku jsou zobrazena ;

Druhy sloupec je sloupec, ve kterém je k= 1.

2. ve tfetim sloupci jsou tzv. , §j. takova Cisla, Ze pfedméty v poctu
daném témito Cisly lze v rovin€ vyskladat do tvaru rovnostranného trojithelniku;

3. ve Ctvrtém sloupci jsou tzv. , 1j. takova Cisla, ze predméty v poctu
daném témito Cisly lze v prostoru slozit to tvaru pravidelného ctyfsténu (tj. ,,do
pyramidy*);

4. v patém sloupci jsou tzv. pentatope Cisla, tj. takova Cisla, ze pfedméty v poctu daném
témito Cisly lze ve Ctyfrozmérném prostoru slozit do tvaru penatatope (Ctyitrozméerna
analogie pravidelného Ctyfsténu);

obr. 9

V Pascalové trojuhelniku Ize nalézt i ¢leny Fibonacciho posloupnosti (viz vizualizace na obr. 9):
,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89, ...

Jednotliva kombinacni ¢isla vystupujici v Pascalové trojuhelniku urcuji pocet riznych cest,

1

0
kterymi se lze z policka Cisla (Oj pres policka v trojuhelniku vySe umisténych Cisel dostat na policko

daného ¢isla.

2 0
Napt. na policko s ¢islem (lj =2 se lze dostat z policka Cisla (Oj dvéma zpuisoby: pies levou

1 1
jednicku (¢islo [Oj ) nebo pres pravou jednic¢ku (pies Cislo (J ). Analogicky to plati pro vSechna Cisla

v trojuhelniku.

Tento zpisob hledani poc¢tu cest v Pascalové trojuhelniku odpovida kombinacim, pomoci
kterych byla kombinacni ¢isla vystupujici v Pascalove trojuhelniku zavedena.

Posledni vlastnost, kterou z mnoha dalSich zminime, je vizualizovana na obr. 10. Pokud
v Pascalové trojuhelniku obarvime pouze ta pole, ve kterych jsou licha ¢isla, zobrazi se vzor typicky
pro tzv. Sierpinského trojuhelnik. Tento fraktalovy utvar popsal poprvé roku 1915 polsky matematik
Wactaw Franciszek Sierpinski (1882 — 1969).

10




Kombinatorika, pravdépodobnost a statistika, Jaroslav Reichl, © 2025

3-r9=
" 91.u364.-10m.Eouasooaeujeooieooinou 364

r"r"r"r-'

680! o_asd615312379944&3431&1431{:1944&2375@18&1 easu: .580.. 1360 17

5 L ey L r
8 11631816, aosd ssséwsemszharsksezhys{mszhssehessd eoed-ew
v - I' - - I' - I' -
11969, aa?dnezéw135503&915563237&@237&:5535033&1713&1162%37&-95

l'-_ -'l'-'l'"l"-l'

31 .-1540.?315253341451ivos@sﬁmmhssd@sdﬂs&i@mm57?&70541461&6333:7315%4[{nz
i -

23 253.4771.ssss’.naemogeéumdmmﬂﬁouotasznmmmnkehdmoaﬁusdmnamewsss&’.nwi-253.-2

sapa=pEa

e 12411276 uzdwezétzsuims@mewdmsaimstms125&512&:)4%&351@612{;&!?5&35413461dﬁasd@zsuhueztauz& 276 2

1.7 Binomicka véta

Srovnanim vzorcii pro vypocet n-t€ mocniny dvojélenu a+5b s Pascalovym trojuhelnikem (viz
obr. 2 a obr. 3 v kapitole 1.8) zjistime, ze numerické koeficienty v mnohoclenu, ktery vznikne
umocnénim dvojc¢lenu a + b, odpovidaji prislusnym radktim v Pascalové trojihelniku.

Plati totiz:

(a+b) =
(a+b)1=1-a+1-b

(a+b)2 =1-a*+2-ab+1-b*;

(a+b) =1-a*+3-a*b+3-ab® +1-b; ...

Hodnoty vyznacenych koeficienti se shoduji s ¢isly ve prvnim, ve druhém, ve tfetim, ve
¢tvrtém, ... fadku Pascalova trojuhelniku - viz obr. 3.

Tyto tivahy mlizeme zobecnit a vyslovit tzv. binomickou vétu:
BINOMICKA VETA: PRO VSECHNA REALNA CISLA a A b A KAZDE
PRIROZENE CIiSLO n PLATI:

! (18)
(a+b) = S P R P Bl P I P A B P e B I L
0 1 2 "
Zjednodusené¢ Ize psat vztah (18) ve tvaru
(19)

Misto nazvu kombinaéni ¢islo se u binomické véty pouziva termin binomicky koeficient.

Vyjadtime-li vyraz (a +b)" pomoci binomické véty, fikame, Ze jsme jej rozvinuli podle binomické

véty nebo Ze jsme vytvotili binomicky rozvoj vyrazu (a+b)’

11
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Dilezit¢é pro tfadu tuloh je si uvédomit, Ze k-ty cClen binomického rozvoje ma tvar:

n g DpEt
k-1

Pro feSeni fady uloh je nutné si uvédomit, Ze ¢islovani clent je ve srovnani ,,se spodnim ¢islem*
kombinac¢niho ¢isla vystupujiciho v daném ¢lenu posunuté o jednicku!

Dilkaz (binomické véty): Binomickou vétu je mozné dokézat matematickou indukei nebo
kombinatoricky. Rozvedeme nyni kombinatoricky zplsob dikazu. Nejprve se podivame na konkrétni

pitklad (a+ b)3 = aaa + aab + aba + baa + abb + bab + bba + bbb . Na kazdy z uvedenych s¢itancti se

lze divat jako na usporadanou trojici prvkl sestavenou z prvkd a a b. Sloudit lze ty scitance, jimZ
odpovidaji usporadané trojice s tymz poctem prvki a a s tymz poctem prvki b. Pocet trojic se dvéma
3!

prvky a a s jednim prvkem b je P'(2,1) TR

3
[J , pocet trojic s jednim prvkem a a s dvéma prvky

! 3 3 3 .
b je P'(1,2) =% = (J e tedy (a+ b)3 =a + (Jazb + (2}11)2 +b°. (Symbolem P’ je oznacen
pocet permutaci s opakovanim, které jsou detailn€ popsany v kapitole 1.9.)

Analogicky postup pouZijeme i v obecném piipadé (a +b)n . Vynasobenim téchto n dvojclenti

n . . 5 C . , n wr , .

a+b dostaneme (lj sou¢inti "', nebot existuje P (n—l,l):(lj uspofadanych n-tic
: n e s

sestavenych z n—1 prvkd a a jednoho prvku b; dostaneme (2] soudini a"°h*, nebot existuje

n
P'(n-2,2)= ( J usporadanych n-tic sestavenych z n—2 prvkili a a dvou prvki b; ...

Tento diikaz je i vysvétlenim, kde se v binomické véte ,,objevila“ kombinacni Cisla.

Koeficienty jednotlivych c¢lentt binomického rozvoje jsou tvofeny kombinacnimi ¢isly
z Pascalova trojuhelnika (viz kapitola 1.5).

1.8 Variace s opakovanim

Na rozdil od kapitol 1.2 az 1.4 nyni upustime od pozadavku, aby se v dané k-tici vytvorené z n
prvka kazdy prvek opakoval nejvyse jednou. Naopak: pripustime, ze se prvek v dané k-tici mize
opakovat az k-krat.

Prikladem variace s opakovanim je napt. Sestimistny PIN tvofeny z ¢islic 0, 1, ..., 9, pfiCemz se
kazda cislice v daném PINu miize opakovat az 6krat.

k-CLENNA VARIACE S OPAKOVANIM Z n PRVKU JE USPORADANA k-TICE

SESTAVENA Z TECHTO PRVKU TAK, ZE KAZDY SE V Ni VYSKYTUJE NEJVYSE k -
KRAT.

Pro ilustraci uvedeme dvouglenné variace s opakovanim ze tif prvkii a, b a ¢: (a,a), (a,b),
(a,c), (b,a), (b,b), (b,c), (c,a), (¢, b), (c,c). Oproti variacim bez opakovani se tento vycet lisi
tim, Ze jsou zde navic dvojice (a,a), (b,b) a (c,c). Dalsi rozdil oproti k-Clennym variacim bez

opakovani z n prvki, které existovaly jen pro k <n, je ten, ze k-Clenné variace s opakovanim z n
prvki existujiipro k >n.

Principialné miizeme mit i dvacetimistny PIN tvoreny Cislicemi 0, 1, ... , 9, které v ném mohou
opakovat az 20krat; mtize tedy existovat napt. PIN tvofeny dvaceti jedniCkami.

M¢jme nyni dano » navzajem ruznych prvku a pfirozené Cislo k. Pro vytvafeni k-Clennych
variaci s opakovanim z téchto »n prvki predpokladejme, ze kazdy z uvazovanych prvki je k dispozici
v neomezeném poctu exemplail. Proto je pro vybér kazdého ¢lenu usporadané k-tice k dispozici prave
n moznosti, ktery prvek vybrat na dal$i pozici sestavované k-tice, a to nezavisle na tom, které prvky
byly uz vybrany na ptedchazejici pozice.

Vzhledem k tomu, ze variace s opakovanim se typicky pouzivaji pti vytvareni riznych kodu,
PINu, Sifrovacich sekvenci, ..., tak pozadavek na ,,neomezené mnozstvi poctu exemplaii dané¢ho
prvku® je v ptipade (vétsinou) alfanumerickych znakt urcité splnén.
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Pro kazdy clen je tedy » mozZnosti vybéru. Podle kombinatorického pravidla soucinu (viz
kapitola 1.1) je tedy pocet téchto usporadanych k-tic, v nichz se kazdy prvek mize opakovat, roven

soudinu n-n-n-....n=n".
k—krat
VETA: POCET V/(n) VSECH k-CLENNYCH VARIACI S OPAKOVANIM Z n
PRVKU JE ROVEN:
V) (n)=n". (20)

1.9 Permutace s opakovdanim

V kapitole 1.3 jsme zkoumali permutace z n prvki, tj. uspoirddané n-tice, v nichz byl kazdy
z danych n prvki zastoupen pravé jednou. Zkoumejme nyni usporadané skupiny, v nichz je kazdy
z danych n prvki a,, a,, a,, ..., a, zastoupen alesponi jednou, a to v pfedem ur¢eném poctu: k, - krat

prvek a,, k,-krat prvek a,, k, - krat prvek a,, ..., k, - krat prvek a, .

Tyto skupiny se uplatni tam, kde je potfeba tvofit skupiny navzijem NEROZLISITELNYCH
PREDMETU: fixy ztéze vyrobni série liSici se pouze barvou, skupina lidi, mezi nimiz jsou
jednovajecna dvojcata, sirky vysypané ze tii krabi¢ek, v nichz se sirky li$i pouze barvou hlavicky, ...

PERMUTACE S OPAKOVANIM Z #n PRVKU JE USPORADANA k-TICE
SESTAVENA Z TECHTO PRVKU TAK, ZE KAZDY SE V Ni VYSKYTUJE ASPON
JEDNOU.

Ziejmé plati &k, +k, +k; +...+k, >n.

V piipadé, Ze k =k,=k,=..=k =1, pak k +k,+k;+..+k =n, takZe se jedna o
usporadané n-tice, v nichZ je kazdy z n prvki zastoupen praveé jednou a jedna se tedy o permutace bez
opakovani. Permutace bez opakovani jsou tedy zvlaStnim pfipadem permutaci s opakovanim.

Pocet vSech permutaci s opakovanim z n prvki, v nichz se jednotlivé prvky opakuji £, - krat,
k,- krat, k- krét, ..., k, - krat, se oznatuje P'(k,,k,, k..., k,) a lze mozné je odvodit zobecnénim
nasledujiciho postupu.

Uvazujme pét rGznych prvkd a,, a,, b, b,, b,, utvoime z nich vSech 5! permutaci a
zkoumejme, kolik z té€chto permutaci se ztotozni, jestlize u vSech péti prvki odstranime indexy, tj.
polozime a, =a, =a a b =b, =b, =b. Napf. s permutaci (b, a, b, b, a) se ztotozni permutace z prvki

a,, a,, b, b,, b, zobrazené v tab. 1:

(b, a,,b,, by, a,) (b,,a,,b,by,a,) (by,a,,b,,b,,a,)

(bl,a,,b3,b2,a2) (by,a,,b,,b,,a,) (b3 a,,b,, b, a,)

(b, a,,b,,by,a,) (by,a,,b,,by,a,) (by,a,,b,,b,,a,)

(b, a,,b;,b,,a,) (by,a,,b,, b, a,) (by,a,,b,,b,,a,)
tab. 1

Pro umisténi prvkll @, a a, na misté prvku a je celkem 2! moZnosti, pro umisténi prvka b, , b,
a b; na mist¢ prvku b je celkem 3! moznosti. S permutaci (b, a,b, b,a) tedy splyne celkem
21-3!=12 puvodnich permutaci z péti prvki a,, a,, b, b, a b,.

Timto zpisobem lze vSech 5! permutaci z danych péti prvkd «,, a,, b, b, a b, rozlozit do
takovych tfid (skupin), Ze v kazdé tfidé¢ budou prave ty permutace, které se po odstranéni indext u

danych prvkil ztotozni s jednou vybranou permutaci ,,bez indexii*“. A protoze kazda tato tfida odpovida
jediné permutaci s opakovanim ze dvou prvkl a a tfi prvki b a protoze ma 2!-3!=12 ¢lent, plati pro

poCet permutaci ze dvou prvki, znichz prvni se mlze opakovat 2krat a druhy 3krat, vztah
! 2+3)!
p(2,3)- 5L (23
2131 2131
Zobecnénim této tivahy lze dojit k nasledujicimu zavéru:

VETA: POCET PERMUTACI S OPAKOVANIM Z »n PRVKU, V NICHZ SE
JEDNOTLIVE PRVKY OPAKUJI k - KRAT, k,- KRAT, k;- KRAT, ..., k, - KRAT, JE:

13
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(k +k,+hy+..+ k) 21
k- d ke k

Vzhledem k tomu, Ze permutace z n prvkil bez opakovani jsou zvlastnim ptripadem permutaci

Pk, ky, by k) =

s opakovanim z téchto n prvkd, mélo by platit: P’[l, 1,...,1J:P(n). To plati, nebot
%/_J

n—krat

|
P11 :M:n!:P(n).

Budeme-li uvazovat permutace s opakovanim ze dvou prvku, z nichz jeden se opakuje k-krat a
druhy (n—k) -krat, dostaneme pro pocet téchto permutaci postupnym odvozenim ze vztahu (21):

k+(n—-FK))! n! n
P’(k,n—k)z( ( )) = =| |=C.(n).
k!-(n—k)! k!-(n—k)! k
VETA: POCET PERMUTACI S OPAKOVANIM ZE DVOU PRVKU OPAKUJICICH
SE k -KRAT A (n—k)-KRAT JE ROVEN POCTU k-PRVKOVYCH KOMBINACI Z n
PRVKU A PLATI:

(22)

P’(k,n—k):[Zj:Ck(n).

1.10 Kombinace s opakovanim

Poslednim druhem skupin, kterymi se budeme zabyvat, jsou skupiny, ve kterych nezavisi na
poradi a jejichz ¢leny se mohou opakovat.

k-CLENNA KOMBINACE S OPAKOVANIM Z n PRVKU JE NEUSPORADANA k-
TICE SESTAVENA Z TECHTO PRVKU TAK, ZE KAZDY SE V Ni MUZE VYSKYTOVAT
NEJVYSE k-KRAT.

Ur¢ime nyni pocet viech k-¢lennych kombinaci s opakovanim z n prvki, ktery onac¢ime C, (n) .
Kazdou tuto kombinaci ,,zasifrujeme® pomoci usporadané skupiny, v niz pouzijeme n—1 svislych
pricek (¢arek), pomoci nichz vznikne n ptihradek, do kterych budeme umist'ovat k prvkl (tecek). Pro
kazdy z danych n prvkd zakreslime do jemu odpovidajici ptihradky tolik tecek, kolikrat se dany prvek
v dané kombinaci vyskytuje; pokud se v dané kombinaci dany prvek nevyskytuje, ziistane jeho
ptihradka prazdna.

Uvazujme napt. prvky 1, 3, 4, 6 a 9, ze kterych budeme vytvaret ¢tvefice. Kombinaci (3, 4, 4, 9)
odpovida schéma zobrazené na obr. 11, kombinaci (3, 3, 3, 6) pak odpovida schéma zobrazené na obr.
12.

obr. 12

Kazdé k-Clenné kombinaci s opakovanim z n prvkd tak odpovida jedind usporadana
( k+n-— 1) -tice o k teckach a n—1 carkach (viz pravé uvedené konkrétni ukazky).

Na tyto skupiny dvou znakl lze nahlizet jako na permutace s opakovanim ze dvou prvku,
znichz jeden se opakuje k-krat a druhy (n—l)—krait. Vzhledem k tomu, Ze se jednd o vzajemné
jednoznacné pfifazeni, je mozné (i s vyuzitim kapitoly 1.9 a vztahl (21) a (22)) postupné¢ psat:
k+(n-1))! +k-1)! +k-1)! +k—1

( )) :(l’l ) — (n ) n =Ck(n+k—1).
kl-(n=1)U kl-(n=1)! k- ((n+k-1)—k)! k

C, (n)zP'(k,n—l)z(
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VETA: POCET C[(n) VSECH k-CLENNYCH KOMBINACi S OPAKOVANIM Z n

PRVKU JE:
ntk-1 (23)
C,(n)= .
S vyuzitim vztahu (23) je tedy mozné tvrdit, ze pocet C, (n) vSech k-Clennych kombinaci

s opakovanim z n prvkil je roven poctu vSech k-Clennych kombinaci (bez opakovani) z n+k—1
prvki.

15



Kombinatorika, pravdeépodobnost a statistika, Jaroslav Reichl, © 2025

2. PRAVDEPODOBNOST
2.1 Nahodné pokusy

Z hodin fyziky a chemie zname pokusy, které pti pfesném dodrzeni piedepsanych pocatecnich
podminek vedou vzdy k témuz, predem ocekavanému vysledku. Jinymi slovy fe¢eno: pokus je mozné
kdykoliv zopakovat s védomim, ze pokud dodrzime predepsané pocateéni podminky, dopadne
experiment vzdy stejné.

Mezi experimenty, o kterych byla zminka, patii napt. voln¢ pustény kaminek padajici k zemi,
zapaleny papir, ktery v ptitomnosti vzduchu shofi, ...

Ve veéde, vyzkumu i v praktické Cinnosti se ale setkavame vétSinou s pokusy, které 1 pfi
dodrzeni ptfedepsanych podminek vedou k riznym vysledkim — vysledky pokusu se mohou od
jednoho provedeni pokusu k jinému meénit. Takové pokusy nazyvame nahodné pokusy. Jejich
vysledky zavisi nejen na predepsanych pocatecnich podminkach, ale také na nahodnych vlivech.

Pti zméreni vysky, ze které bude voln¢ pustén kaminek na podlozku v riznych experimentech, a
doby dopadu na podlozku vyjde po vypoctu zrovnic popisujicich volny pad témer stejna velikost
tihového zrychleni. Rozdily mezi velikostmi tihového zrychleni vypoétené z riznych métenich budou
zpusobeny jak nepiesnosti mereni vysky a doby dopadu, tak ndhodnymi vlivy (tfes ruky uvolnujici
kaminek, lokalni zména teploty vedouci k lokalni zméné hustoty vzduchu, a tim 1 ke zmén¢ velikosti
odporové sily brzdici pohyb kaminku, ...).

Klasickymi ndhodnymi pokusy jsou losovani loterie, tahy sportky, hazeni hraci kostkou, hazeni

nichz se na pokusnych zvitatech testuje ucinek nového 1éku, a pokusy, jejichz cilem je ptesné
stanoveni:
1. fyzikalni konstanty (velikost rychlosti svétla ve vakuu, gravitacni konstanta, ...);
2. lokalni charakteristiky (velikost mistniho tithového zrychleni, hustota vzduchu, ...);
3. parametrti dan¢ho pfistroje (ohniskova vzdalenost cocky, elektromotorické napéti zdroje,
R
4. ...

Ptiklady, na nichz bude nésledujici teorie vysvétlovana, budeme volit z oblasti klasickych
pokust (losovani loterie, hazeni kostek, ...), nebot” jednotlivé zakonitosti je mozné zde sledovat 1épe,
nazorngji, a tedy i jednoduseji.

Nebude tedy nutné zpocatku sledovat i fyzikalni, chemické ¢i biologické aspekty dané
problematiky.

Budeme piredpokladat, ze u kazdého ndhodného pokusu jsme schopni piedem vyjmenovat
vSechny jeho mozné vysledky, a to tak, Ze plati:

1. vysledky se navzdjem vylucuji — nastal-li jeden vysledek, nemohl nastat druhy;

Padne-li pti hazeni kostkou jednicka nemiize zaroven pfi stejném hodu padnout i Sestka.

2. jeden z vysledkii nastane vzdy — nemize nastat zadny jiny vysledek nez jeden z moznych
vysledkd.

Pti hazeni Sestisténnou kostkou padne vzdy 1 nebo 2 nebo 3 nebo 4 nebo 5 nebo 6, ale nic
jiného.

Mnozinu vSech takto stanovenych vysledki pokusu nazveme mnoZinou vSech moZnych
vysledki pokusu. Znaci se vétSinou Q a jeji prvek pak .

Ve stfedoskolské matematice (a jejich aplikacich) je mnozina Q vzdy kone¢na.

Pti stanoveni mnoziny vSech moznych vysledki pokusu mame urcitou libovuli v zavislosti na
tom, podle jakého hlediska chceme vysledky pokusu rozliSovat, jak detailné (jemné) chceme
rozliSovat, ...

Ze tridy, v niz je 30 zak®, maji byt losem urceni 4 zaci, ktefi se podrobi testu na pritomnost
alkoholu v krvi. Pokud chceme urcit jen to, ktefi zaci se k testu dostavi, jsou vysledky losovani dany

30
¢tyf¢lennymi kombinacemi ze 30 prvka a jejich pocet je (4 J Pokud ale chceme urcit losem i to,

v jakém poradi budou k testu pristupovat, jsou vysledky losovani dany ¢tyfélennymi variacemi ze 30
prvki a jejich pocet je 30-29-28-27 .
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Rozhodnuti, zda bude nebo nebude v tomto pripadé zaviset na potadi zakl, musime ucinit na
zacatku celého experimentu, a pak experiment podle toho vyhodnocovat.

2.2 Jevy

Podmnoziny mnoziny v§ech moznych vysledkl nazyvame jevy.

Za jev tedy povazujeme: padnuti jednicky pii hodu kostkou; padnuti sudého Cisla pfi hodu
kostkou; padnuti jedni¢ky nebo Cisla vétsiho nez Ctyfi pfi hodu kostkou; vylosovani losi s ¢islem
259638 pri tahu loterie; prvni kartou, kterou obdrzi prvni hra¢ hry ze zamichaného balicku karet, bude
zaludskeé eso; student u zkousky si vylosuje otazku, na kterou neni pfipraven; ...

Jevy popisujeme zpravidla n€jakou vlastnosti, kterd je spole¢na prvkiim této podmnoziny. Jevy
se oznacuji velkymi pismeny latinské abecedy (A, B, C, ...). V daném pokusu Ize rozeznavat tolik
jevu, kolik je podmnozin mnoziny vSech moznych vysledkti Q2. Mezi jevy se pocitaji i dva zvlastni
pripady:

1. nemozny jev — prazdna mnozina, ktera je podmnoZzinu mnoziny v§ech moznych vysledkt
Q;

Pfi hazeni Sestisténnou kostkou padne sedmicka, ...

2. jisty jev — celd mnozina Q, kterd je tézZ podmnozinou mnoziny vSech moznych vysledkt
Q.

Pfi hazeni symetrickou minci padne panna nebo orel; pfi hazeni Sestisténnou kostkou padne
jedno z cCisel 1, 2, 3, 4, 5 nebo 6; ...

Jestlize ma mnozina Q celkem m prvku, pak existuje 2" riznych jevi, z nichz je predmétem
naseho zajmu obvykle jen nékolik.

Jevy jsou velmi podobné podmnozinam, pfesto se pro vztahy a operace s jevy v poctu
pravdépodobnosti vzilo pon¢kud odlisné nazvoslovi:

1. je-li e A, fikdme, Ze vysledek ® je pFiznivy jevu A;

Jev A: na kostce padne sudé Cisloa =2 (tj. padla dvojka).

2. je-li A c B, fikdme, Ze jev A je podjevem jevu B;

A — na kostce padne dvojka, B — na kostce padne Cislo mensi nez Ctyfi. Nastane-li podjev A,
nastava soucasné i jev B.

3. jev AUB, ktery nastava pravé tehdy, nastane-li aspon jeden z jevlh A a B, se nazyva
sjednocenim jevil A a B;

4. jev ANB, ktery nastava prave tehdy, nastanou-li oba jevy A a B soucasné, se nazyva
prinikem jevi A a B;

5. jelli AnB= )0/ , fikdme, Ze jevy A a B se navzajem vylucuji;

Napt. A —na kostce padne sudé ¢islo, B — na kostce padne trojka.

6. jev A', ktery nastava pravé tehdy, kdyZ jev A nenastava, nazyvame jevem opaénym
kjevu A.

Napft. jev A — pii hodu minci padne panna, pak jev opaény jevu A je jev A': pii hodu minci
padne orel.

[lustracni piiklad je uveden v kapitole 2.2.1.

2.2.1 Ilustracni priklad na vysvétleni zakladnich vlastnosti jevi
Uvazujme hru, kterd spocivd v hazeni dvéma kostkami (napf. bilou a ¢ernou) a v niz vyhra
nastava, padne-li alesponl na jedné kostce Sestka. Hod kostkami je nahodnym pokusem s témito

moznymi vysledky: Q= {(1, 1);(1,2):(1,3);..5(1,6);(2,1)5(2,2)5(2,3);..3 (6, 6)} , kde prvni ¢&islo ve

dvojici udava pocet ok na bilé kostce a druhé ¢islo pocet ok na ¢erné kostce.

Vyhra v této hie . alespon jedna Sestka) je jev V:
\Y% {(1, 6);(2,6);..5(5,6);(6,1);(6,2);...; (6, 6)} Sestka na bilé kostce je jev B, pro ktery plati:
B:{(6,1);(6, 2);...5(6, 6)}, Sestka na Cerné kostce je jev C, pro ktery plati:
Cz{(l, 6);(2,6);...;(5,6);(6, 6)} Souéasné nastani obou jevii B a C je prinik BmC={(6, 6)}

Nastani alespon jednoho z jevi B a C je sjednoceni BUC=V. Jev B i jev C jsou podjevy jevu V,
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tedy: BcV a CcV.Jev V' (opaény jev k jevu V) znamen4, Ze ani na jedné kostce nepadla Sestka.
Jevy Vaa V' se vzajemné vylucuji, tj. VAV'=0.

2.3 Pravdépodobnosti

Uvazujme néjaky pokus s mnozinou moznych vysledki 2. Pokus provedeme celkem n krat a
pro kazdy mozny vysledek pokusu @ zaznamename, kolik pokusii (z n provedenych) skoncilo prave

(@)

n
timto vysledkem. Toto ¢islo n(®) se nazyva Eetnost vysledku , podil

se nazyva relativni

&etnost vysledku o (v n pokusech). Cetnosti n(co) jsou cela nezaporna Cisla, jejichz soucet je roven

n; relativni Cetnosti ——= jsou nezaporné zlomky, jejichZ soucet je roven 1.
n

Pii losovani pomoci mince, pfi hazeni kostkou, ... chceme spravedlivé urCit vyherce, dalsi
postup hry, sazky, ... Presvéd€eni o spravedlnosti tohoto postupu vychazi ze dvou poznatki:
1. z tvahy, ze neni divod, pro¢ by padnuti jedné strany mince, jednoho ¢isla na hraci
kostce, ... mélo byt pravdépodobnéjsi nez druhé;
2. ze zkusenosti, ze relativni Cetnosti vSech vysledktl (padnuti obou stran mince, padnuti
jednoho z Sesti ¢isel na hraci kostce, ...) jsou skutecné piiblizné stejné, pokud provedeme
velky pocet hodd.

Tuto skutecnost zobrazuje i tab. 2, v niz jsou uvedeny Cetnosti a relativni Cetnosti pti deseti
(Getnost m, (w)), sto (Cetnost 7,4, (®)) a tisici (Cetnost 7,4, (®)) hodech standardni Sestisténnou

kostkou. Je vidét, Ze pti 1000 hodech jsou Cetnosti (a tedy i relativni ¢etnosti) rozlozeny rovnomeérnéji
nez pii deseti hodech kostkou.

Hod o (0)) nml—g)m) Moo (m) %(00)) My000 (0)) %O(Om)
1 4 0,4 11 0,11 163 0,163
2 1 0,1 15 0,15 181 0,181
3 3 0,3 13 0,13 164 0,164
4 1 0,1 22 0,22 186 0,186
5 1 0,1 18 0,18 154 0,154
6 0 0 21 0,21 152 0,152

tab. 2

Na zaklad¢ piedchézejicich ivah mtizeme vyslovit definici pravdépodobnosti:
MA-LI NAHODNY POKUS m MOZNYCH VYSLEDKU A JSOU-LI TYTO

VYSLEDKY STEJNE PRAVDEPODOBNE, PAK O KAZDEM Z NICH REKNEME, ZE MA
PRAVDEPODOBNOST

1 (24)
p=—:
m
Vysledky hodu mincemi, hodu kostkou, ... jsou stejné pravdépodobné, jedna-li se o idedlni
minci, kostku, ..., tj. téleso geometricky pravidelné a stejnorodé. V pfipad€, ze by byla mince ¢i

kostka né&jakym zplsobem ,upravena™ (napf. dovnitf do blizkosti jedné stény by bylo ptidano
zé&vazicko), bylo by padnuti jednotlivych stén mince ¢i kostky nesymetrické. OvSem znalost toho, ze
mince ¢i kostka je ,upravend™, nestaCi k urCeni pravdépodobnosti. Milzeme jen fici, ze
pravdépodobnost daného hodu bude veEtsi ¢i mensi nez u prislusné mince ¢i kostky neupravené. Pokud
je tfeba stanovit tuto pravdépodobnost ,,upravené* mince ¢i kostky, je mozny pouze tento postup: Na
zéklade provedeného velkého poctu pokusi zjistit relativni ¢etnost daného hodu a tuto relativni Cetnost
pak piijmout za ptibliznou hodnotu pravdépodobnosti dan¢ho hodu.

PRESNOU HODNOTU PRAVDEPODOBNOSTI PAK POVAZUJEME ZA NEZNAMOU
KONSTANTU, LEZICi NEKDE BLiZKO ZJISTENE RELATIVNi CETNOSTI.

Pfesné timto zpusobem probihaji veskera védeckd méfeni vedouci k urCovani hodnot
fyzikalnich konstant ¢i sledovanych veli¢in.

Za hodnotu prométované fyzikalni konstanty se vezme hodnota lezici dostatecné blizko
k hodnoté, kterd byla namétena s nejvyssi Cetnosti.

Vzhledem k tomu, ze pravdépodobnost tedy velmi uzce souvisi s relativni ¢etnosti, je ptirozené,
ze 1 pravdépodobnosti maji podobné vlastnosti.
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VETA: MEJME NAHODNY POKUS S MNOZINOU MOZNYCH VYSLEDKU Q.

PRAVDEPODOBNOSTI p((;)) TECHTO VYSLEDKU JSOU NEZAPORNA CiSLA,
JEJICHZ SOUCET JE ROVEN JEDNE.

2.4 Pravdépodobnosti jevii

llustracni pfiklad: Je ndhodné zvolena rodina se tfemi détmi. Pokud méme zijem jen o pohlavi
nejstarsiho, prostfedniho a nejmladsiho ditste, pak mame tyto vysledky pokusu: (c,c,c), (¢, ¢, d),
(c.d,c), (c.d.d), (d,c,c), (d,c,d), (d.d.c), (d,d,d). V jednotlivych zavorkach znamena c

chlapce, d divku a prvni pismeno znaci nejstarsi, druhé prostiedni a tfeti nejmladsi dité. Nebudeme-li
uvazovat, Zze se ve skutecnosti rodi o néco vice chlapcti nez dévcat, budou mit ob€ pohlavi stejnou
pravdépodobnost narozeni, a tedy i vSechny mozné vysledky uvazovaného pokusu maji stejnou

1 . y . . T , .
pravdépodobnost: 3 Jaka je pravdépodobnost, ze se v uvazované rodin€¢ narodi dva chlapci a jedno
dévce?

5 < . - , . N 3 ,
Reseni: Pravdépodobnost toho, Ze se v rodiné narodi dva chlapci a jedno dévce, je pak 3 nebot

tomuto jevu odpovidaji tfi mozné vysledky: (c, c, d) , (c, d, c) , (d, c, c) .

PRAVDEPODOBNOST JEVU A, KTERA SE ZNACI P(A), SE DEFINUJE JAKO
SOUCET PRAVDEPODOBNOSTI VYSLEDKU PRIiZNIVYCH JEVU A. PLATI TEDY:

P(A)zZp(m). (25)
weA
Pokud ma pokus celkem # stejné pravdépodobnych vysledkt, je pravdépodobnost jevu A rovna:
A 26
Py A (26)
n

kde m(A) je pocet vysledkt ptiznivych jevu A.

Vztah (26) lze vyjadrit slovné takto: P( A) __pocelp Fiznivich vysledyit

pocet viech moznych vysledkii
Z definice pravdépodobnosti vyplyvaji i jeji vlastnosti:

1. pravdépodobnost nemozného jevu je rovna nule: P(([)) =0;

2. pravd&podobnost jistého jevu je rovna jedné: P(Q)=1;

3. pro pravdépodobnost libovolného jevu A plati: P(A) € (0; l> .

Na zaklad¢ posledni uvedené vlastnosti pravdépodobnosti je ziejmé, Ze v fadé béznych situacich
je mozné pravdépodobnost vyjadiit i v procentech.

2.5 S¢itani pravdépodobnosti
Necht’ se jevy A a B navzajem vylucuji, tj. AnB=0. Pravdépodobnost jejich sjednoceni je

rovna:
P(AUB)= > p(0)=> p(o)+). p(e)=P(A)+P(B). (27)
weAUB weA weB
Tedy:
VETA: PRAVDEPODOBNOST SJEDNOCENI DVOU NAVZAJEM SE

VYLUCUJICiCH JEVU JE ROVNA SOUCTU JEJICH PRAVDEPODOBNOSTI.

Tuto vétu Ize zobecnit na r navzajem se vylucujicich jevi:

V: Jsou-li A, A,,.., A, navzijem se vyluCujici jevy, tj. A;NA;=0 pro i, j=L2,.,r a
1 # j,potom:

P(A|UA,U..UA )=P(A))+P(A,)+..+P(A,). (28)

Necht’ se jevy A a B nyni vzajemné nevylucuji, tj. AnB=0. Jev AUB je mozné vyjadrit
jako sjednoceni vylucujicich se jevii A a A'nB (viz obr. 13) a jev B lze vyjadfit jako sjednoceni
vylucujicich se jevi AnB a A'nB (viz obr. 14).
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o o

A’ B A’ B

obr. 13 obr. 14
Podle vztahu (27) a na zéklad¢ pravé provedenych tivah o ndhradnim vyjadieni jevl je mozné
psat: P(AUB)=P(A)+P(A'nB) a P(B)=P(ANB)+P(A'nB). Odtud je jiz mozné vyjadfit
hledanou pravdépodobnost P(A U B) dvou navzajem se nevylucujicich jevil ve tvaru:

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB). (29)

Mnemotechnicky je mozné si vztah (29) pamatovat tak, Ze je analogicky vztahu pro vypocet
poctu prvki sjednoceni dvou mnozin, které maji nenulovy prinik.

Vztah (29) plati i pro dva navzijem se vyluCujici jevy A a B, nebot’ pro tyto jevy je
P(ANB)=0, a tedy vztah (29) prejde na vztah (27).

Pro libovolny jev A plati, Ze jevy A a A' se navzajem vyluCuji a Ze A UA'=Q. Plati tedy:
P(A)+P(A")=P(Q)=1. Odtud pro pravdépodobnost jevu opatného k jevu A dostavame:

P(A')=1-P(A). (30)

Vztah AUA’'=Q je dobré si predstavit na konkrétnim piikladu. Pokud pti hazeni Sestisténnou
kostkou bude jev A ,,padne trojka“, pak jev opacny k jevu A je ,,nepadne trojka“. Pii hodu tedy urcité
nastane praveé jeden z popsanych jevi — bud’ jev A nebo jev k nému opacny. A jejich sjednocenim je
cela mnozina vSech moznych vysledkt pokusu (tj. Ze padne jedno z Cisle 1, 2, 3, 4, 5 nebo 6).

Je-li B podjevem jevu A, tj. Bc A, potom je mozné jev A vyjadiit jako sjednoceni vzajemné
se vylucujicich jevi Ba A nB' (viz obr. 15), takze plati: P(A) = P(B) + P(A N B') . Odtud je mozné
vyjadfit:

P(ANB')=P(A)-P(B). (D)
o

A

A~EB

obr. 15

Pravé uvedenou uvahu shrneme do véty popisujici pravdépodobnosti jevu B, ktery je podjevem
jevu A.

JE-LI JEV B PODJEVEM JEVU A, TJ. POKUD PLATIiBCc A, POTOM:

PLATI VZTAH (31), TJ. P(ANB')=P(A)-P(B);

PRO PRAVDEPODOBNOSTI JEVU A A B PLATI:

P(B)<P(A). (32)

Platnost vztahu (32) vyplyva ze vztahu (31), ktery definuje pravdépodobnost P(A N B') , ktera
je (jako jakakoliv jind rozumné definovana pravdépodobnost) nezaporna. Proto je nezaporna i prava
strana vyrazu (31), odkud jiz plyne platnost vztahu (32).
2.6 Nezavislé jevy (nasobeni pravdépodobnosti)

V uvodu kapitoly 2.4 byl popsan ptiklad s rodinami, které maji tfi déti. Uvedli jsme, Ze existuje
celkem osm rtiznych moznosti, co se poradi narozeni jednotlivych déti tyCe. Kazdy takovy jev ma

1
pravdépodobnost P = e
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Tlustracni priklad: Jaka je pravdépodobnost, Ze v rodin¢ bude nejstarsi chlapec a prostifedni dévce?

. . . 4 1 .
Reseni: Jevu A, ktery znaci ,,nejstarsi dité je chlapec®, ptislusi pravdépodobnost P(A) =§ :E’ jevu

B, ktery znaci ,,prostiedni dité je dévce®, ptislusi pravdépodobnost =—. Pro jev AnB

o N

(.nejstarsi je chlapec a prostiedni je dévee™) dostavame P(ANB)= . Zéroven ale vidime, Ze

plati vztah: P(A N B) = P(A) . P(B) .

Jednotlivé pravdépodobnosti uvedené v tomto prikladé byly uréeny pomoci vztahu (26) a dat
uvedenych v tvodnim rozboru tillohy v tvodu kapitoly 2.4.

Pokud bychom stejnym zptisobem chtéli vySetfovat pravdépodobnost jevu C, ktery znaci ,,vSechny tfi
.. . 1 .
déti jsou chlapci®, dostavame P(C) =3 V tomto pifpadg, ale P(ANC)#=P(A)-P(C). Divod je

ten, Ze jevy A a B lze povazovat za nezavislé (pohlavi prvniho ditéte nema vliv na pohlavi druhého
ditéte), zatimco jevy A a C nezavislé nejsou (v tomto pfipade totiz jev C zavisi na jevu A).

Nezavislé jevy mizeme tedy definovat takto:
REKNEME, ZE JEVY A A B JSOU NEZAVISLE, JESTLIZE PLATI:

P(ANB)=P(A)-P(B). (33)

Obecné jevy A, B, C, ..., Z se nazyvaji nezavislé, jestlize pravdépodobnosti pruniku

libovolnych dvou, tfi, ¢tyf, ... z nich jsou rovny sou¢iniim jejich pravdépodobnosti. Jsou-li jevy A, B,
C, ..., Z nezavislé, jsou nezavislé i kazdé dva z nich.

VETA: JSOU-LI A A B NEZAVISLE JEVY, POTOM JSOU TAKE NEZAVISLE
DVOJICE JEVU: A A B', A’ A B ATAKE A" A B'.

Duikaz: Staci si uvédomit, ze (s vyuzitim obr. 14) plati: AmB'zAm(Ar\B)’. Odtud vyplyva

P(A N B’) = P(A N (A N B)') . Vzhledem k tomu, ze (A N B) c A je mozné pouzit vztah (31) psat:

P(A ﬁ(A N B)’) = P(A) —P(AmB) . Uvédomime-li si, Ze jevy A a B jsou nezavislé, je mozné psat
ve shod¢ se vztahem (33): P(A N B) = P(A) . P(B) .
Nyni je mozné cely rozpis diikazu shrnout:
P(ANB')= P(Am(A mB)') =P(A)-P(AnB)=P(A)-P(A)-P(B)=P(A)-(1-P(B))=
=P(A)-P(B'). Z toho tedy vyplyva, Ze jevy A a B’ jsou nezavislé.

Analogicky je mozné dokazat i zbyvajici dva piipady uvedené ve véte.

2.7 Nezavisle pokusy

Uvazujme pokus, ktery se sklada ze dvou dil¢ich pokusti (napf. hod dvéma kostkami). Necht
o, znaci libovolny vysledek prvniho pokusu a pl(oal) jeho pravdépodobnost; ®, necht’ znaci

libovolny vysledek druhého pokusu a pz(oaz) jeho pravdépodobnost. Za mozné vysledky
uvazovaného ,,sdruzeného pokusu budeme povazovat vSechny dvojice ((01, coz) , které budou mit
pravdépodobnosti p(w,, ®,).

Ze vSech pokusti jsou dulezité nezavislé pokusy.

REKNEME, ZE DILCi POKUSY JSOU NEZAVISLE, JESTLIZE PRO VSECHNY
MOZNE VYSLEDKY (®,,®,) PLATI:

p(ml’(DZ):pl((Dl)'pZ(O‘)Z)' (34)
VETA: JSOU-LI DiLCi POKUSY NEZAVISLE A JE-LI JEV A URCEN JEN

VYSLEDKEM PRVNiHO DILCIHO POKUSU A JEV B JEN VYSLEDKEM DRUHEHO
POKUSU, PAK JEVY A A B JSOU NEZAVISLE.

21




Kombinatorika, pravdeépodobnost a statistika, Jaroslav Reichl, © 2025

Chapeme-li nezavislost v bézném, nematematickém smyslu slova, pak je zpravidla jasné, které
dva pokusy jsou nezavislé a které¢ ne. Matematickd definice nezavislosti (dvou) pokust, ktera byla
praveé uvedena, je volena tak, aby co nejlépe odpovidala tomuto béznému chapani.

Priklady nezavislych pokusi: hod bilou a ¢ernou hraci kostkou, hod minci, tazeni prvniho a
druhého Cisla ve sportce, ...

V pripad€ pokusu, ktery se sklada z n dil¢ich pokust, fekneme, Ze dil¢i pokusy jsou nezavisle,
jestlize pro kazdy mozny vysledek pokusu (co1 @y ey O ) plati:

(0, 0,,..0,)=p (o) p,(a,) .. p, (o), (35)
kde symboly maji obdobny vyznam jako v ptipad¢ dvou pokusi. I tvrzeni o nezavislosti jevi uréenych
riznymi dil¢imi pokusy zlstava platné i pro ptipad n dil¢ich pokust.

2.8 Binomické rozdéleni (Bernoulliho schéma)

Uvazujme nyni n nezavislych pokustl, znichz kazdy ma tytézZ dva mozné vysledky; jejich
pravdépodobnosti necht’ jsou ve vSech pokusech tytéz: p a ¢. Pfitom ovSem plati p+¢=1. Mozné

vysledky sdruzeného pokusu jsou tedy vSechny n-tice symbolii odpovidajicich dvéma uvazovanym
vysledkiim pokusu. Pravdépodobnosti téchto n-tic jsou tedy souciny » Cinitelli p nebo ¢ podle typu
vysledku sdruzeného pokusu.

Napt. pfi hazeni symetrickou minci je pravdépodobnost, Ze padne orel (O) i panna (P) stejna —
tj. p=q=0,5. Pti péti hodech mtize nastat napt. tento vysledek: POOOP; pravdépodobnost tohoto

pokusu by tedy byla 0,5°.

Pfi hazeni symetrickou Sestisténnou kostkou je pravdépodobnost, Ze padne cislo 6 rovna G

pravdépodobnost, Ze nepadne ¢islo 6 je rovna % Vysledek experimentu péti hodl je tento: 12634 a

4
jeho pravdépodobnost je % (%) =0,08.

Specialné tak dostaneme:
1. pravdépodobnost, ze vSechny pokusy skonci vysledkem, ktery ma pravdépodobnost p, je
P
2. pravdépodobnost, ze vSechny pokusy skonci vysledkem, ktery ma pravdépodobnost ¢, je

n

q".

Uvazujme nyni takovy vysledek, ze prvnich & pokusi skoncilo vysledkem, jemuZz odpovida
pravdépodobnost p, a zbyvajicich n—k pokusti skoncilo vysledkem, jemuz odpovida
n—k

pravdépodobnost ¢. Takovy vysledek ma pravdépodobnost p* -¢"™*. Stejnou pravdépodobnost maji i
vysledky, v nichz:
1. poslednich & pokusti ma vysledek, jemuz odpovida pravdépodobnost p, a ptedchazejicich
n—k pokust ma vysledek, jemuz odpovida pravdépodobnost g;
2. urc¢itych k pokusti mé vysledek, jemuz odpovida pravdépodobnost p, a ostatnich n—k
pokusti ma vysledek, jemuz odpovida pravdépodobnost g.
Uvazujme nyni takovy jev A, , ktery znamend, Ze pravé k pokusti je téch s pravdépodobnosti p,
a tedy zbyvajicich n—k pokust je téch s pravdépodobnosti ¢g. Pfitom je jedno, o kterych k pokust
ptjde. Tomuto jevu jsou piiznivé ty n-tice, které maji pravdépodobnost p* -¢"™* . Téchto n-tic je tolik,

kolika zptisoby lze vybrat & pokusii z celkového poctu pokust 7, tedy [Zj .

Pfi hazeni symetrickou kostkou se zaméfenim na padnuti Cisla 6 jsou tyto vysledky stejné
pravdépodobné: 12645, 16245, 62541, ...

Miuzeme tedy formulovat zaveér:

MEJME n NEZAVISLYCH POKUSU, Z NICHZ KAZDY SKONCi BUD ZDAREM
S PRAVDEPODOBNOSTI p NEBO NEZDAREM S PRAVDEPODOBNOSTI q.

PRAVDEPODOBNOST JEVU A,, ZE PRAVE k POKUSU SKONCi ZDAREM, JE:
22
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(36)
p(Ak)z(Zj.pk _qnfk

PRO £=0,1,2,...,n.

S vyuzitim binomické véty (viz kapitola 1.7) a vztahu mezi pravdépodobnosti p a ¢ mizeme
psat:

n n n n n—-1 n 2 n-2 n n >
(p+4q) = A P AT A DY VA A I . Vzhledem k tomu, Ze p+¢q=1,

jei (p+q)n =1.
Stejny zavér dostaneme 1 z pravdépodobnosti vahy: Jevy ,,pravé & pokust bude zdafilych® se
pro £=0,1,2,...,n navzajem vylucuji a jeden z nich nastava vzdy. Jejich sjednoceni je proto jisty jev,

R n n n—1 n 2 n-2 n n
a proto plati -q" + “pq" + pg T+ ph=1.
0 1 2 n

n
Pravdépodobnosti (k] pfg"™ pro k=0,1,2,.,n tvofi tzv. binomické rozdéleni

(Bernoulliho schéma). Timto problémem se zabyval §vycarsky matematik Jacob Bernoulli (1655 —
1705).

Binomické rozdéleni je pro 30 nezavislych pokusli zobrazeno na obr. 16 pro pravdépodobnost:
1. p=0,1-viz®;

2. p=0,2 —viz A;

3. p=0,4-vizV,

4., p=0,5 —vizlk;

5. p=0,7 —viz

Binomické rozdéleni
P(Ax)
0.25;
°
o
0.20t
° , FaY
0.15¢ . A v v -
i vVE =®
A Y Hy 2
0.10r L
A v | v O
A
005.- o Y = v B
A v ‘ v u
ve® _®m A v B
#&m—%ii—‘%—.ﬂ—x—z)—l—l—lws k
obr. 16

Z grafu zobrazeného na obr. 16 je patrné, Ze pro pravdépodobnost uvazovaného jevu A, lze
vycCist:
1. jeji maximum se s rostouci pravdépodobnosti p posouva k vyssimu k;
2. jeji maximum nabyva velkych hodnot pro malé (resp. velké) hodnoty pravdépodobnosti
p;



Kombinatorika, pravdeépodobnost a statistika, Jaroslav Reichl, © 2025
3. pro vétsinu hodnot £ je relativné mala.

2.9 Podminénda pravdépodobnost

Uvazujme piiklad, kdy hazime dvéma Ctyfsténnymi hracimi kostkami, tj. kostkami, na nichz
mohou padnout ¢isla 1, 2, 3 nebo 4. Jaka je pravdépodobnost, ze soucet Cisel na obou kostkach bude
roven Sesti? Jaka pravdépodobnost, ze soucet ¢isel na obou kostkach bude roven Sesti za predpokladu,
7e na ze jedné z kostek padlo ¢islo mensi nez tfi?

Vsechny moznosti, jak mohou ob& kostky padnout jsou zobrazeny vtab. 3 (prvni Cislo
usporadané dvojice je Cislo, které padlo na prvni kostce, druhé ¢islo je to, které padlo na druhé kostce):

{513 125 [13]: [15 4];
[2:1]:[2:2]:[2: 3]:[2; 4]:
[3;1];[3: 2]:[3; 3]; [3: 4):
[4;

[
5[4 2] [4:3]: [4: 4]}

tab. 3
Jev A je jev ,,soucet Cisel na kostkach je roven Sesti, jev B je jev ,,na jedné z kostek padlo ¢islo
mens$i nez 3%  Pravdépodobnost, Ze nastane jev A, uréime zpfiznivych dvojic:
3
={[2:4];[3:3];[4; 2]} . Tedy P(A) =

Jevu B vyhovuji usporadané dvojice zobrazené v tab. 4, v nichZ alespon jedno ¢islo je mensi
nez ti:

B ={[1;1]; [1; 2]; [1: 3]: [1; 4];
[2:1];[2:2]:[2:3]; [2:4];
[3:1]:[3:2];

[4:1]:[4; 2]}

tab. 4
Z dvojic zobrazenych v tab. 4 nas zajimaji ty, které maji soucet rovny Sesti — a to jsou dvojice
21
A|B={[2 4];[4; 2]} Hledana pravdépodobnost tedy je: P(A|B) R

Na vypocet pravdépodobnosti P(A|B) lze tedy nahlizet tak, ze ji pocitame ,,standardnim

vztahem® (tj. pocet priznivych vysledki pokusu déleny poctem vsech vysledkii), jen celkovy pocet
vysledkti vybirame z jiz zredukované ptivodni mnoziny vSech moznych vysledkd.

Uvazujme nyni obecné takovy pokus, ktery ma mozné vysledky o a jejichz pravdépodobnost je
p((o). Predstavme si nyni situaci, ze se béhem pokusu dozvime, Ze nastal jev B. To pro dalsi

vysetiovani pravdépodobnosti znamend, ze musime puvodni pravdépodobnosti p(oa) nahradit

»hovymi‘ pravdépodobnostmi p(oa|B) , které zohledni fakt, ze mame informaci o tom, Ze nastal jev

B. Tyto pravdépodobnosti p(oa|B) se nazyvaji podminéné pravdépodobnosti za podminky B

Pojem podminéna pravdépodobnost je nutné spravné chépat.

Je-li jev H ,,nahodné vybrany ¢lovek je fanousek hokeje®, pak P(H) je nepodminéna (.
,»hormalni“) pravdépodobnost.

Pokud budeme zkoumat, zda nahodné vybrany muz (jev M) je fanousek hokeje (jev H), pak se
ptame na podminénou pravdépodobnost P(H|M). Pii jejim experimentalnim hledani je tedy nutné
splnit podminku, Ze osloveny respondent je muz, a az poté se ptat, zda fandi hokeji. Lze ocekavat, ze
P(H|M) > P(H), tj. ze mezi muZi bude vice fanouski hokeje nez mezi vSemi lidmi (napf. ve méstg).

Pfitom ke kazdé podminéné pravdépodobnosti existuje inverzmi podminéna
pravdépodobnost, v niz jsou obé podminky ,,prohozeny*.
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Ve vyse uvedeném piikladu s hokejem bychom se ptali, zda nahodné vybrany fanousek hokeje
je muz. Tato podminénd pravdépodobnost P(M|H) bude patrné velmi blizkéd jedné (mezi fanousky

hokeje budou patrné prevazovat muzi).

Ziejm¢& pak plati p(m|B)=0 pro wg¢B, protoze tyto vysledky uz nemohou nastat.

Pravdépodobnosti vysledki o € B pak musime imérné zvétsit, aby jejich soucet byl opét roven jedné.
Musi tedy platit:

p(o) (37)

pro o€ B. (V tomto pfipadé uvazujeme jev B s nenulovou pravdépodobnosti.)

Zlomek (37) je skuteén& vétsi neZ pravdépodobnost p(w), protoze P(B)e(0;1).

Podminéna pravdépodobnost libovolného jevu A za podminky B je pak definovana jako soucet
pravdépodobnosti vysledkil priznivych jevu A, tedy:

p(0) P(ANB) (38)
(AB)= 2P (1) 2 o) = (o)
2.9.1 Pokus se stejné pravdépodobnymi vysledky
o . . ., ) m(AmB)
Pokud se jedna o pokus se stejn¢ pravdépodobnymi vysledky, je P(AmB)z— a
m
ANB
P(B) = @ Potom plati (po dosazeni do vztahu (38)): P(A|B) =% , kde m(X) oznacuje
m m

pocet vysledk priznivych jevu X.
2.9.2 Nezavislé jevy

. . . P(A)-
Jsou-li jevy A a B navzajem nezavislé, pak P(A|B)=P—=

P(A)-P(B)

P(B|A)= P(A)

= P(B) . Tedy nastani jevu B neovlivni pravdépodobnost jevu A a naopak.

2.9.3 Zavislé jevy
Pro jevy A a B, které nejsou nezavislé, mizeme podminku pro podminénou pravdépodobnost
psat ve tvaru:

P(AnB)=P(B)-P(A[B)=P(A)-P(B|A). (39)
Vztah (39) se n¢kdy nazyva vzorec pro nasobeni pravdépodobnosti.
2.9.4 Navzijem se vylucujici jevy

Uvazujme dva jevy B, a B,, které se navzajem vylucuji, pfi¢emz jeden z nich nastava urcité, tj.
plati: B, "B, = asoucasné B,UB, =Q.

Q
A

B, B,
obr. 17

Potom pro libovolny jev A z mnoziny Q (ve shod¢ se schematickym zndzornénim na obr. 17)
plati:. A=ANB, UANB,. Jevy AnB, a AnB, se opé vyluCuji, a proto miZeme psat:
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P(A)=P(ANB,)+P(ANB,). Vyjadiime-li nyni pravdépodobnosti obou prinikd, dostaneme
vztah:
P(A)=P(B,)-P(A

B)+P(B,)-P(A[B,). (40)

Vztah (40) je tzv. vzorec pro celkovou pravdépodobnost.
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3. STATISTIKA

Statistika zkouma jevy na dostate¢né¢ rozsahlém souboru piipadii a hleda ty vlastnosti jevt, které
se projevi az v souboru piipadil a ne na jednom pfipade¢.

Typickym ptikladem je prumer znamek ve Skole z dané¢ho predmétu, primérna volebni ucast ve
volbach, procentualni zastoupeni homosexualné orientovanych jedincti v populaci, ...

3.1 Statisticky soubor, statistické jednotky, znak

Zakladnim pojmem je statisticky soubor a jeho prvky, které se nazyvaji statistické jednotky.
Tento soubor vysetiujeme z hlediska zvoleného znaku (nebo vice znakl). Hodnota znaku musi byt
vzdy jednoznaéné stanovena. Existuji pfitom dva druhy znakd:

1. kvantitativni znak — jeho hodnota je urena ¢iselnou hodnotou (vyska postavy v cm,
znamka z matematiky, pocCet sourozencii, piijem uvedeny v K¢, ...);

2. kvalitativni znak — jeho hodnoty jsou dany kvalitou (povolani dané osoby, barva oci,
pohlavi, rodinny stav, ...), nejjednodussi kvalitativni znaky jsou pfitom ty, které jsou
dany urcitym jevem a jeho opakem (muz — zena, prospé€l — neprospél, vojak — nevojak,
...); tyto znaky se nazyvaji alternativni znaky.

Prikladem statistického souboru je databaze zakt Skoly, ve které je o kazdém zakovi uloZzena
fada informaci — jméno, ptijmeni, datum narozeni, misto narozeni, adresa bydlisté, ¢islo ISIC karty,
znamky na pololetnich vysvédcenich, uvolnéni z predméti (napt. z TV), ... Jednotlivymi statistickymi
jednotkami jsou pak jednotlivi Zaci a jejich ,,vlastnosti“. Znakem, z hlediska kterého statisticky soubor
vySetfujeme, mize byt ,,narozen v kvétnu®, ,bydli v Praze“, ,muz®, ,primér znamek na vsech
vysveédcenich z matematiky je mensi nez 1,5, ...

3.2 Rozdéleni Cetnosti a jeho grafické zndzornéni

3.2.1 Zavedeni pojmii a jejich vysvétleni
Pti statistickém Setfeni se zpravidla vySetfuje vice znakt, které nas zajimaji jak kazdy zvlast,
tak i ve vzajemném vztahu.

Pti pfedvolenim priizkumu zajima politické strany, jak bude kdo volit (jeden znak — ,,strana,
kterou volim*). Je ale zajimavé také veédét, jak voli lidé z venkova a z vétSich mést (,,strana, kterou
volim* a ,,bydliste), jak voli lidé rizného vzdélani (,,strana, kterou volim* a ,nejvyssi dosazené
vzdélani“) nebo nabozenstvi (,,strana, kterou volim™ a ,,vyznani®), ...

Pro dalsi vyklad se omezime jen na Setfeni, ve kterych nds bude zajimat jen jeden znak.
Vysledkem Setfeni tedy je seznam jednotek s udanim hodnoty znaku u kazdé z nich. Jsou-li jednotky
v seznamu ocislovany 1, 2, ..., n (ne N), pak jim odpovidajici hodnoty znaku x oznaCime symboly
X, X,,..., X, . Casto mize znak nabyvat jen uréitého poétu r riznych hodnot; tyto hodnoty znaku

v * * *
oznacime symboly x,, X,, ..., X, .

Ve statistickém souboru znamek z matematiky na vyrocnim vysvédceni 30 zaka jedné tfidy
nebude 30 riznych hodnot (n =30) ale jen pét (r=15) — tj. jedna z péti znamek pouzivanych ke
klasifikaci.

Pro kazdou moznou hodnotu x; zjistime, kolikrat se vyskytla mezi znaky x,, x,,..., x, . Takto
zjiStény pocet n; se nazyva Cetnost hodnoty xl Soucet Cetnosti vSech moznych hodnot znaku se

rovna poctu vSech jednotek souboru, tj. plati:
: (41)
Z n=n.
j=
Relativni ¢etnost je pak definovana vztahem
o (42)

a udava, jaka ¢ast souboru ma hodnotu znaku x;. Na zaklad¢ vztahti (41) a (42) je zfejmé, Ze plati:
c (43)

Zvjzl.

i
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Relativni Cetnost je mozné vyjadrovat také v procentech; soucet relativnich Cetnosti je pak roven
100 %.
Rozdéleni Cetnosti daného znaku statistického souboru mutzeme graficky znazornit riznymi
zpisoby:
1. tabulkou rozdéleni Cetnosti — zpravidla dvouradkova (resp. dvousloupcova) tabulka,
v jejimz prvnim tadku (resp. sloupci) jsou uvedeny hodnoty x;’ znaku a ve druhém fadku

(resp. sloupci) je uvedena Cetnost nebo relativni Cetnost (udana desetinnym cislem nebo
v procentech);

2. spojnicovym diagramem (polygonem cetnosti) — spojeni bodd, jejichZ prvni soufadnice je
hodnota x; znaku a druha soufadnice je odpovidajici éetnost;

3. sloupkovym diagram (histogram) — pouziva se zejména tehdy, jsou-li hodnoty znaku
sdruzeny do intervalli; tyto intervaly pak tvofi zdkladny sloupkil a odpovidajici Cetnosti
udavaji vysky sloupku;

Do intervali lze sdruzit napf. télesnou vysku postavy udanou v centimetrech (vytvorime
intervaly 150 - 154, 155 - 159, 160 - 164, ...), pocty obyvatel ve méstech (0 - 5000, 5001 - 10000,
10001 - 15000, ...) a podobng.

4. kruhovym diagram — riiznym hodnotam znaku odpovidaji kruhové vysece, jejichz plosné
obsahy (a tedy stfedové uhly) jsou umérné Cetnostem (v tomto grafu se velmi Casto
pouzivaji relativni Cetnosti vyjadiené v procentech).

Histogram se pouzivd vétSinou pro zndzornéni rozdé€leni Cetnosti kvantitativnich znakl a
kruhovy diagram se pouziva vétSinou pro znazornéni rozdeleni cetnosti kvalitativnich znakt.

3.2.2 Konkrétni ukazka
Mame k dispozici seznam znamek z matematiky na pololetnim vysvédéeni v jedné ttide:
1,1,1,2,2,3,2,4,3,3,4,5,3,4,5,1,2,2,1,2,3,4,3, 3, 3. (44)
Pro nékteré statistické charakteristiky (uvedené v kapitole 3.3) je nutné fadu znamek (44)
sefadit vzestupné. Dostaneme tak fadu
1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,2,3,3,3,3,3,3,3,3,4,4,4,4,5, 5. (45)
Tabulka rozdé€leni Cetnosti je zobrazena na obr. 18. Na zakladé ni je pak sestrojen polygon

Cetnosti zobrazeny na obr. 19. Jednotlivé body tohoto grafu odpovidaji jednotlivym znamkam a jejich
Cetnostem.

Znamka | Cetnost
1 5
2 6
3 3
4 4
5 2
obr. 18
Cetnost
8.
6_
4.
2_
1 2 I B

obr. 19
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Na obr. 20 je pak zobrazen histogram se stejnou vypovidaci hodnotou, jakou ma polygon
cetnosti.
Getnost

8

0 Znam
1 2 3 4 5 k]d'

obr. 20

S vyuzitim vztahu (42) je mozné dopocitat relativni ¢etnosti a zobrazit je v kruhovém diagramu
(viz obr. 21).

s 1;20%
02 24%
m332%
m4;16 %
25 8%

obr. 21

3.3 Charakteristiky polohy a variability

Pro kvantitativni znaky lze zavést dalsi charakteristiky, které jsou udany samostatnymi Cisly.
Uplnou statistiku daného znaku podéava rozdéleni Cetnosti (viz kapitola 3.2), ale i ¢isla charakterizujici
polohu a variabilitu znaku jsou pro fadu aplikaci dulezita.

3.3.1 Charakteristiky polohy
Nejcastéji pouzivanou charakteristikou polohy znaku x je aritmeticky préamér.
ARITMETICKY PRUMER X ZNAKU x JE SOUCET HODNOT ZNAKU

ZJISTENYCH U VSECH JEDNOTEK SOUBORU DELENY POCTEM VSECH JEDNOTEK
SOUBORU:

B (46)
X=—) x.
n; '
Pocitame-li aritmeticky pramér ztabulky rozdéleni Cetnosti, je nutné kazdou hodnotu x;
nasobit jeji Cetnosti. Vztah (46) je proto nutné upravit do tvaru:

I
x=—§xn'.
1)
nj:I

Urcovani priméru ma smysl pouze v téch statistickych souborech, ve kterych jsou individudlni
odchylky jednotlivych prvki souboru nahodilé. Ve statistickych souborech, ve kterych jsou
individualni odchylky jednotlivych prvkd souboru systematické, je vhodn&jsi urCovat priumérny
prirustek.

(47)

Soubory s nahodilymi odchylkami jsou typicky data ziskana béhem fyzikalniho méfeni.
Jednotlivé odchylky jsou dany nepfesnym odectenim hodnoty z meéfidla, nepiesnym nastavenim
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hodnoty elektrického proudu, ... Systematicka chyba (Spatnd metoda méfeni, fadova chyba pfi Cteni
udaje z méfidla, ...) se velmi rychle v pripad¢ fyzikalniho méfeni pozna a lze ji tedy eliminovat
(zménou metody méteni, peclivéjSim ctenim z pristroje, ...).

V nékterych ptipadech se statisticky soubor sklada z vice dil¢ich soubord A, B, C a D. Pfitom
zname pocty jednotek n,, ny, n. a n, v dil¢ich souborech a priméry X,, X;, X. a X, znaku x
v dil¢ich souborech. Na zaklad¢ znalosti t€chto dat chceme urcit primér x v celém souboru.

Dil¢imi soubory mohou byt napt. seznamy zakt dvou paralelnich tfid v rocniku stfedni Skoly a
znakem x znamky z matematiky na pololetnim vysveédceni v jednotlivych tfidach. Za dil¢i soubory lze
povazovat znamky zjednoho predmétu (naptf. matematika), které maji rizné véhy (domaci ukol,
zkousSeni, test, pololetni prace, ...).

Hledany primér urc¢ime tak, ze soucet hodnot sledovaného znaku v celém souboru vydélime
poctem vsech jednotek v souboru. Dostaneme tak vztah:

)—C:xA'nA+xB'nB+xc'nc+xD'nD (48)
ny +ng +ne +npy
Vztah (48) se nazyva vaZzeny prumér Cisel X, , X, X. a X, s vdhami n,, n,, n. a n,. Tento
vztah je mozné zobecnit i pro vétsi pocet dil¢ich soubort, nez jsou uvedené Ctyfi.
Nyni se pokusime vysvétlit, pro¢ je praveé primer dobrou charakteristikou polohy znaku.
Uvazujme, Ze kazda zjisténa hodnota znaku je souétem dvou slozek:

1. slozka charakteristicka pro cely soubor obsahujici urcitou globalni informaci o tomto
souboru;
2. individualni odchylka dané jednotky souboru, kterd ma viceméné nahodny charakter.
Vypocitame-li prumér, tak prvni slozka vynikne, protoze individualni odchylky, které jsou
kladné i zaporné, se navzajem témet odectou.

Pravé uvedené mizeme ilustrovat na fyzikalnim méteni. Uvazujme méfeni prumeéru valcové
soucastky (viz tab. 5), Pfi méfeni ve fyzice se bézné uvadi prvni a druhy sloupec, tteti sloupec je
doplnén pro ilustraci faktu, ze individualni odchylky (vznikajici chybou méfeni) se navzajem maji
tendenci odecist.

Cislo méreni m_Gr,n %
1 25,3 | 25,4 - 0,1
2 25,7 | 25,4 + 0,3
3 24,9 | 25,4 - 0,5
4 24,8 | 25,4 - 0,6
> 25,7 | 25,4 + 0,3
6 25,5 | 25,4 + 0,1
7 25,6 | 25,4 + 9,2
8 24,6 | 25,4 - 0,8
9 26,0 | 25,4 + 0,6
19 25,8 | 25,4 + 0,4

tab. 5

Z vyse uvedeného divodu neni primér vhodnou charakteristikou polohy v téch piipadech,
v nichZ individudlni odchylky nejsou nahodilé, ale systematické. To je pfipad v Casovych tadach,
v nichz data vykazuji urcity trend, vyvoj v Case; vtomto piipadé¢ byva lepSim (zajimavéj$im)
ukazatelem neZ primér priamérny piirustek (resp. primérny ubytek) vysSetfovaného znaku za jedno
casové obdobi.

Jsou-li jednotliva obdobi o¢islovana 0, 1, 2, ..., n, jsou-li x,, x,, x,, ..., x, jim odpovidajici
hodnoty znaku a jsou-li y, =x, -x,, y,=x,-x,, ..., ¥, =X, —x,_, piirtstky za jednotlivd obdobi,
pak pro primérny piirtstek plati vztah

_ 1 X, — X, (49)
Yy==2h=—""—-
ni- n
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Ze vztahu (49) plyne, ze k vypoctu primérného piirtstku sta¢i znat celkovy piirtstek za
sledovany pocet obdobi a neni nutné znat prirdstky za jednotliva obdobi.

l Hodinové teploty v Chlumci nad Cidlinou dne 1. 1. 2023 ‘

°c
15 L
o
° ®
o ° ¢
°
™ . ™
. SR ER—— RRSTNRERSRRINSNNSN g
e °
[ ) o 'Y
®q (X
5,
T
5 10 15 20 h
obr. 22

Na obr. 22 je zobrazen pribéh primernych hodinovych teplot na stanici v Chlumci nad Cidlinou
ze dne 1. 1. 2023. Primérna teplota toho dne byla 10,4 °C (v grafu na obr. 22 je zobrazena modrou

ptrerusovanou ¢arou), zatimco praimérny prirastek (resp. ubytek) byl —0,2 °C.

Pro nékteré Casové fady zobrazujici zejména narodohospodaiské udaje (inflace, zisk, ...) je

vhodné udavat pramérné tempo ristu za jedno obdobi. Tim je myslen prumér podild hodnot za dvé
« s . s . oy e X X X, wr «

po sobé& nasledujici obdobi, tedy primér podil z, ==+, z, =%, ..., z, =—>. V tomto pfipad¢ se

%o X Xn-1

pocita geometricky priumér pomoci vztahu

Zg =8z zy 0z, (50)

Geometricky primér se definuje pouze pro kladna Cisla.

o v s o r 1z — X
Dosazenim do vztahu (50) pro primérné tempo ristu ziskdme vztah z; = n/ —-.
Xo

D
C
Kk .
XH
7A YG
Q
a b
A B
S P
obr. 23

Dal$im typem priméru, ktery se pro kladna ¢isla x,, x,, ..., x, pouzivd, je harmonicky
priumér definovany vztahem
- 1 (51)

Xy = .

(1o 1
— =+ +—
n\x X, X

n

Poslednim typem priméru, ktery 1ze zavést, ale ktery se bézn¢ ve statistice pfili§ nepouziva, je
kvadraticky prumér definovany vztahem
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52

_ XX X (52)

X =4 ———*o.
n

Vsechny priméry, které byly vySe popsany, jsou schematicky pro dvé kladna Cdcisla
reprezentovana useCkami délek a a b zobrazeny na obr. 23. S vyuzitim tohoto obrazku lze i na zaklade
geometrickych tvah a vztahil pro dana kladna ¢isla a a  odvodit vztahy (46), (50), (51) a (52).

Pro zobrazené prameéry pfitom plati vztah
X 2X, 2 X 2 Xy, (53)
pri¢emz rovnost vSech prumérl nastava pouze pro situaci, kdy a = b.

Dal$imi charakteristikami polohy jsou modus a median.

MODUS ZNAKU x SE ZNACi Mod(x) A UDAVA HODNOTU ZNAKU x
S NEJVYSSi CETNOSTI.

MEDIAN ZNAKU x SE ZNACI Med(x) A UDAVA PROSTREDNI HODNOTU
ZNAKU x, JSOU-LI HODNOTY x,X,,..,x, USPORADANY VZESTUPNE PODLE
VELIKOSTI. PRITOM PLATI:

Med(x)=x,,, JE-LI n LICHE;

n+l
2

Tedy median je skute¢né prosttedni hodnota v vzestupné usporddaném souboru dat.

Med(x) = %(xn +X,

j JE-LI n SUDE.
+1
2 2

V tomto ptfipadé je median primérem dvou hodnot, které jsou ,uprostied“ vzestupné
usporadaného souboru dat.

Median se uzivad jako charakteristika polohy zejména v téch souborech, ve kterych hodnoty
znaku u nékterych jednotek extrémné vybocuji z fady ostatnich hodnot (viz kapitola 3.3.3).

3.3.2 Charakteristiky variability

Kazda charakteristika polohy (aritmeticky primér, modus, medidn — viz kapitola 3.2.1) je
urCena Cislem, kolem kterého jednotlivé hodnoty znaku kolisaji. Miru tohoto kolisani vyjadiuji
charakteristiky variability (charakteristiky proménlivosti) znaku.

Jako charakteristika variability k aritmetickému priiméru (jakozto charakteristice polohy) se
vetSinou pouziva rozptyl.

ROZPTYL s, ZNAKU x JE DEFINOVANY JAKO PRUMER DRUHYCH MOCNIN
ODCHYLEK OD ARITMETICKEHO PRUMERU:

£ =13 (5 -7)
nig
Je-li rozptyl pocitan na zaklad¢ tabulky Cetnosti, pak vztah (54) pfejde na vztah
| 2
2 —
S ZZZ(’CJ _x) ;.
j=1

Pokud provedeme ve vztahu (54) nazna¢ené umocnéni, ziskame postupne:

1$ _ ¢ 1 I, 1 _ o, 1 -
sf=—Z(xi2—2xix+x2)=—2xi2—2x—2xi+—-n'x2:—2xi2—2x-x+x2=—inz—x2.
n s s n s n n n i

i=1

(54)

(55)

Analogickou upravu mizeme provést i se vztahem (55).

Dalsi charakteristikou je smérodatna odchylka.
SMERODATNA ODCHYLKA s, JE DEFINOVANA JAKO DRUHA ODMOCNINA

Z ROZPTYLU:
n (56)
s, = /lZ:(x1 —)_c)z .
n i

Smeérodatna odchylka charakterizuje variabilitu znaku ve stejnych jednotkach, v jakych byly
udany hodnoty znaku, zatimco rozptyl je vyjadfen ve druhé mocnin¢ téchto jednotek. Proto je pro
technick4 méteni (fyzika, chemie, ...) vhodnéjsi pouzivat smérodatnou odchylku naméfenych dat.
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Bezrozmérnym cislem (vyjadiujicim se téz v procentech), které charakterizuje variabilitu znaku

x, je variacni koeficient.

VARIACNI KOEFICIENT v, JE DEFINOVAN JAKO PODIL SMERODATNE
ODCHYLKY A ARITMETICKEHO PRUMERU:
S, (57)

-100% .

vV, =
X

Z definice je ziejmé, Ze variacni koeficient ma smysl pouze tehdy, pokud jsou hodnoty znaku x
nezaporné.

V ptipadé, Ze statisticky soubor bude tvoifen naméfenymi daty (fyzikalnimi, chemickymi, ...),
predstavuje variacni koeficient relativni chybu (relativni odchylku) daného métenti.

Posledni charakteristikou variability jsou kvantily.

KVANTIL x, URCUJE HODNOTU ZNAKU, PRO KTEROU PLAT{, ZE NEJMENE p

PROCENT PRVKU DANEHO STATISTICKEHO SOUBORU MA HODNOTU MENSI NEBO
ROVNOU x, A 100—p PROCENT PRVKU SOUBORU MA HODNOTU VETSi NEBO

ROVNOU X, .

V praxi se pouzivaji tyto kvantily:
1. x4, je median;

Definice uvedena vyse tika, Ze median je ,,prostredni® prvek vzestupné usporadaného souboru.
To ale znamend, ze 50 % hodnot souboru je mensich nebo rovnych medidnu a zbyvajicich 50 %
hodnot je vétSich nebo rovnych medianu.

2. x,; je dolni kvartil;
3. x,5 je horni kvartil;

4. X, X,, X5, ..., X, jSOu percentily.

Pti rznych soutézich, vybérovych fizenich, ptijimacich zkouskéch, ... se pouzivaji k popisu
uspesnosti daného uchazece prave percentily. Je-li tedy napt. percentil uchazece 89 (tj. je na 89tém
percentilu), znamena to, ze 89 % uchazeci je horsich nez on a pouze 11 % je lepsich nez on. Pokud je
navic predem jasné, ze Gspé€Snych v daném tizeni bude nejlepsich 90 % ucastnikd, ma tento ucastnik
jisté, Ze je mezi ispeSnymi.

Budeme-li pracovat se vzestupné uspofadanym statistickym souborem, ktery bude mit »
statistickych jednotek, je kvantil x  roven prvku stojicimu na k-tém mist¢ v souboru. Pfitom

k ziskame ze vztahu
_n-p (58)
100

tak, ze vysledek uvedeného podilu zaokrouhlime vzdy nahoru.

3.3.3 Konkrétni ukizka

Vratime-li se nyni k seznamu znamek z matematiky (44) uvedenému v kapitole 3.2.2, miizeme
dopocitat dalsi charakteristiky tohoto souboru.

Primérna znamka (vypoétena podle vztahu (46) je 2,68.
Median znamek je 3 - jedna se o tfinactou znamku ve vzestupné sefazeném seznamu znamek
(45), kterych je celkem 25. Pokud budeme chéapat medidn jako kvantil x,,, pak miZeme podle vztahu
25-50 1250

(58) spocitat potadi znamky, kterd je medianem: k :W_ 100 =12,5; po zaokrouhleni nahoru

dostavame tedy k& =13. Ziskali jsme tedy stejné poradi jako s vyuzitim definice medianu.

Modus znamek je 3, protoze trojka se vyskytuje v seznamu znamek nejcastéji (viz téz tabulka
Cetnosti na obr. 18).

Rozptyl zndmek je podle vztahu (54) roven 1,42.
Smérodatna odchylka je na zakladé vztahu (56) rovna 1,19.
Varia¢ni koeficient zndmek vypocteny podle vztahu (57) je roven 0,44, tedy 44 %.
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Z praktického hlediska je n¢kdy vhodnéjsi udavat median nez pramér. V nékterych piipadech
ma totiz lepsi vypovidaci hodnotu.

Uvazujme tento soubor Cisel: 1, 1, 1,2, 3,3, 4,4, 5, 6, 8, 120, 150, 200, 242.

Primér téchto cCisel je 50 a median je 4.

V piipadé souboru Cisel 44, 45, 46, 47, 48, 48, 49, 50, 51, 52, 52, 53, 54, 55, 56, ktery ma stejny
pocet statistickych jednotek, je praimér 50 a median také 50.

U druhé tady ¢isel maji primér a median stejnou vypovidaci hodnotu. A to ne proto, Ze jsou ob¢
hodnoty stejné, ale proto, ze jsou pfiblizné stejné jako jednotliva ¢isla v tomto souboru (smerodatna
odchylka je rovna 3,56).

U prvni fady je ale vétSina Cisel vyrazné mensi, nez je prumér téchto Cisel. Proto je median lepsi
charakteristikou tohoto souboru, protoze na zéklade néj lze ziskat piedstavu o hodnotéach ¢isel (obecné
o prvcich daného statistického souboru): vime, ze na prostfednim misté vzestupné sefazeného souboru
Cisel je Cislo 4, které je typickym ¢islem souboru, zatimco pramér je vice nez 10krat vyssi; smerodatna
odchylka je pro tuto fadu rovna 80,89.

I z toho ditvodu je napft. udaj o prumeérné mzdé obyvatel v dané zemi nevhodny. Vyrazné lepsi
by bylo udavat median platu obyvatel dané zemég.

3.4 Korelace
Minulé uvahy byly vedeny pro piipad, kdy jsme popisovali:
1. jeden znak souboru;
2. vice znaki, které jsme popisovali oddélen€.

Dvéma odd¢€lenymi znaky mohou byt znamky zaki jedné tiidy z matematiky a CeStiny, délka a
Sitka Skolnich hiist’ v Praze, ...

Nyni se budeme vysetiovat popis dvojice znakl (x, y); vysledkem provedeného statistického
Setfeni jsou pritom v souboru s délkou n data ve tvaru (x;, »,), (%, 3,), -.r (X550 )-

Muze se jednat o:

data evropskych zemi o ro¢ni spotiebé alkoholu na jednoho obyvatele a data o ro¢nim Gmrti na
cirhozu jater;

data o vysledcich statnich maturitnich zkousek z matematiky a poctu zaka, kteri navstévovali
technicky zaméfené obory;

data o vyskytu hrabo§ti na tzemi jednotlivych kraji Ceské republiky a poétu ponienych
hektarti piidy osetych obilim;

data o volebni ucasti obyvateld jednotlivych krajskych mést v prezidentskych volbach a barve
domi dotazovanych volica;

Kromé charakteristik polohy a variability, pocCitanych pro kazdy z obou znakl oddélené, je
nutné v tomto pfipadé znat i miru statistické zavislosti obou znaki. Zvolime-li za znaky polohy
priméry X a y (viz vztah (46)) obou sledovanych znakil a za charakteristiky variability smérodatné

odchylky s, a s, téchto znakl (viz vztah (56)), pak za spolecnou charakteristiku se velmi Casto voli

koeficient korelace r, , ktery je definovan vztahem:

2R )

5,08,

(59)

I"Xy

Citatele zlomku Ize postupné upravit do tvaru: L Zn:(x -%)-(y,-y)=
noia

n

1 Q 1 1 1 _ _
== 2 (Xy m XY - X F) = D () -V X ) X

n n i

=1

1@ R _
=;-Z(xiyi)—x-y—x-y+x-y=;-2(xiyi)—x-y-
i=1

i=1

Na zaklad¢ téchto tprav Ize vztah (59) psat ve tvaru:
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ro= i=1

Xy k4

S Sy

v

ktery je pro manualni vypocty vhodnégjsi (jednodussi).

Z obou vztaht (59) i (60) vyplyva, zZe koeficient korelace je bezrozmérna charakteristika daného
statistick¢ho souboru; pfitom plati 7, € <—1; 1>. Krajnich hodnot intervalu nabyva koeficient korelace
tehdy, je-li mezi znaky x a y funkéni zavislost (tedy nejenom statisticka), a to linearni zavislost ve
tvaru:

y=a-x+b (61)
pro a e R\ {0} a beR . Znaménko koeficientu b pritom urcuje, zda koeficient korelace bude nabyvat
hodnoty 1 nebo -1.

Vzhledem k rozdilu v Citateli zZlomku ve vztahu (60) je zfejmé, ze koeficient korelace r,, mize

nabyvat kladné i zaporné hodnoty:

Je-1i statisticka zavislost mezi znaky x a y takova, Ze nadprimémym hodnotdm x zpravidla
odpovidaji nadprimérné hodnoty y, pak bude v Citateli zlomku ve vztahu (59) vétSina soucint
kladnych, a tedy i koeficient korelace bude kladny.

V souboru zameéstnanci podniku znaky pocet let v podniku a ro¢ni ptijem; v souboru
evropskych zemi spotieba cigaret na jednoho obyvatele a pocet umrti za rok na rakovinu plic; ...

Jestlize nadprimérnym hodnotam znaku x odpovidaji zpravidla podprimérné hodnoty znaku y a
naopak, bude v Citateli zlomku ve vztahu (59) vétSina souinli zapornd, a tedy i koeficient korelace
bude zaporny.

V souboru obyvatel Ceské republiky mira nezaméstnanosti v jednotlivych okresech a vyse
vkladli obyvatel u penéznich ustavii; v souboru umrti osob v daném roce spotieba cigaret a vek,
kterého se zemfela osoba dozila; ...

Neni-li mezi znaky x a y zadna zavislost, budou mit kladné i zaporné souciny v Citateli zlomku
ve vztahu (59) tendenci se navzajem rusit; koeficient korelace tedy bude blizky nule.

V souboru volebniho prizkumu: volebni ucast a barva domu daného respondenta; v souboru
zameéstnanct podniku: t€lesna hmotnost a vy$e mési¢niho piijmu; ...

Ackoliv jsme vyse uvedené tivahy provadéli pouze na zékladé rozboru Citatele zlomku vztahu
(59), je jmenovatel uvedeného vztahu nutny proto, aby koeficient korelace nezavisel na nasobku
jednotky, v niz sledované znaky x a y uvadime.

Bude-li sledovanym znakem x mési¢ni ptijem obyvatel a znakem y spotfeba pohonnych hmot na
cerpacich stanicich, tak koeficient korelace musi byt nezavisly na tom, zda mési¢ni pfijem bude
uveden v korunach nebo v tisicich korun. Popsanou zménou jednotky se Citatel vztahu (59) 1000krat
zmensi, ale soucasné se 1000krat zmensi jeho jmenovatel. Koeficient korelace zlstane tedy beze
zmeny.

Mirn¢ odlisna situace nastane, pokud sledované znaky mohou nabyvat pouze urcitych hodnot.
Uvazujme situaci, kdy znak x nabyva r riznych hodnot ozna¢enych symboly x,, x,, ..., x, a znak y
nabyva pouze s riiznych hodnot oznadenych symboly y,, y,, ..., y.. Do této skupiny patfi i piipady,

kdy hodnoty znakti x a y sdruzuji do urcitych intervalti; hodnoty x; a y, jsou pak stfedy t&chto

intervali.

* * *
X B2 Vs Ys

R
X ny, ny, ny

.
X, Ny, Ny, Ny

N
xr nrl nr2 e nrs

tab. 6
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Pro kazdou moznou dvojici hodnot {x;; y:} zjistime, kolikrat se vyskytla mezi daty {x;;y,},

{xz; yz} ey {xn; yn}; to znamena, Ze urcime jeji cetnost ny v souboru # jednotek. Ziskame tim
rozdéleni ¢etnosti dvojice znakii (x, y) — viz tab. 6.

Dalsi postup pfti hledani koeficientu korelace je tento:

1. seCteme Cetnosti v jednotlivych ftadcich tab. 6, ¢imz ziskdme rozdéleni Cetnosti
samotného znaku x, a ztohoto rozdéleni vypocitdime primérnou hodnotu x a
smérodatnou odchylku s ;

2. seCteme Cetnosti v jednotlivych sloupcich tab. 6, ¢imz ziskame rozdéleni Cetnosti
samotného znaku y, a ztohoto rozd€leni vypocCitdm primérou hodnotu y a

smérodatnou odchylku s ;

n
3. vypocitdme soucet Z:(xi yi); kazdy ze sou¢inll x,y, je pfitom roven n€kterému soucinu

i=1

X;y, atoscetnosti ny, takze miZeme psat

n

Z(xiyi ) =XV XV, X Y X Y X N, X YR

i=1

n

1 . .o
4. vypotitame vyraz =—-» (x,3;) a spolu s vypoltenymi hodnotami X, y, s, a s,
n g

dosadime do vztahu (60) a ziskame tak koeficient korelace.

3.5 Normalni rozdéleni
3.5.1 Uvod

vvvvvv

rozdéleni pravdépodobnosti spojité nahodné veliCiny. Jeho dillezitost vyplyva z tzv. centralni limitni
véty, kterd zhruba feceno tvrdi, Ze soucet (nebo aritmeticky primér) velkého poctu libovolnych
vzajemné nezavislych a nepfili§ se vzajemné lisicich ndhodnych veli¢in se vZdy podoba normalnimu
rozdéleni ndhodné veliciny.

Za takové rozdéleni lze povazovat napi. naméfené udaje dané fyzikélni veli¢iny. Tyto tdaje
budou ,,skoro stejné®, takze se navzajem nebudou pfili§ odliSovat, namétené udaje budou ,,kolisat na
ob¢ strany* od skute¢né hodnoty métené veliCiny a soucasné bude (pro korektni prométeni dané
veli¢iny) provedeno dostatecné mnozstvi méreni. Ackoliv namérené hodnoty budou diskrétni (budou
to ,,jednotliva cisla®), bude mit takova sada naméfenych dat ptiblizné normalni rozdéleni, které je
definovano (viz dale) pro spojité funkce.

Proto normalni rozdéleni za wuréitych podminek pomémé dobfe aproximuje jina
pravdépodobnostni rozdéleni (a to jak diskrétnich, tak i spojitych veli¢in), ackoliv malokteré rozdéleni
pravdépodobnosti ndhodnych veli¢in vyskytujici se v praxi je pfesné normalni rozdé€leni.

Nahodné chyby zpisobené velkym poctem malych, nezndmych a vzajemné nezavislych pficin,
maji v disledku centrdlni limitni véty také piiblizné normalni rozdéleni. Proto se normalnimu
rozdéleni také nékdy tika zakon chyb.

3.5.2 Hustota pravdépodobnosti

Budeme-li uvazovat veli¢inu X se spojitym rozdélenim pravdépodobnosti, mize tato veliCina
nabyvat spojité¢ rozlozenych hodnot. To znamend, Ze piiznivymi pfipady pro vySetiovani
pravdépodobnosti budou vSechny hodnoty x zurcitého intervalu <a; b>. Pfi vySetfovani

pravdépodobnosti P(x), Ze veli¢ina X nabyvé hodnot xe(a;b) nastanou ale potize. Ma-li byt
»soucet pravdépodobnosti P(x) pro xe(a; b> roven jedné, nastane problém. Hodnot x z daného

intervalu je nekonecné mnoho (dokonce nespocetné mnoho) a i kdyby byla pravdépodobnost P(x)

jakkoliv minimalni, nebude soucet vSech uvazovanych pravdépodobnosti nikdy kone¢ny. Proto musi
byt jednotlivé pravdépodobnosti P(x) nulové. Tim ale neziskame zadné zajimavé informace.

Proto je nutné rozdéleni ndhodné veli¢iny X charakterizovat nikoliv pravdépodobnosti, ale
hustotou pravdépodobnosti.

HUSTOTA PRAVDEPODOBNOSTI w(x) VELICINY X V BODE x INTERVALU
(a;b) JE DEFINOVANA VZTAHEM
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62
w(x) = lim Ap_(x) , 62)
Ax—0 Ax

KDE Ap(x) JE PRAVDEPODOBNOST, ZE VELICINA X NABYVA LIBOVOLNOU
HODNOTU Z INTERVALU <x;x+Ax>.

V PRIPADE, ZE x=a RESP. x=b , SE JEDNA VE VZTAHU (62) O LIMITU
ZPRAVA RESP. ZLEVA.

Situace je podobné jako pii popisu hmotnosti jednotlivych casti télesa, u kterého predpokladame
spojité rozlozeni hmotnosti v jeho objemu. Ptat se, jaka je hmotnost jednoho bodu télesa, nedava
smysl, protoZze hmotnost jednoho bodu télesa by byla nulova. Je ale zajimavé, ptat se na hmotnost

Am(;) urCité casti t€lesa o objemu AV umisténé¢ho v bod€ s polohovym vektorem . (Bude-li
uvazovanou casti télesa maly kvadr, pak polohovy vektor bude odpovidat jednomu z vrcholt tohoto
uvazovaného kvadru.) Pro hustotu p(;) télesa v bodé popsaném polohovym vektorem r pak plati

vztah p(;)z lim Am(r)

AV—0 AV

, coZ je analogie vztahu (62).

Funkce w(x) prestavuje spojité rozlozeni ndhodné veli¢iny X, protoze urCuje hustotu
pravdépodobnosti pro libovolnou hodnotu x nahodné veliciny X. Pro dalsi uvahy je vhodné
ptedpokladat, ze funkce w(x) je na intervalu (a;b) spojita.

3.5.3 Distribucni funkce

Distribu¢ni funkce (funkce rozdé¢leni, zleva kumulovana pravdépodobnost) je funkce udavajici
pravdépodobnost, ze hodnota veli¢iny X je mensi nebo rovina nez zadana hodnota.

DISTRIBUCNI FUNKCE F(x) VELICINY X V BODE x INTERVALU <a;b> JE
DEFINOVANA VZTAHEM

r (63)

F(x) = Jw(t)dt .
Vztah (63) tedy udava pravdépodobnost, ze hodnota veli¢iny X lezi v intervalu <a; x), cozZ je
v souladu s vodni vétou této kapitoly. Na intervalu (a;b) je tedy hustota pravd&podobnosti w(x)

derivaci distribu¢ni funkce F(x).

Tato skute¢nost vyplyvéa piimo ze vztahu (63). Fakt, Ze jsme se pfi popisovéni funkce w(x)
jako derivace funkce F (x) omezili na otevieny interval, souvisi se spojitosti a derivaci funkce

(abychom nemuseli vySettovat krajni body uvazovaného intervalu zvlast’).

Vzhledem k tomu, Ze integral ve vztahu (63) udava pravdépodobnost, Ze hodnota veli¢iny X lezi
v intervalu <a; x> , pak

[ (64)

protoze integral z hustoty pravdépodobnosti na intervalu (a; b> udava pravdépodobnost, Ze hodnota
veli¢iny X bude lezet pravé v tomto intervalu; jedna se tedy o jisty jev.

Z hlediska teorie funkci je tfeba si uvédomit, ze vztah (64) predstavuje vlastné normovaci
podminku.

Normovaci podminka zarucuje, ze pravdépodobnost popsana vlastn¢ funkci F (x) bude nabyvat

,beznych hodnot®, tj. bude lezet v intervalu <O; 1> .

Vztah (64) soucasné fika, ze funkce w(x) je na svém defini¢nim oboru omezena.

Integral ve vztahu (64) lze interpretovat také tak, ze urcuje obsah plochy pod grafem funkce
w(x) na intervalu <a; b). Je-li uvazovany obsah plochy je konecné Cislo, je sama funkce w(x)

omezena.
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Je vhodné distribu¢ni funkci dodefinovat na mnozinu vSech realnych cisel, protoze s takovymi

funkcemi se snaze pracuje. Abychom dodrzeli jeji vyznam (udava pravdépodobnost), nabizi se toto
dodefinovani:

F(x)=0 pro xe(—»;a), (65)
F(x)=1 pro xe(b;).
Analogicky, jako byly definovany charakteristiky polohy a variability pro diskrétni veli¢iny (viz
kapitola 3.3), Ize tyto charakteristiky definovat i pro spojité veliCiny.
STREDNI HODNOTA X VELICINY X JE DEFINOVANA VZTAHEM

b 66
fzjx-w(x)dx. (66)

a

ROZPTYL s> VELICINY X JE DEFINOVAN VZTAHEM

s? =i(x—7c)2 -w(x)dx. (67)

MODUS VELICINY X (TJ. NEJPRAVDEPODOBNEJST HODNOTA VELICINY X)
JE TAKOVA HODNOTA VELICINY X, PRO NiZ JE HUSTOTA PRAVDEPODOBNOSTI
NEJVETSI.

S vyuzitim distribu¢ni funkce £ Ize definovat (a to snaze nez u veli¢in s diskrétnim rozdélenim)
median veli¢iny X. Pro median Med(x) plati

F(Med(x)):%. (68)

Analogicky je moZn¢ definovat p-kvantil x, veli¢iny X:
F (xp ) =p, (69)

ktery je definovan pro libovolnou hodnotu p € (O; 1) .

Vztahy (68) a (69) jsou definovany korektné diky vlastnostem distribu¢ni funkce F resp. funkce
hustoty pravdépodobnosti w. Funkce w je nezaporna spojitd funkce definovand na uzavieném
intervalu. Proto je i distribu¢ni funkce F na stejném uzavieném intervalu spojita a rostouci a nabyva

hodnot z intervalu <O; 1> (viz definice funkce F a jeji dodefinovani vztahy (65)). Takova funkce podle
jedné z vét o spojitych funkci na uzavieném intervalu nabyva vSech mezihodnot mezi minimalni a
maximalni funk¢éni hodnotou na uvazovaném uzavieném intervalu. Proto na intervalu (a; b> existuje

alespofi jedna hodnota x, spliujici vztah (69). Diky faktu, ze funkce F' je navic rostouci (ryze
monotonni na intervalu (a; b> ), existuje hodnota x, pravé jedna.

Proto je vztah (69) definovan korektné; vztah (68) je pak jeho specialnim piipadem.
3.5.4 Normalni rozdéleni

Nyni se jiz miizeme vénovat normalnimu rozdéleni nahodné veliCiny.

VELICINA X S NORMALNIM ROZDELENIiM JE TAKOVA NAHODNA VELICINA,
JEJIZ HUSTOTA PRAVDEPODOBNOSTI JE DEFINOVANA VZTAHEM

| (x-%) (70)

— . - 20
w(x) i ,

PRO xeR.
Grafem této funkce je tzv. Gaussova krivka (viz obr. 24, obr. 26 a obr. 28).
DISTRIBUCNI FUNKCE VELICINY X S NORMALNIM ROZDELENIiM JE
FUNKCE TVARU
s (1% )’ (71)

F(X)Z J‘E'C_ 207 der.

Distribu¢ni funkce normalniho rozdéleni se Casto nazyva errorfunkce a je béznou soucasti fady
pocitacovych programt.
Ve vztazich (70) a (71) je
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e )
smérodatna odchylka a x, =X je stfedni hodnota veli¢iny X.
Grafy hustot pravdépodobnosti a distribu¢nich funkci jsou zobrazeny na obrazcich:
1. pro x,=1 a 6=0,8 na obr. 24 a obr. 25;
2. pro x,=1 a 6=0,2 na obr. 26 a obr. 27;
3. pro x,=0 a o =1 naobr. 28 a obr. 29.

Pro x,=0 a o=1 dostivime tzv. normované normalni rozdéleni (standardizované
normalni rozdéleni) s hustotou pravdépodobnosti danou vztahem

£ 73
w(x)=——-e 2. 73)

Normované normalni rozdéleni pro nahodnou veli¢inu Y lze ziskat z normalniho rozdéleni
veli¢iny X transformaci podle vztahu

X—X, (74)
pt

y:

Jak je vidét z graftu funkci hustoty pravdépodobnosti (obr. 24, obr. 26 a obr. 28), které se
navzajem lisi hodnotou smeérodatné odchylky resp. rozptylu, urCuje rozptyl miru rozptylenosti
jednotlivych méfenti (tj. jak jsou data ,,rozptylena* do stran od sttedni hodnoty).

Stfedni hodnota pak urcuje nejpravdépodobnéjsi hodnotu daného méteni (resp. souboru dat).

y y

0.5+

0.4r

0.3

1.0

0.8

06

0.4

0.2

Xo-30 Xo-20 Xo—0 Xo Xo+0 Xo+20 Xo+30 Xo-30 Xo-20 0-0 Xo
obr. 24 obr. 25
y y
2.0 1.0
0.8
1.5F
0.6
1.0r
04
0.5-
0.2
-2 -1 1 2 -2 -1 1 4 &
obr. 26 obr. 27
y y

0.8
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Pro normalni rozdg€leni lze vypocitat pravdépodobnost, ze hodnota nahodné veli¢iny X lezi

v daném intervalu ohrani¢eném nasobky smérodatné odchylky o:
1. pro xe(x,—o;x,) nebo xe(x);x,+0) je p(x)= j w(x)dx = I w(x)dx=0,341;

Xo—

Xo+0

2. pro xe(x,—20;x,-0) nebo x e(x, +0;x, +20) je
p(x) = on:“ w(x) dx = xofcw(x) dx=0,136;
X2 Xo4G
3. pro xe(x, —30; x, —20) nebo xe(x, +20; x, +30) je
p(¥)=] w(x)de= ] w(x)ae=0.021.
Xp—30 X +26

Vyse uvedené integraly neni mozné pocitat analyticky, ale je nutné fesit numericky. Proto jsou
hodnoty téchto integrali pro rozumné déleni osy x (viz grafy na obr. 24, obr. 26, obr. 28 a obr. 30)
uvedeny v tabulkach pro vyuziti pfi feSeni matematickych tloh i pro zpracovani riznych méteni.

Ze symetrie grafu hustoty pravdépodobnosti (viz grafy na obr. 24, obr. 26, obr. 28 a obr. 30)
vyplyva, ze

w(x0 —x) = w(x0 + x) . (75)
Analogicky pro distribu¢ni funkci plati
F(xo—x)zl—F(xOer). (76)

Vztahy (75) a (76) plati pro x e (—oo; oo) a specialn€ plati i pro normované normalni rozdélent,
tj. pro rozdéleni, kde x, =0.

Vypoctené pravdépodobnosti lze vizualizovat i graficky. VySe uvedené integraly totiz uréuji
obsah plochy pod grafem funkce hustoty pravdépodobnosti na uvedenych intervalech. Vzhledem
k tomu, ze integraly maji vyznam pravdépodobnosti, 1ze vypoctené hodnoty integralli chapat jako
procentualni vyjadieni pravdépodobnosti (viz obr. 30).

Z doplnéného grafu zobrazeného na obr. 30 je patrné, Ze napi. pravdépodobnost nalezeni
hodnoty veli¢iny X v intervalu (xo -0, xo) je 0,341.

V intervalu x e (xo —30; x, + 30) pak nalezneme hodnotu veli¢iny X s pravdépodobnosti 0,996.
Tento interval je nékdy téz charakterizovan krajni chybou i« , pfi¢emz plati

Kk=30. (77)

Ackoliv graf zobrazeny na obr. 30 odpovidd normovanému normalnimu rozdéleni, vyse

uvedené vypocty pravdépodobnosti (resp. obsahi ploch pod grafem funkce hustoty pravdépodobnosti)
plati obecné pro libovolné normalni rozdéleni.

Obecné normalni rozdéleni ma oproti normovanému normalnimu rozde€leni graf funkce hustoty
pravdépodobnosti pouze posunut po ose x.

y

‘ 0.1}
"136% | 34,1%

341% @ 136 %

A ] i ; X
Xo-30 Xo—20 Xo—0O Xo+0O Xo+20 Xo+30

obr. 30
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Této skuteCnosti se vyuziva v matematice a dalS§ich veédnich disciplinach (fyzika,
elektrotechnika, chemie, ...), v nichz se vyuziva skutecnosti, Zze vySe uvedené pravdépodobnosti jsou
tabelované.
Kromé smérodatné odchylky o se v nékterych aplikacich poziva i pravdépodobna chyba 9
uréujici interval (x,—9;x,+9), ve kterém lezi hodnota veli¢iny X s pravdépodobnosti 0,5.
S vyuzitim numerickych metod lze odvodit

8=O,674490i§c5. 78

3.5.5 Ukazka fyzikalnich dat

Jednim z mnoha méfeni, kterd lze v ramci stiedoskolské fyziky se zaky provést, je proméfeni
parametrii matematického kyvadla. Jedna se o téleso, které ma v dané soustavé zanedbatelné rozméry
a které kyve se zanedbanim odporovych sil na zdvésu zanedbatelné hmotnosti.

Za matematické kyvadlo tedy lze povazovat napt. tenisdk zavéSeny na niti, ocelovou matici
zaveSenou na niti, horolezce visiciho na lan€ ze skalniho previsu, ...

Perioda T kyvajiciho matematického kyvadlo s délkou zavésu / je dana vztahem

T:ZR\/Z, 7)
g

kde g je velikost mistniho tihového zrychleni; bézné udavana velikost pfitom je g =9,81m-s™.

Cetnost vypoétenych velikosti tthového zrychleni

Cetnost
70}
60 /\
sef
49t
30
20+
10f \
Eh":-:l:::iw g
) 2
6 7 8 9 10 11 12 m-s
obr. 31
Cetnost chyb vypoétené velikosti tihového zrychleni ‘
cetnost
35r
30F
25|
20}
715 .
101
5 -
T o 49
9 1 1 2 3 m-s?

obr. 32

Na zaklad¢ prométeni délek rGznych zavést matematického kyvadla a jim odpovidajicich
period kmitani lze s vyuzitim vztahu (79) vypocitat velikost mistniho tihového zrychleni. Toto méteni
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autor textu se zadky v hodindch fyziky provadi. Z dat ziskanych od zaki béhem nékolika let lze
vypoctené hodnoty velikosti tthového zrychleni zobrazit v histogramu zobrazeném na obr. 31. V grafu
je krom¢ histogramu zobrazena i funkce hustoty pravdépodobnosti definovand vztahem (70), kterd
prislusnym datiim odpovida.

V grafu zobrazeném na obr. 32 jsou pak zobrazeny cetnosti chyb vypoctu velikosti tihového
zrychleni spolu s funkci hustoty pravdépodobnosti tohoto rozdéleni.
Je patrné, Ze oba typy zobrazenych dat maji ptiblizné normalni rozdéleni.

S vyuZitim zobrazenych dat vychazi velikost tihového zrychleni g =(9,8+0,5)m-s™.
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