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Linearné lomena funkce

FUNKCE f DANA PREDPISEM

_ax+b (1)
cx+d

d . . . ,
PRO xeR—{——}, KDE a,b,c,decR (c#0, ad—bc#0) SE NAZYVA LINEARNE LOMENA
C

FUNKCE. JEJIM GRAFEM JE HYPERBOLA.
Pro snadnéjsi sestrojeni grafu dané funkce upravime piedpis funkce (1) do tvaru:
a bc—ad 1 (2)
yE—t——
c c

x+—
C

cislo

Hrtcislo’ kde uvedena tii
X+ cislo

Dutlezité tedy je mit predpis linearné lomené funkce ve tvaru cislo +

&isla mohou byt navzajem riizna. Ve jmenovateli MUSE BYT +1.x.

Na zakladé vztahu (2) je mozné urcit asymptoty grafu dané funkce. Ty budou rovnobézné
s osami kartézského systému soufadnic a budou prochazet bodem

p:[_i;z] 3)

Cc C

Graf pak sestrojime snadno: nakreslime jej do pomocného kartézského systému soutadnic, ktery

je tvofen obéma zakreslenymi asymptotami. Graf bude lezet bud’ v prvnim a tfetim kvadrantu tohoto
pomocného systému soutfadnic nebo v jeho druhém a ¢tvrtém kvadrantu. Kvadranty, v nichz budou
bc—ad

lezet obé Casti grafu, ur¢ime podle znaménka ¢isla ve vztahu (2):

1. je-li toto cislo kladné, lezi graf v prvnim a tfetim kvadrantu pomocného systému
soufadnic;

2. je-li toto Cislo zaporné, lezi graf ve druhém a ctvrtém kvadrantu tohoto pomocného
systému soufadnic.

Vztah (2) neni nutné znat zpaméti - je dilezité ho umét odvodit. To ukdzeme na konkrétnich
ulohach.

1. dloha:
—3x+7
—x+2

Nacrtnéte graf funkce f'dané predpisem y =

Reseni:

Zadany ptedpis budeme postupné upravovat na tvar (2). Mlzeme postupovat bud’ tak, ze
provedeme naznacené déleni a ¢astecné vydélime vyraz —3x+7 vyrazem —x+2, nebo jednoduchym
trikem. Ten spofivd vtom, ze nejdiive vytkneme v Citateli i jmenovateli koeficient u x:

I
_ Bx+7 3

Cx+2 —(x—2)
vyraz jako ve jmenovateli. Vzhledem k tomu, ze ve jmenovateli je vyraz x—2, odeCteme v Citateli
dvojku. Abychom cely zlomek nezménili, je nutné ji ihned zase pficist. Dostaneme tedy:

e e

. Nyni si v Citateli doplnime do zavorky takové ¢islo, abychom ziskali stejny

y= = . Zlomek dale upravujeme tak, aby bylo mozné dospét k vyrazu ve
) @)
7 1 1
ez l) aleal) s o
tvaru (2). y= = = = + =3 )
—-(x-2) -(x-2) —-(x-2) —(x-2) —(x-2) x-=2

Na zéklad¢ tohoto tvaru predpisu funkce f'lze jeji graf jiz jednoduse sestrojit. Asymptoty funkce
/ budou prochazet bodem P =[2;3]. Pii uréovani asymptot je mozné postupovat podle obecného
navodu (viz (3)) a nebo soufadnici bodu, kterym budou prochazet asymptoty, odvodit logicky.
Z predpisu funkce f je ziejmé, ze jejim definiénim oborem je mnozina D =R\{2}, proto na ose x
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,vynechame® bod 2. Zlomek pro zadné ¢islo x z defini¢niho oboru funkce nebude roven nule.

Y—
Proto ani funkéni hodnota funkce f nemiZze byt nikdy rovna 3 (tj. 3 + 0) - na ose y tedy ,,vynechdme*
bod 3.

Vzhledem k tomu, ze upraveny vyraz
_34
x—2 x—2
je ziejmé, ze graf funkce f bude lezet ve
druhém a tfetim kvadrantu pomocného
kartézského systému daného asymptotami — ________________ —
grafu funkce f'(viz obr. 1).

Obor hodnot funkce f Ize urcit podle

obr. I: H=R\{3}.

¥

lze pfepsat ve tvaru y=3-

b

V tomto pfipadé lze tedy defini¢ni
obor a obor hodnot urcit podle asymptot
grafu funkce f. OvSem obecné to tak byt
nemusi!

V piipadé, ze graf funkce f budeme 2r
nacrtavat od ruky, pomohou spravny tvar
hyperboly uréit i jeji pruseciky s osami
kartézského systému souradnic:

obr. 1
1. Prusecik s osou x ma nulovou y-ovou soutadnici (lezi na ose x), to znamena, ze plati:
3 +27 =0. Tato rovnost je splnéna tehdy, je-li ¢itatel zlomku roven nule, tj. -3x+7=0,
-x+

tedy x= % . Prisecik grafu funkce s osou x je tedy bod P, = B, 0} .

2. Prusecik s osou y ma nulovou x-ovou soufadnici (lezi na ose y). Sta¢i tedy dosadit do

3x+7 3047 7

pfedpisu funkce f'za x nulu: y, = = . Prisecik grafu funkce s osou y je
—x+2 -0+2 2

tedy bod P, = {O; ﬂ .

2. Uloha:
‘o Loy s —2x-5
Nacrtnéte graf funkce g dané predpisem y = Rk
x+
Reseni:
Budeme postupovat analogicky jako v minulé uloze. Pro jednoduchost nejdiive na¢rtneme graf

Dx—
funkce g':y= x-S
x+4

(tedy funkce g bez absolutni hodnoty). Pfedpis funkce g’ nejdiive upravime do

tvaru 2): y:—2x—5:—2(x+2,5):—2(x+4—4+2,5):—2(x+4—1,5):—2(x+4)+3:
x+4 x+4 x+4 x+4 x+4

—2(x+4
= (x )+ 3 =2+ 3 . Asymptoty grafu funkce g’ tedy budou prochazet bodem o
x+4 x+4 x+4

soufadnicich [—4;-2] a jeji graf je zobrazen na obr. 2.

Graf funkce g Ize na zaklad¢€ grafu funkce g’ sestrojit snadno: absolutni hodnota aplikovana na
funkci g' znamena, ze vSechny funk¢ni hodnoty funkce g budou nezaporné.

To znamena, Ze vSechno, co je v grafu na obr. 2 pod osou x, preklopime nad osu x.

Graf funkce g je zobrazen na obr. 3. Na zakladé néj lze urcit defini¢ni obor a obor hodnot
funkce g: D=R\{-4}, H =(0; ).

Priseciky grafu funkce s osami kartézského systému budou mit v tomto ptfipad¢€ soufadnice:
P, :{—2;0} (Citatel predpisu funkce g je nulovy) a P, =[0; ﬂ (dosazeni nuly za x do ptredpisu

X

funkce).
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fammm—
[ ——
obr. 2 obr. 3
3. uloha:
. oL 2|x+1
Nacrtnéte pekné graf funkce # dané predpisem y = s 2| | .
—Z|X

Reseni:

Tuto tlohu vyfesime dvéma zplisoby: rozpisem a ivahou zalozenou na vlastnostech spojenych
s transformaci grafu funkce.

1. zptisob:

Standardni zptisob feSeni rovnic, nerovnic nebo funkci s absolutnimi hodnotami je zalozen na
feSeni na jednotlivych intervalech, na které rozdé€li redlnou osu nulové body argumentd absolutnich
hodnot v zadani. Ob¢ absolutni hodnoty v piedpisu funkce jsou stejné a jejich nulovy bod je 0. Proto
budeme hledat predpis dané funkce na intervalech (—oc; 0) a (0; ®).

Béhem vypoctu se dopustime drobné neptesnosti - nebudeme zatim davat pozor na definicni
obor. Ten ur¢ime az na zavér, aby bylo zfejmé, ze koresponduje se zobrazenym grafem funkce 4.

Na intervalu (—o0;0) nabyva argument absolutni hodnoty zapornych hodnot, proto piepiSeme
2(=x)+1  —2x+1
6—2(—x) 6+2x

_2x+1 2(x-0,5) —(x+3-3-0,5) —(x+3-3,5) _x+3 35 _

ptedpis funkce 4 ve tvaru 7 :y = a upravime opét na tvar (2):

= 1+ 35

= = . Graf této funkce
6+2x 2(x+3) x+3 x+3 x+3 x+3 x+3

je zobrazen na obr. 4 (asymptoty prochazeji bodem [-3;-1]).

Na intervalu <0;oo) je argument absolutnich hodnot v zadani funkce kladny, proto lze jeji

pfedpis  pfepsat ve  tvaru hy:y= zle a dale upravit na tvar  (2):
—zX
2x+1  2(x+0,5 - - , .
y= AR (x )= x~3+3+05 _x 3+ 3,5 =1+ 3,5 . Graf této funkce je zobrazen na obr. 5,
6—2x 2(x—3) x=3 x-3 x-3 x=3

pri¢emz asymptoty prochazeji bodem [3;1].

V grafech na obr. 4 a obr. 5 je vyznacena siln€ji pouze ta Cast grafu, kterd je dulezitd pro
sestrojeni grafu funkce 4. Pomocné funkce 4, a 4, totiz nejsou definované na mnozin€ realnych cisel,

ale jen na jejich ¢astech. Graf funkce / ziskdme sjednocenim grafii funkci 4, a &, - viz obr. 6.

Priasecik grafu funkce / s osou x neexistuje (viz obr. 6), coz vyplyva i podminky nulového
Citatele predpisu funkce /: nelze najit realné ¢islo, které je feSenim rovnice 2|x| +1=0. Priisecik grafu

funkce s osou y je bod P, = {O; ﬂ .
Defini¢ni obor funkce % je D =R\{+3}, coz vyplyva jak z grafu funkce A, tak z jejiho pfedpisu.
Obor hodnot funkce % je (podle grafu na obr. 6) H =(-o; —1) u<%; oo) =R \<—l; %)

3
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obr. 4 obr. 5

__________________________________________________________

obr. 6

2. zpusob:

Graf podobné zadanych funkci, v nichz se vyskytuji vSechny proménné x ve ,,stejné absolutni
hodnotg, 1ze fesit 1 jednoduseji. Z piedpisu funkce /4 totiz vyplyva, ze funkce 4 nabyva pro zaporna x
stejnych funkénich hodnot jako pro piislusna kladna x: pro navzajem opaéna x nabyva funkce stejnych
funkénich hodnot. Funkce je tedy suda.

Staci proto sestrojit graf funkce #,, tj. zadany predpis funkce 4 upravit a nasledné vykreslit na

intervalu (0; o).

Zékladni predpis ziskame velmi rychle tak, ze v pfedpisu dané funkce prosté vynechame
absolutni hodnoty - predpis si piepiSeme bez nich a upravime na tvar (2).

Dostaneme tak graf zobrazeny na obr. 5. Uvédomime-li si, ze funkce % je funkce suda, staci
nyni graf zobrazit v osové soumérnosti s osou y. Ziskame graf zobrazeny na obr. 6.

4. uloha:
. . L e |x + 2|
Sestrojte graf funkce j dané pfedpisem y=——.
0,5x+2
Reseni:

Podobny typ ulohy neni mozné fesit zadnym trikem nebo zjednoduSenim. Je nutné pouzit rozpis
predpisu funkce na intervalech, na které rozdéli redlnou osu nulové body argumentii absolutnich
hodnot v ptedpisu funkce.
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Nulovy bod absolutni hodnoty v piedpisu funkce j je -2, proto budeme funkci j vySetiovat na
intervalech (—0;-2) a <—2;oo).

Na intervalu (—0;—-2) muiZzeme postupné predpis funkce ; psat ve tvaru:

—x— —(x+2 —(x+4-4+2) —(x+4)+2 —(x+4
y= 0,;Cx+22 B 0,5((x+42) B (0,5(x+4) - 0(,5(x—24) B 0,5((x+2)+0,5()2c+4) :_2+xj4' Asymptoty
prochazeji bodem o soufadnicich [-4; —2] a jeji graf je na obr. 7.
Na intervalu (—2; ) lze predpis funkce Ja psat ve tvaru:
x+2 x+2  x+4-4+2  x+4 2

4
- - - - - —2-——. Asymptoty této funk
0,5x+2 0,5(x+4) 0,5(x+4) 0,5(x+4) 0,5(x+4) ~ x+4 SYmpIoty: feto. Tuiees

prochazeji bodem [—4; 2] a jeji graf je zobrazen na obr. 8.

y

V grafech na obr. 7 a obr. 8§ je silnéji zobrazena vzdy jen Cast grafu, protoze funkce j, a j,
nejsou definovany na mnozing redlnych ¢isel, ale jen na vyse uvedenych intervalech.

Graf zadané funkce j je sjednocenim obou piedchozich grafil a je zobrazen na obr. 9.

Priisecik grafu funkce s osou x je bod P, =[-2;0], prisecik s osou y je bod P, =[0;1].

Defini¢ni obor funkce j je D=R\{-4} a obor hodnot funkce j je (podle grafu na obr. 9)
H =(-o0;-2)U(0;00) = R\(-2;0).

b Y
””””””””””” / '_______.___-—-——
.
obr. 7 obr. 8

obr. 9
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