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1. KVADRATICKE FUNKCE A ROVNICE
1.1 Uvod

Kvadraticka funkce je po linearni funkci dalsi funkce, se kterou se seznamime. Je po linearni
druha v poradi, co se tyCe obtiznosti, a fadu konkrétnich ptiklad pouziti pfitom jiz zname:

1. vztah pro vypocet obsahu S ¢tverce se stranou délky a: S=a’;
2. vztah pro vypocet obsahu S kruhu o poloméru r: S =nr’;
3. vztah pro drahu S rovnhomérné zrychleného pohybu se zrychlenim o velikosti a a velikosti

. 1
pocatecni rychlosti v, : S=V,t+ Ea‘t2 ;

4. ...

Vsechny vyse uvedené priklady se vyznacuji tim, ze v nich n€ktera veli¢ina vystupuje ve druhé
mocniné (tj. v kvadratu). Z hlediska teorie funkci jsou tedy vySe uvedené piiklady vSechno ptiklady
kvadratické funkce.

Uvahy, které budeme u kvadratickych funkci provadét (posun grafu funkce v zavislosti na
parametrech funkce, aplikace absolutni hodnoty, ...), bude mozné analogicky aplikovat na dalsi
funkce, s nimiz se v pribehu studia budeme seznamovat.

1.2 Definice a graf kvadratické funkce

Ackoliv jiz tuSime, co to je kvadraticka funkce, je nutné tento pojem definovat ptesné.
KVADRATICKA FUNKCE SE NAZYVA KAZDA FUNKCE f DANA PREDPISEM

f:y=a-x*+b-x+c, (1
KDE xeR, aeR\{O} A b,ceR. GRAFEM KVADRATICKE FUNKCE JE PARABOLA.

Divod, pro¢ koeficient a nemuze byt nula, je ziejmy. Pokud by a bylo nulové, z funkce f by se
stala linearni funkce (z pfedpisu by vymizel kvadraticky ¢len). Koeficienty b a ¢ mohou byt klidné oba
nulové.

Informace xeR je ekvivalentni s tim, Ze definicnim oborem kvadratické funkce jsou vSechna
redlna Cisla, tj. D=R.
V této souvislosti je tfeba zvladnout nazvoslovi tykajici se kvadratické funkce:
1. vyraz a-x> +b-x+cC se nazyva kvadraticky troj¢len;
2. vyraz a- X’ se nazyva kvadraticky ¢len kvadratického trojélenu;
3. vyraz b-x se nazyva linearni ¢len kvadratického trojélenu;
4. vyraz C se nazyva absolutni ¢len kvadratického troj¢lenu;
5. aab jsou koeficienty kvadratického a linearniho ¢lenu.
Pokusime se nyni zjistit, jak vypada graf kvadratické funkce popsané piedpisem (1) a jak jej
ovlivni jednotlivé koeficienty vystupujici v predpisu.
1.2.1 Graf kvadratické funkce - zavislost na koeficientu a
Zacneme zavislosti grafu kvadratické funkce dané predpisem (1) na koeficientu a. UvaZujme

proto tyto funkce: f,:y=x*, f :y=2x", f3:y—;x2, f,ry=-x*, f:y=-2%x> a

Abychom zjistili, jak vypadaji grafy téchto funkci, dosadime do predpist zadanych funkci nékolik
bodu a vypocitame funk¢ni hodnoty (viz tab. 1).

Tento postup neni pii kresleni grafii funkci bez vyhrad, protoze nikdy timto zplisobem
nemizeme zvladnout dosadit vSechna X z defini¢niho oboru funkce (kterym v naSem piipad€ jsou
vSechna realna Cisla). Matematik by mél priubehy dulezitych funkci znat z paméti. Ale pro ptipad, ze
zapomeneme, nejsme si jisti, ..., je tato metoda pouzitelna.

Body vypoctené v tab. 1 jsou zobrazené v grafu na obr. 1. Na obr. 2 jsou pak zobrazeny pfimo
zadané kvadratické funkce.

Pti prechodu z grafu zobrazeného na obr. 1 na graf zobrazeny na obr. 2 NELZE SPOJOVAT
JEDNOTLIVE BODY. Je nutné body prolozit spojitou (= jednim tahem kreslenou) hladkou (= bez
,,Spicek a zlomu*) krivkou!
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X | f1(x) | fo(x) | F5(Xx) | Ffa(Xx) | fs(x)
-2 4 8 2 -4 -8 -2
- 9 9 0 _5 _9 _9
2 4 2 8 4 2 8
1 1
-1 1 2 5 -1 -2 =5
e 1 1 1 s - il e &
2 4 2 8 4 2 8
Q0 (%] %] %] %] (%] %]
1 1 1 1 _1 _1 _1
2 4 2 8 4 2 8
1 1
1 1 2 5 -1 e ) .
3 9 9 9 _9 0 e
2 4 2 ] 4 2 8
2 4 8 2 -4 -8 -2
tab. 1
Y ¥
. . # .f1(x] . . S5F .
Y f-[k’?'__.
’ : : : :J‘:{X:I : - R by [ '."[X" L
: LY TR SRR TR M = S R == RSN
-2 J 1 1 1 2 -2 -.‘: 5 3 ; 2
I - | fi(x) "w
obr. 1 obr. 2

Pro  funkce zobrazen¢ na obr. 2 platii D, =D, =D, =D, =D, =D, =R,
:H@:Hf::(o;oo)aHn:HfS:H = (—o0;0).

Z grafi funkci zobrazenych na obr. 2 je zfejmé, Ze kvadraticka funkce dana predpisem (1) ma
tyto vlastnosti:
1. defini¢nim oborem jsem vsSechna realna Cisla;
2. bod, ve kterém nabyva funkce minima v pfipad¢ kladného a (resp. maxima v pfipadé

H;

1

zaporného a), se nazyva vrchol paraboly V =[x,;y,];
3. vrcholem paraboly prochdzi osa paraboly, kterd je obecné rovnobézna s osou y (pro
b =0 tato osa s osou Y splyva);
4. graf kvadratické funkce je soumérny podle osy paraboly;
5. proa>0:
e je parabola oteviena smeérem nahoru;
e funkce ma minimum;
e funkce je omezena zdola;
e srostoucim a rostou funkéni hodnoty rychleji a parabola je proto uzsi;

2
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(3

Pozor na casté $patné vyjadiovani ,,¢im vétsi a, tim uzsi graf*. Slovni spojeni ,,¢im ..., tim ...
v matematice velmi Casto neni mozné pouzit!

e funkce je pro X €(—o0; X, ) klesajici, pro X € (X,;) je rostouct;
e obor hodnot je H=<y0;oo);
e funkce je konvexni;
6. proa<o0:
e je parabola oteviena smérem doli;
e funkce ma maximum;
o funkce je omezena shora;
e s rostoucim a rostou funkéni hodnoty pomaleji a parabola je proto §irsi;

Pozor! Zaporna a rostou od -2, pres -1 k —%. Podstatna je absolutni hodnota koeficientu a:

kdyz absolutni hodnota a roste, graf kvadratické funkce se zuzuje (vice se pfiblizuje ose y).

e funkce je pro X € (—o0; X, ) rostouci, pro X € (X,; %) je klesajic;
e obor hodnotje H= (—oo; y0> ;

o funkce je konkavni;
7. funkce neni prosta.

Tyto vlastnosti (stejné jako dal$i zkoumané vlastnosti) neni nutné umét z pameéti. Staci si
nacrtnout graf prislusné funkce a vlastnosti z néj odvodime.

1.2.2 Graf kvadratické funkce - zavislost na koeficientech b a ¢

Zkusme nyni vySetfit tyto kvadratické funkce: f,:y=x>+2, f:y=x"-2, f,:y=(x- l)2 a

flo: y:(x+1)2. Budeme postupovat stejné jako v kapitole 1.2.2. Pro vybrané hodnoty nezavislé

proménné X vypocitime funkéni hodnoty zadanych funkci (viz tab. 2) a poté funkce vykreslime (viz
obr. 3). V tomto piipad¢ je zobrazena pouze spojitd funkce s vyznacenymi body z tab. 2. Graf pouze
s jednotlivymi body by byl vtomto pfipadé¢ velmi nepiehledny a navic se bézné v matematice
nepouziva.

X | f7(x) [ Fs(x) | Fo(X) | f1e(X)
-3 11 7 16 4 ¥
s | 3 17 29 9 ,
2 4 4 4 4
2| s 2 9 1 "
_3 17 1 25 1
2 4 4 4 4 X : .
-1 3 -1 4 %] . t f:{x}.__c'"
_l 2 _z 2 j__ 104
2 a4 4 a4 4 - f "
(%] 2 -2 1 1 a . - P () #
1 9 7 1 9 ) ’
2 4 4 4 4 . LN . ¢ g
1 3 = ) 4 N A /i
3 17 1 il 25 o . o
2 4 4 4 4 e B e e
2 6 D 1 9 “~— "
5 33 17 9 49 .
2 4 4 4 4 obr. 3
3 11 7 4 16

tab. 2

Jak je vidét, grafy funkci zobrazenych na obr. 3 jsou oproti graftim funkci zobrazenych na obr. 2
posunuté - jejich vrcholy jsou v jiném bod¢ nez v pocatku soustavy soufadnic:

3
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1. graf funkce f, mé vrchol v bods V, =[0;2];
2. graf funkce f, ma vrchol v bodé V, =[0;-2];
3. graf funkce f, ma vrchol v bod€ V, =[1;0];
4. graf funkce f,, ma vrchol v bod€ V,, =[-1;0].
Pro tyto funkce platii D; =D, =D, =D, =R, H =<2;oo), H, =<—2;oo) a
H, =H, =(0;00).

Podivame-li se na predpisy uvedenych funkci, lze vyslovit zavér: bude-li kvadraticka funkce
zadana predpisem

fry=a-(x=%) +Y,, )

ma jeji vrehol soufadnice V =[X,; Y, ].

Analogicky bylo mozné vycist souradnice vrcholu grafu z predpisu linearni funkce s absolutni
hodnotou. Napf. funkce g:y =|x+3|—1 méla vrchol v bodé V =[-3;-1].

Na zakladé grafa funkci zobrazenych na obr. 2 a obr. 3 je zfejmé, Ze pro b =0 je zadana
kvadraticka funkce suda (parabola, ktera je jejim grafem, je soumérna podle osy y).

Nakreslete pékné graf funkce h:y= (X - 2)2 -3.

Reseni: Jedna se o kvadratickou funkci, jejim grafem bude parabola. Koeficient a je (pfi
srovnani s obecnym piedpisem funkce (2)) roven jedna. Parabola tedy bude oteviend nahoru (kladné
a) a bude mit standardni tvar (tj. nebude ani ,,uz$i“ ani ,,$ir$i* - a je rovno jedné). Jeji vrchol bude
v bod& V =[2;-3]. Graf funkce h je zobrazen na obr. 4.

Plati: D=R a H=<—3;oo).

Nakreslete pékn¢ graf funkce j:y= —( X+ 1)2 +2.

Reseni: Jedna se o kvadratickou funkci, jejimz grafem bude parabola. Koeficient a je (pfi
srovnani s obecnym piedpisem (2)) roven minus jedna. Parabola tedy bude oteviena dolli (zaporné a) a
bude mit standardni tvar (tj. nebude ani ,,uzsi* ani ,,$irsi* - absolutni hodnota a je rovna jedné).

Jeji vrehol bude v bodé V =[-1;2]. Graf funkce j je zobrazen na obr. 5.
Plati: D=R a H=(-o; 2> )

¥

obr.5
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1.2.3 Doplnéni kvadratického trojélenu na druhou mocninu linearniho dvoj¢lenu
Abychom mohli rychle nakreslit graf kvadratické funkce, musime znat:
1. jak je parabola oteviena (zda nahoru nebo dold), tj. zda jeji vrchol lezi v minimu nebo
maximu grafu funkce - to pozname podle znaménka koeficientu a;
2. soutadnice vrcholu paraboly.
Porovname-li navzajem dva tvary ptedpist kvadratické funkce (predpisy (1) a (2)), je zfejmé, ze
soufadnice vrcholu se budou 1épe uréovat z predpisu (2). Predpis kvadratické funkce bude ale vétSinou
zadan ve tvaru (1). Proto je nutné se naucit pievést predpis ve tvaru (1) do tvaru (2).

Opacny prevod je trivialni: sta¢i umocnit zavorku v predpisu ve tvaru (2) a secist ¢leny bez X.

Postup, kterym lze prevést predpis ve tvaru ve tvaru (1) do tvaru (2), se nazyva doplnéni
kvadratického troj¢lenu na druhou mocninu (linearniho) dvojclenu (resp. doplnéni na ctverec).
Pti tomto doplnéni je nutné vyuzit diive odvozené algebraické vztahy:

(0 +B) =a’+20p +B. 3)

Nejdiive ukazeme tento postup na obecné zadané kvadratické funkci, poté na konkrétnich
ulohach.

Uvazujme tedy kvadratickou funkci danou ptedpisem f:y=a-x*+b-x+c, u které bychom
chtéli urcit soutadnice vrcholu paraboly. Budeme tedy chtit pfedpis této funkce upravit do tvaru
fry=a-(x=%) +Y,-

Dutlezité upozornéni: jedna se stale o ptedpis téze funkce, tedy miizeme upravovat pomoci
vytykani, pri¢itani a odecitani téhoz Clenu, ale NELZE piedpis funkce néasobit nebo délit, i kdyz by
tato uprava patrné lakala.

Vytkneme tedy nejdiive a, které je podle definice kvadratické funkce nenulové:

f:y= a-(x2 +9- X +£j . Uvnitf zavorky bychom radi ziskali troj¢len, ktery bychom mohli napsat
a a

s vyuzitim vztahu (3) jako druhou mocninu (resp. ¢tverec) dvojélenu. V zavorce je ¢len x*, ktery

. b .
odpovida ¢lenu o, dale je tam ¢len —- X odpovidajici ¢lenu 2ap ve vztahu (3). To tedy znamena, Ze
a
v nasem ptipadé¢ proménné [ odpovida vyraz 21 Abychom méli kvadraticky troj¢len kompletni,
a

. : : b N
musime pfidat ¢len odpovidajici vyrazu B* - tj. ¢len (2—j . Pokud bychom tento ¢len jen ptidali do
a

ptredpisu funkce f, pfedpis tim zmé&nime! Proto je nutné tento ¢len zase ihned odecist.

2
Tim na prvni pohled délame zbytecnou praci, ale ¢len (2—j potfebujeme, abychom méli
a

kompletni kvadraticky trojclen.

Popsané upravy nyni zapiSeme symbolicky: f:y= a-(x2 +9- X+£j =
a a
, b bY (bY ¢ ) C
=a-| X +—-X+|—| —=| — | +— . Ve shod¢ se vztahem (3) vyuZijeme nyni prvni tii Cleny
a 2a 2a a
) , b bY (bY ¢ bY (b)Y ¢ e
zavorky: y=a: | x " +—x+|—| -|—| +—|=a:||x+— | —=| — | +—|. Nyni ¢astecné
a 2a 2a a 2a 2a a
az+2a[5+[32

2 b2
roznasobime: Yy = a-(xz +—j ——++cC
2a 4a
o , D , b b’
Po porovnani s pfedpisem danym vztahem (2) je ziejmé, Ze plati X, =—2— ay, =C—4—.
a a
Vrchol paraboly mé tedy soufadnice:
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V{_E;C_ﬁ] @
2a 4a

Tyto soufadnice neni nutné znat z pameti - na konkrétni loze je lze velmi rychle odvodit.

Nakreslete pékné graf kvadratické funkce Kk :y =2x> —12x+19.

Reseni: Predpis funkce nejdiive postupné upravime ve shod€ s obecnym odvozenim.

2 2
k:y=2x"-12x+19=2 2 —6x+ 2 =2 2 —ex ) [ O] 4212
2 2 2 2

=2[(x2 —6x+9)—9+%j =2[(X—3)2 +%)=2(x—3)2 +1. Soufadnice vrcholu tedy jsou V=[3;1],

parabola bude uzsi (koeficient a je roven 2) a bude oteviena nahoru. Graf zadané funkce je zobrazen

na obr. 6 (¢arkovée je pro srovnani zobrazena kvadraticka funkce y = (X - 3)2 +1).

Plati: D=R a H=(1;00).

Nakreslete pekné graf kvadratické funkce |:y = —% x> — X+ % .

Reseni: Predpis funkce nejdiive postupné upravime ve shodé s obecnym odvozenim.
1 1 1 2\ (2Y
I:y=——x2—x+§=——(x2+2x—3)=—— XC+2x+| = | | 2| =3 |=
2 2 2 2 2 2
e 1 2 _ 1 2 o g .
__E((X +2x+1)—1—3)— E((x+1) 4)— 2(x+1) +2. Soufadnice vrcholu tedy jsou

V= [—1; 2] , parabola bude $irsi (koeficient a je roven —%) a bude oteviena dold. Graf zadané funkce

je zobrazen na obr. 7 (¢arkove je pro srovnani zobrazena kvadratickd funkce y = —(X + 1)2 +2).

Plati: D=R a H=(—oo;2>.

obr. 7

obr. 6




Kvadratické funkce a rovnice, J. Reichl, SPSST Panské, Praha, © 2020

1.3 Kvadratickd funkce s absolutni hodnotou

Stejné€ jako u linearnich funkei bylo mozné vysetfovat funkce s absolutni hodnotou, je to mozné
i v pfipadé kvadratickych funkci. V tomto pfipadé ale muze nastat vice piipadl, které popiseme
zvIast.

1.3.1 Absolutni hodnota aplikovana na celou funkci
Pokud budeme mit vysetfit pribéh kvadratické funkce dané predpisem ve tvaru

f:y=‘a-x2+b-x+c

)

jedna se o nejjednodussi moznost. Z predpisu funkce je totiz ziejmé, Ze funk¢éni hodnotou mohou
nabyvat pro libovolné realné x pouze nezapornych hodnot (to vyplyva z vlastnosti absolutni hodnoty).

Proto sta¢i vySetiit funkci f,:y=a-x*+b-X+cC a poté tu ¢ast grafu, ktera se nachazi pod osou X

9

symetricky pieklopit nad osu x.

Nakreslete pekné graf funkce m:y = ‘Xz +2X— l‘ .

Reseni: Nejdfive upravime predpis funkce m,, kterd je v argumentu absolutni hodnoty, do tvaru
(2), ze kterého odefteme soufadnice vrcholu paraboly. Postupné tak dostaneme:
m:y=x+2x-1=x"+2x+1-1-1=(x+1)"=2. Vrchol paraboly ma tedy soufadnice
v =[—1; —2]. Graf funkce m, je zobrazen na obr. 8. Abychom ziskali graf funkce m, staci tu ¢ast
grafu funkce m,, kterd se nachazi pod osou X, pieklopit nad osu X (ve shodé¢ s vlastnosti absolutni

hodnoty); graf funkce m je zobrazen na obr. 9.
Pro funkci mplati: D=R a H= <0; ®).

Y ¥

R 21 “‘-.‘.,.-"‘ -2
v v

obr. 8 obr. 9
V pfipad¢, ze bude koeficient a v piedpisu funkce dané predpisem (1) zédporny, mize vysledna
funkce, na kterou byla aplikovana absolutni hodnota, vypadat principialné stejn€, jako funkce
zobrazena na obr. 9. Mize se také stat, ze aplikace absolutni hodnoty na danou kvadratickou funkci
graf této funkce nijak nezméni.
1.3.2 Absolutni hodnota aplikovana na proménnou x
Nyni budeme vysetiovat graf kvadratické funkce dané predpisem ve tvaru

fry=a-x*+b-|x+c, (6)
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ktera, a¢ to na prvni pohled nevypadd, ptesné odpovida funkci zminéné v nadpisu kapitoly. Pokud
bychom totiz napsali ptedpis funkce ve tvaru f:y=a- |X|2 +b- |X| + ¢, dostaneme stejnou funkci, jako
je funkce dana piedpisem (6).

Vyraz x* bude totiz pro libovolnou volbu realného X vzdy nezaporny, stejné jako vyraz |X|2.

Proto je v ptipadé tohoto ¢lenu absolutni hodnota nadbytecna.

Zpusob, jak ze zadaného predpisu spravné nakreslit graf, ukdzeme jak standardni cestou, tak
rychlej$im zplsobem s vyuzitim zékladnich vlastnosti funkci.
Standardni postup ukadzeme rovnou na feSené¢ uloze. Postup feSeni pfitom neni novy -

4

hodnotami.

Nakreslete p&kné graf funkce p:y=-x"+ 6|X| -5.

Reseni: Piedpis funkce nejdiive upravime do tvaru (2), abychom mohli uréit soufadnice vrcholu
paraboly. ReSeni ale musime rozdélit na dva intervaly, na které rozdéli realnou osu nulovy bod
absolutni hodnoty; ten je roven X, =0.

Pro xe (—oo; 0) je argument absolutni hodnoty zaporny, proto piepiSeme piedpis zadané funkce
pvetvaru p,:y=—X’+6-(—x)—5 a dale upravime:
P, : y=—(x2 +6x+5)=—(x2 +6x+9—9+5)=—((x+3)2 —4):—(x+3)2 +4.
Vrchol paraboly ma tedy soufadnice V, = [—3; 4] a parabola bude oteviena dolt.

Pro xe <0; oo) je argument absolutni hodnoty nezaporny, proto ptfepiSeme piedpis zadané
funkce p ve tvaru p,:y=-X +6- (+X) —5 adale upravime:
p,:y=—(X"—6x+5)=—(X’ —6x+9—9+5)=—((x—3)2 —4)=—(x—3)2 +4.
Vrchol paraboly ma tedy soufadnice V, = [3; 4] a parabola bude oteviena dold.
Grafy funkci p, a p, jsou zobrazeny na obr. 10. Je nutné si ale uvédomit, ze funkce p, je

definovana pouze pro X e&(—o;0), zatimco funkce p, je definovana pouze pro X e&(0;). Proto

vysledny graf funkce p vypada tak, jak je zobrazeno na obr. 11.

Pozor pii ur€ovani oboru hodnot funkce p! Na prvni pohled by se mohlo zdat, Ze oborem hodnot
bude mnozina realnych ¢isel lezicimi mezi y-ovou soufadnici priseciku grafu funkce p s osou y - tj. y-
ovou soufadnici bodu P, - a y-ovou soufadnici vrcholi obou parabol. Uv€domme si ale, Ze na

obrazcich neni (a ani nemtze byt) zobrazen cely graf funkce p. Pro ta realna X, jejichz absolutni
hodnota je extrémné velkd, nabyvaji funk¢ni hodnoty extrémné malych (tj. k minus nekonecnu se
blizicich) hodnot.

Pro funkci p tedy je: D=R a H=(-;4).
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obr. 10 obr. 11

Nakreslete pekné graf funkce q:y = % x>+ 2|X| +1.

Regeni: Pedpis funkce nejdfive upravime do tvaru (2), abychom mohli urit soutadnice vrcholu
paraboly. Reseni i v tomto piipadé€ rozdélime na dva intervaly, na které rozdéli realnou osu nulovy bod
absolutni hodnoty; ten je roven X, =0.

Pro xe (—oo; 0) je argument absolutni hodnot zaporny, proto prepiSeme piedpis zadané funkce

1
g vetvaru ¢, :y = Exz +2-(—x)+1 a dale upravime:

| 1 1 1
g :y=% +2-(—x)+1:5(x2 —4x+2):5(x2 —4x+4—4+2):5((x—2)2 —2):

1 .
= E(X — 2)2 —1. Vrchol paraboly ma tedy soufadnice V, =[2;—1], parabola bude oteviena nahoru a ve

srovnani s parabolou odpovidajici situaci a = 1 bude Sirsi.

Pro xe <0; oo) je argument absolutni hodnoty nezaporny, proto mizeme piedpis zadané funkce

g prepsat ve tvaru q2:y=%X2+2X+l a dale upravit:
q -y=1x2+2x+1=1(x2+4x+2)=1(x2+4x+4—4+2)=1((x+2)2—2)=
T2 2 2 2

1 .
= E(X + 2)2 —1. Vrchol paraboly ma tedy soufadnice V, =[-2;—1], parabola bude oteviena nahoru a
ve srovnani s parabolou odpovidajici situaci a = 1 bude Sirsi.
Grafy funkci g, a , jsou zobrazeny na obr. 12. Je nutné si ale uvédomit, Ze funkce q, je
definovana pouze pro X e&(—;0), zatimco funkce ¢, je definovana pouze pro X e&(0;o). Proto

vysledny graf funkce g vypada tak, jak je zobrazeno na obr. 13.
Pro urceni oboru hodnot funkce q musime znat y-ovou soufadnici priseciku grafu této funkce
s osou Y - tj. y-ovou soufadnici bodu P, . Jestlize je x-ova soufadnice bodu P, nulova, je jeho y-ova

soufadnice rovna y, = % 0% +2-]0[+1=1.

Proto D=R a H:<1;oo).
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obr. 12 '
obr. 13

Nakreslete p&kné graf funkce r:y =2x> — 4|X| +% .

Reseni: Tentokrate ukdZeme rychlejsi a snad i jednodussi variantu hledani grafu zadané funkce.
Zacneme s funkci I, v jejimz pfedpisu budeme ignorovat absolutni hodnotu. Upravime tedy

. 1 . . . . .
funkci 1 :y=2x’ _4X+E’ ktera odpovida (pti srovnani s minulymi dvéma ulohami) pfedpisu pro

nezaporna X (tj. pro ta X, pro néz je argument absolutni hodnoty nezaporny). Piedpis funkce upravime:

rl:y=2x2—4x+l=2 X —2x+4 =2 ¢ —2x+1-141]=2 (x—l)z—E =2(x—1)2—§.
2 4 4 4 2

Vrchol paraboly ma tedy soufadnice V, = [l; —%} , parabola bude oteviend nahoru a oproti parabole

s koeficientem a rovnym jedné bude uzsi. Tato parabola je zobrazena na obr. 14.

Nyni pfistoupime ke grafu funkce r. Druh4d mocnina a absolutni hodnota u proménné x vlastné
tikaji, ze tak, jak se bude funkce chovat pro kladna X, bude se chovat i pro zaporna x. (Tedy pokud
bychom dosadili do ptedpisu funkce r napt. Cisla 5 a -5 dostaneme stejnou funkéni hodnotu. Totéz
nastane i pro dal$i dvojice navzajem opacnych realnych ¢isel.)

Graf funkce r tedy ziskdme z grafu funkce I, tak, Ze graf prekopirujeme podél osy y (viz obr.

15).

Pro funkcirje D=R a H:<—%;oo).

y y

10
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1.3.3 Kombinace vySe uvedenych aplikaci absolutni hodnoty
V této kapitole popiSeme graf kvadratické funkce dané predpisem ve tvaru

f:y:‘a-x2+b-|x|+c‘. (7

Jak vyplyva z predpisu funkce, jednd se funkci, kterou jsme ¢asteéné vysetiovali v kapitole
1.3.1 a castecné v kapitole 1.3.2. V ptipadé funkce dané predpisem (7) tedy nejdiive najdeme graf
funkce dané predpisem (6) a poté na celou funkci aplikujeme absolutni hodnotu.

Graf funkce dané predpisem (7) tedy musi lezet nad osou X, které se bude maximaln¢ dotykat. |

Postup si ukazeme na jedné tiloze.

2

Nakreslete pekn¢ graf funkce s:y = XT - 2|X| -1

ReSeni: ZaCneme s upravou funkce, ktera je v argumentu absolutni hodnoty a u niz zatim
2

vynechame absolutni hodnotu u X. Upravime tedy funkci s, : y = X? —2x—1. Upravou ziskame:

2

sl:y:%—2x—1:%(x2 —8x—4):%(x2 —8X+16—16—4):i((x—4)2 —20):%(x—4)2 -5,

Vrcholem paraboly, ktera je grafem této funkce, tedy bude bod V, = [4; - 5] .

2
Abychom ziskali graf funkce s, : y=x——2|x|—l, musime tu ¢ast grafu funkce s, kterd
4

odpovida kladnym X, pfekopirovat podle osy y. Graf funkce S, je zobrazen na obr. 16.

Graf funkce s ziskame tak, ze ¢ast grafu funkce s, , ktera lezi pod osou X, pieklopime nad osu X.

Pro vSechna X z defini¢niho oboru funkce totiz musime ziskat pouze nezaporné funk¢ni hodnoty! Graf
funkce S je zobrazen na obr. 17.

Pro funkcisje D=R a H:<0;oo).

- ¥
i Voo ’) f/
\ N/ N\ /

; /

= j i x -4 | ; x

.,A.__._,-.:'_'_'_..---S............f::‘_.i__,_,-' ‘."---y-:::'.'-.----!‘i-'-""“'.::::';’_’--I'

V s v Vs

obr. 16 obr. 17

1.3.4 Slozitéjsi ulohy

Slozitéjsi tlohy jsou zaméfené na hledani grafu funkce, v jejimz piredpisu jsou absolutni
hodnoty umisténé tak, ze tlohy je nutné feSit pouze rozpisem na jednotlivych intervalech danych
nulovym bodem absolutni hodnoty. Grafem takové funkce pak byva kiivka, ktera je slozené ze dvou
(pfipadné vic) ktivek (vétsinou parabol). Vysledna funkce je spojita, ale uz ne nutné hladka.

Spojita funkce je takova, kterd je namalovatelnd jednim tahem. Hladka funkce je takova, ktera
nema v grafu nikde zadnou ,Spicku“ nebo ,zlom"; kazda ,Spicka“ ¢i ,,zlom™ pfitom odpovida
jednomu nulovému bodu absolutni hodnoty z ptfedpisu funkce (vzpomenime na linedrni funkce
s absolutni hodnotou).

V ramci této kapitoly budou ukézany dvé feSené ulohy.

11
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Nakreslete pékné graf funkce t:y = X|X - 2| +1.

Redeni: V tomto piipadé neni jind moZnost, nez vysetiit funkci na dvou intervalech, na které
rozd¢luje redlnou osu nulovy bod absolutni hodnoty. Ten je roven X, =2.

Na intervalu X € (—o0;2) piepiSeme piedpis funkce t do tvaru t,:y =X(—X+2)+1 a upravime:
ty=-X"+2Xx+1= —(X2 —2X +1—1—1) = —((X —1)2 —2) = —(X —1)2 + 2. Vrchol této paraboly, ktera
je oteviena doli, ma tedy soufadnice V, =[1;2].

Na intervalu X e<2; oo) pfepiSeme predpis funkce t do tvaru t,:y= X(X—2) +1 a upravime:
t:y=x"-2x+1= (X - 1)2 . Vrchol této paraboly, kterd je oteviend nahoru, mé soufadnice V, = [1; 0] .
Grafy funkei t, a t, jsou zobrazeny na obr. 18.

Abychom ziskali graf funkce t, je nutné si uvédomit, na jakych intervalech jsou funkce t, a t,

definovany, a do vysledného grafu zahrnout pouze piislusnou ¢ast jejich grafu. Graf funkce t je pak
zobrazen na obr. 19.

Plati D=H=R.

Z grafu obr. 19 je vidét, Ze funkce t ma skutetné zlom v bodé¢ X, =2, tj. vnulovém bodé
absolutni hodnoty vystupujici v zadani funkce t.

y ¥

e

S V . %
S - X
1 \

obr. 18 obr. 19

Nakreslete pékné graf funkce U:y = x|x + l| -2X.

Reseni: Nulovy bod absolutni hodnoty je roven X, =—1 a prabéh funkce vySetfime na dvou
intervalech, na které realnou osu rozdé€luje pravé nulovy bod.
Na intervalu Xe(—o0;—1) prepiSeme predpis funkce U ve tvaru U :y=Xx(-x-1)-2x a

, ) ) ) 37 (3Y 37 .9 ,
upravime: U, :Yy =—X —X—2X=—(X +3X)=— X" 43X+ 5713 =— X+5 +Z.Vrchol této

2
. IR Y g 39
paraboly, kterd je oteviena doll, ma tedy soufadnice V, = —E; ik
Na intervalu x e <—1; oo) prepiSeme zadanou funkci ve tvaru u,:y = X(X + 1) —2X a upravime:
) ) ) 1y (1Y 1) 1 o
Uy iy =X +X=2X=X"—X=X —X+ 5 7l7) T X_E e Vrchol paraboly oteviené nahoru

ma soufadnice V, = [%, —%} . Grafy funkci U, a U, jsou zobrazeny na obr. 20.

12
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Je nutné si ale uvédomit, Ze obé funkce jsou definovany pouze na Casti realnych cisel, proto
musime jejich definicni obory v grafu vysledné funkce U zohlednit. Graf funkce U je pak zobrazen na
obr. 21.

Pro funkciuje D=H=R.

¥ ¥

.- 4-
C .1.'"... i o X
27 P VA

obr. 20 obr. 21
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1.4 Kvadraticke rovnice a nerovnice

V této kapitole se seznamime s postupy vedoucimi k nalezeni feSeni kvadratickych rovnic
(béznych i s parametrem) a nerovnic. V zaveru kapitoly se budeme vénovat i soustavdm rovnic,
z nichz alespon jedna je kvadratickd, a slovnim uloham, jejichz feSeni vede na kvadratické rovnice
nebo nerovnice.

1.4.1 Zakladni definice a konkrétni piiklady kvadratickych rovnic

Zacneme definici kvadratické rovnice.

KVADRATICKA ROVNICE S JEDNOU REALNOU NEZNAMOU X SE NAZYVA
KAZDA ROVNICE, KTEROU LZE EKVIVALENTNIMI UPRAVAMI PREVEST NA TVAR

a-x*+b-x+c=0, 3

KDE acR\{0} A b,ceR.

Podminka nenulovosti koeficientu a je stejna, jako u kvadratickych funkci (viz kapitola 1.2):
v pripad¢, ze by koeficient a byl nulovy, pfejde rovnice dana predpisem (8) na linearni rovnici.

Nejdiive vyfeSsime nékolik konkrétnich uloh a poté odvodime obecny vztah pro koteny
kvadratické rovnice (viz kapitola 1.4.2). Pii feSeni kvadratickych rovnic je vhodné postupovat logicky
a odvozeny vztah pro kofeny kvadratické rovnice (vztah (12) v kapitole 1.4.2) pouzivat jen v té&ch
pripadech, kdy nebude mozné postupovat jednoduse;ji.

Pfi feseni nékterych typt kvadratickych rovnic vyuzijeme diive uvedeny a vysvétleny vztah

VoceR:\/?=|oc|. ©)

Ukéazeme postupné feSeni riznych typl kvadratickych rovnic na konkrétnich ulohéch.

V mnoziné realnych &isel feste rovnici x> —4=0.

Reseni: Rovnici lze zadit fedit osamostatnénim neznamé; tim ziskame rovnici ve tvaru x> =4 .
Nyni odmocnime, ale musime si uvédomit, Ze plati vztah (9). Dostaneme tedy |X| =2. Kotreny zadané
rovnice jsou tedy dva: X, =-2 a X, =2.

Muzeme tedy udélat zavér: O=D=R a P= {—2; 2} .

Kvadratické rovnice velmi tzce souviseji s kvadratickymi funkcemi. Na levou stranu
kvadratické rovnice (8) lze nahlizet jako na pfedpis kvadratické funkce (viz ptedpis (1)). Na
kvadratickou rovnici (8) tedy mizeme nahlizet jako na kvadratickou funkci s tim, Ze hleddme prasecik
grafu kvadratické funkce s osou X.

Hledame totiz takova X, pro ktera je funkcni hodnota nulova; a takova X tedy odpovidaji
prasecikiim grafu kvadratické funkce s osou X.

Tuto situaci pro vyfesenou rovnici ilustruje obr. 22.
Vzhledem k tomu, ze grafem kvadratické funkce je parabola, mohou nastat pfi posunu paraboly
podél osy y tii moznosti (ty budou dale diskutovany v kapitole 1.4.2):
1. parabola protne osu X ve dvou bodech - ptislusna kvadraticka rovnice ma dvé feSent;
2. parabola se dotkne osy X v jednom bode¢ - ptislusna kvadratickd rovnice ma jedno feseni,
tzv. dvojnasobny koien;
3. parabola neprotne osu X - pfisluSna kvadratickd rovnice nema v realnych ¢islech zadné
feSeni.
Pozdéji ukazeme, Ze v poslednim popsaném piipadu ma kvadraticka rovnice feSeni
v komplexnich ¢islech.

Dilezité je také si vSimnout pouzitych sloves: protnout osu X znamena néco jiného nez dotknout
se osy X. Uz sama slovesa naznacuji pocet korenti prislusné kvadratické rovnice.

14
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obr. 23

obr. 22

V mnoziné realnych &isel feste rovnici X* +1=0.

Reseni: Rovnici budeme fesit podobné jako pedchozi rovnici. Upravime ji do tvaru x* =—1, ze
kterého je zfejmé, Ze tato rovnice nema v mnozing realnych ¢isel feseni.

Zavér: O=D=R a P=4.

Graf kvadratické funkce odpovidajici feSené rovnici je zobrazen na obr. 23. Je ziejmé, ze
parabola v tomto pfipad€ neprotina osu X.

V mnozZiné realnych &isel feste rovnici 2x° +5x=0.
Reseni: V tomto piipadé se nabizi vytknout x. Ziskame tak rovnici X - (2X + 5) =0.

Rovnice, jejiz jedna strana je zapsana jako soucin dvou a vice vyrazil a jejiz druha strana je
nulova, se velmi jednodusSe fesi. Je-li totiz soucin nékolika Cinitelii roven nule, pak alespon jeden
z nich je roven nule.

V naSem piipadé¢ tedy dostdvame X, =0 nebo 2X, +5=0, tedy X, = —% .

Zavér: O=D=R a Pz{—%;O}.

Graf kvadratické funkce odpovidajici feSené rovnici je zobrazen na obr. 24.

V mnoziné realnych ¢&isel feste rovnici x> —6x+9=0.
Reseni: Je ziejmé, Ze leva strana rovnice odpovida algebraickému vzorci (3), a proto mizeme
L 2 Lo . y . .
rovnici prepsat ve tvaru: (x—3) =0. Nyni mizeme odmocnit. Obecné musime davat pozor na
spravny zapis s absolutni hodnotou (viz vztah (9)). Spravé bychom tedy méli psat: |X—3|=0.

Vzhledem k tomu, ze na pravé stran¢ rovnice je nula, miizeme psat pouze X —3=0. Odtud vyjadiime
X =3. Zadana rovnice ma tedy jeden (tzv. dvojnasobny) koien.

Zavér: O=D=R a P={3}.

Graf kvadratické funkce odpovidajici feSené rovnici je zobrazen na obr. 25.
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>

X=X

obr. 25

obr. 24

2
Ve v g1 vr " % .. X
V mnozin€ realnych Cisel feste rovnici > X — 5 =0.

vvvvvv

neznamé na jednu stranu nebo piimou aplikaci algebraického vztahu (3). Nicmén€ umime kvadraticky
troj¢len, stojici na levé stran€ rovnice, ptevést do tvaru, v némz muzeme prislusny algebraicky vztah
pouzit. Pouzijeme metodu doplnéni kvadratického troj¢lenu na druhou mocninu dvojclenu (viz
kapitola 1.2.3).

V ptipad€, ze mame fesit rovnici, mizeme si ji prevést do elegantnéjsiho tvaru. Mizeme tedy
napf. celou rovnici vynasobit dvéma. Dostaneme tak rovnici X* —2X—-3=0. Nyni provedeme
avizované doplnéni na c¢tverec. Doplnime druhou mocninu poloviny linedrniho koeficientu a

nezapomene tento ¢len zase odeéist: X* —2X+1-1-3=0. VyuZijeme avizovany algebraicky vztah a
ostatni Cleny rovnice pfevedeme na jeji druhou stranu: (x—l)2 =4. S vyuzitim vztahu (9) rovnici
odmocnime a ziskdme rovnici ve tvaru: |x—l| =2. Tato rovnice s absolutni hodnotou vede na dvé
linearni rovnice bez absolutni hodnoty: X, —1=-2 a X, —1=2. Dostdvame tedy kofeny kvadratické
rovnice X, =—1 a X, =3.

Zaver: O=D=R a P={-1;3}.

Graf kvadratické funkce odpovidajici fesené kvadratické rovnici je zobrazen na obr. 26.

V mnoziné realnych &isel feste rovnici —x* +2x—3=0.

Reseni: Budeme postupovat analogicky jako v minulé tiloze: levou stranu doplnime na &tverec.
Vzhledem k tomu, ze se jedna o rovnici, miizeme piedtim celou rovnici vynasobit Cislem -1. Postupné
tak dostaneme:

X =2x+3=0
X*=2X+1-1+3=0

16
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(x-1) =2

Tato rovnice pfitom nema v redlnych ¢islech feSeni: zddné redlné Cislo nema druhou mocninu
rovnou zapornému ¢islu.

Zavér: O=D=R a P=#.

Graf kvadratické funkce odpovidajici zadané rovnici je zobrazen na obr. 27 (je vykreslena
kvadraticka funkce odpovidajici zadanému tvaru rovnice).

B

obr. 26

obr. 27
Souvislost kvadratickych rovnic a funkci je uziteéna jesté v dalSich aspektech.

Pokud ma kvadratickd rovnice jeden dvojnasobny kofen X,, méd parabola, kterd je grafem
prislusné kvadratické funkce, vrchol v bodé V = [Xlz; O] a timto bodem prochazi i osa paraboly.

Pokud mé kvadraticka rovnice dva kofeny X, a X,, je X-ovéa soufadnice vrcholu paraboly rovna
Xl +X2 Lo~ oz v v v s , . . v
v = — To znamen4, Ze osa paraboly protinad osu X piesné v polovi¢ni vzdalenosti mezi obéma
kofeny.
1.4.2 Vztah pro vypocet koienti kvadratické rovnice

V kapitole 1.4.1 bylo vyteseno n€kolik kvadratickych rovnic. Nekteré z nich bylo mozné vytesit
velmi snadno, u jinych bylo zapotiebi pouzit doplnéni kvadratického troj¢lenu na druhou mocninu.
S vyuzitim této techniky nyni odvodime vztahy pro kofeny obecné zadané kvadratické rovnice (8).

Rovnici a-x*+b-Xx+c=0 nejdiive vydélime a, které je podle definice kvadratické rovnice

, . b c , . y
nenulové. Dostaneme tedy rovnici ve tvaru X +—-X+—=0. Nyni doplnime na &tverec
a a

, b b)Y (bY ¢ , , bY (b)Y ¢ :
X +—-X+|—| —-| — | +—=0 a dale upravime: | X+— | =| — | ——. Pravou stranu rovnice
a 2a 2a a 2a 2a a
jesté prevedeme na spoleéného jmenovatele a dostaneme rovnici ve tvaru
b ) b>-4ac (10)
Xt—| =———.
2a 4a

Nyni musime postupovat opatrn€. Dalsi Uprava, kterou bychom radi provedli, je odmocnéni
obou stran rovnice. Na pravé stran¢ rovnice je ale rozdil, a proto se miize stat, Ze tato strana rovnice
bude zaporna.
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Citatel zlomku pravé strany je pro feSeni kvadratické rovnice kli¢ovy, proto jej oznalime
symbolem D. Pro D tedy plati:
D=b?—-4ac. (11
Tento vyraz se nazyva diskriminant kvadratické rovnmice; tento termin zavedl britsky
matematik James Joseph Sylvester (1814 - 1897) v roce 1851.
V zavislosti na hodnoté diskriminantu D rozli§ime tii pfipady.
1. Je-li D <0, nemé zadana kvadraticka rovnice v realnych ¢islech feseni.

2
2. Je-li D=0, mizeme rovnici (10) pfepsat ve tvaru (X+2—j =0. Je zfejmé, Ze tato

a
rovnice ma jediny realny kofen (fika se mu dvojnasobny koien), ktery je roven
« = b
1,2 2a :

3. Je-li D> 0, pak ma kvadraticka rovnice dva rizné realné kofeny. Pravou stranu v rovnici
(10) tedy mizeme odmocnit a s vyuzitim zavedeného diskriminantu (11) psat

b JD

D . . i . oy
X+—|=—— nebo t¢Z X+—==+——_ Pro kofeny kvadratické rovnice pak mizeme
2a] 2a 2a 2a

psat rovnici

_—b+b’-4ac _-b+D (12)
b2 2a 2a
Pokud méame nalezeny kofeny X, a X, kvadratické rovnice (8), mizeme tuto rovnici zapsat

X

v ekvivalentnim tvaru
a-(x=x)-(x=x,)=0. (13)

Pti feSeni kvadratickych rovnic je zvykem nejdiive vypocitat diskriminant a na zaklad¢ jeho
hodnoty postupovat dale. Rovnici, jejiz diskriminant vyjde nulovy, pozname na prvni pohled: leva
strana rovnice (bude-li na pravé strané nula) pijde prepsat s vyuzitim algebraickych vztahi (3) bez
nutnosti doplnovat dalsi Cleny.

Plati ale to, Ze se snazime rovnici, kterou ekvivalentnimi tpravami pievedeme do zakladniho
tvaru (8), fesit co mozna nejjednoduse;ji:

1. pfimym vyjadfenim neznamé;
vytykanim;
doplnénim na Ctverec - tyto tii typy postupii byly ukazany v kapitole 1.4.1;
rozkladem kvadratického trojclenu - viz kapitola 1.4.3;

5. pomoci vztahu (12).

Jinymi slovy: vypocet vyuzivajici diskriminant kvadratické rovnice vyuzivame az jako posledni,
kdyz nelze kvadratickou rovnici vyfesit jednoduseji. Reseni pomoci diskriminantu je pfimocaré, vede
vzdy k cili, ale mize byt nékdy casove narocné a i zdrojem zbyte¢nych chyb.

Uvédomme si, ze kvadraticka rovnice se v pokrocilejsich partiich matematiky stane nastrojem,

v

Eal i

nejefektivnéji.
1.4.3 Vztahy mezi koreny a koeficienty kvadratické rovnice

Zacneme feSenim jedné konkrétni lohy, na zakladé niz se budeme snazit odvodit obecné platné
vztahy.

V mnoziné realnych &isel feste rovnici 5x* —6x—-8=0.
Reseni: Zacneme vypoctem diskriminantu (podle vztahu (11):
D= (—6)2 -4.5. (—8) =36+160=196. Diskriminant je kladny, rovnice ma tedy dva realné koteny.
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—(-6)£+196 +
Ty vypocitame podle vztahu (12): X,= ( ) =6_14. Tedy X1=6+14=2
’ 2-5 10 10
6-14 4
X, =——=——.
10 5

Zavér: O=D=R a Pz{—é;Z}.

Zkusme nyni najit souvislost vypoétenych kotfenll se zadanou rovnici. Tu si pfevedeme do

. , 6 8 . y : y . ,
ekvivalentniho tvaru x’ —gx—g=0. Prozkoumejme, ¢emu je roven soucet a soucin nalezenych
- y - (s 4_6 . - .
kotfen. Pro soucet kofenit dostdvame X, +X,=2- 3 = 3 a pro souin kofend plati

X, X, =2-(—%)=—§. Hodnoty, které jsme nyni ziskali, nalezneme i v rovnici, jejiz kofeny jsme

vySetfovali. Je zfejmé, ze soucet kofend je az na znaménko roven koeficientu linearniho ¢lenu a soucin
kofenti je roven koeficientu absolutniho ¢lenu.

Pochopitelné, Ze na zaklad¢ jedné konkrétni llohy nemtizeme ucinit obecny zaveér. Ale mizeme
tuto skutec¢nost dokazat obecné.

Resenim obecné rovnice (8) jsou (za predpokladu, e diskriminant rovnice je kladny) podle

—b++/b* —4ac y z—b—\/b2—4ac
2a

vztahu (12) kofeny X BT — a X, . Pro jejich soucet mizeme psat
a
[h2 [h2
X + X, = b+ ; 4ac + b 2b 4ac = —E. Pro soucin kofent obecné kvadratické rovnice pak
a a a
2
. b’ —dac —b-+b*—dac (-b) (b’ -4ac) b>_p>idac c
lze psat X, - X, = . = 5 = > =—.
2a 2a 4a 4a a

Miizeme tedy vyslovit zavér.
MA-LI KVADRATICKA ROVNICE (8) KORENY X A X,, PAK PRO TYTO

KORENY PLATI VZTAHY:

b c (14)
X + X, Z—E a X X, :g.

Vztahy (14) se nazyvaji Viétovy vztahy; jako prvni je totiZz obecné¢ odvodil francouzsky
matematik Francois Viéte (1540 - 1603).

V této souvislosti se také Casto zavadi tzv. normovana kvadraticka rovnice.

NORMOVANA KVADRATICKA ROVNICE JE ROVNICE VE TVARU:

X*+p-x+q=0, (15)
PRO JEJiZ KORENY X A X, LZE V PRiPADE, ZE PLATi p’>—4q>0, PSAT VIETOVY

VZORCE VE TVARU:
X +X,=—-paXx-X=0. (16)

Prevod rovnice (8) na rovnici ve tvaru (15) je prosty: staci rovnici (8) vydélit koeficientem a,

ktery je podle definice nenulovy, a oznacit zlomek B symbolem p a zlomek ¢ symbolem (.
a a

Podminka p* —4q >0 je podminka na kladny diskriminant normované kvadratické rovnice.

Terminologie v tomto pfipadné neni prili§ podstatna, je nutné chéapat princip vztahu souctu
kotenil a soucinu kotentl k jednotlivym koeficientim fesené kvadratické rovnice.
Nyni uvedeme nekolik fesenych uloh.
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Reste v mnoziné realnych &isel kvadratickou rovnici X*> —5x+6=0.

Reseni: S vyuzitim Viétovych vztaht bude feseni snadné, byt tento prvni feseny ptiklad bude
na vyklad zdlouhavy. Chceme-li rychle a efektivné pouzivat Viétovy vztahy, musime ,,znat Cisla®.
V ptipadé zadané rovnice hledame dva koteny tak, aby jejich soucin byl roven 6 a soucet byl roven
péti (viz vztahy (16)). Proto musime byt schopni rychle urcit délitele Cisla 6 a vybrat takové, jejichz
soucet je roven -5.

Doporuceny postup je vyuzit vztah (13) a zapsat si do zavorek zatim jen takové délitele Cisla 6,
jejichz soucin je 6 a rozdil mize byt -5. Teoreticky pfipadaji v ivahu dvojice 2, 3 a 6, 1. Soucin je
kladné ¢islo, proto museji mit oba délitelé stejné znaménko. Je tedy ziejmé, Ze z Cisel 6 a 1 nelze Cislo
-5 ziskat. Proto miZzeme psat rozklad ve tvaru (x 3)-(Xx 2)=0. Znaménka ted uréime tak, aby

soudin zapsanych &isel byl roven +6 a soucet -5. Tedy jedind moznost je (x—3)-(x—2)=0.

Miize se zdat, Ze jsme pii provadénych uvahach porusili prvni z Viétovych vztaht (16), kdyz
jsme nezménili znaménko u linedrniho ¢lenu. Zatim jsme ale nemluvili o kofenech kvadratické
rovnice. Ty ur¢ime nyni snadno, protoze rovnici mame zapsanou ve tvaru soucinu a na prave strané je
nula. Kofeny zadané kvadratické rovnice tedy jsou: X, =3 a X,=2. A tyto kofeny spliluji oba
Viétovy vztahy.

Zavér: O=D=R a P={2;3}.

Predchozi uloha vypada slozite, ale to jen proto, ze byla prvni a bylo nutné vysvétlit princip. Ve
skute¢nosti je pouziti Viétovych vztahi pii feSeni kvadratickych rovnic velmi efektivni.

Reste v mnoziné realnych ¢&isel kvadratickou rovnici u> —5u—14=0.

Refeni: S vyuzitim Viétovych vztahti bude feSeni snadné. S vyuzitim délitela Cisla 14 a
sohledem na koeficient linearniho ¢lenu mulzeme rovnici prozatim piepsat ve tvaru
(u 7)-(u 2)=0. Vzhledem k tomu, Ze absolutni ¢len je zdporny, museji mit oba dglitelé rizna
znaménka. Pfitom soucet d¢liteltt musi byt roven koeficientu linedrniho Clenu. Tedy jedina moznost je
(u —7)'(u + 2) =0.Proto U, =7 a u, =-2. Viétovy vztahy plati.

Zavér: O=D=R a P={-2;7}.

Viétovy vztahy lze pouzit i k feseni jin¢ho typu tloh.

Napiste kvadratickou rovnici, ktera ma oba kofeny tfikrat vétsi, nez jsou kofeny kvadratické
rovnice 2v’ +9v—15=0, aniZ tuto rovnici fesite.
Regeni: K fedeni vyuzijeme Viétovy vztahy (14). Ozna¢ime-li kofeny zadané rovnice symboly
, 9 15 . D . . y
Vv, a V,, pak plati: v, +v, = ) av,-v,= > Oznac¢ime-li kofeny nové rovnice napf. symboly X, a
X,, pak podle zadani Ulohy plati X, =3v, a X, =3v,. Podle Viétovych vztahd plati: X, +X,=—p a
X, - X, =0 . Po dosazeni dostaneme: 3v, +3v, =—p a 3v, -3v, =(. Ziskané rovnice upravime do tvari
3(v,+v,)=—p a 9v,-v,=q a dosadime z Viétovych vztahii vyjadienych zpivodni rovnice.
9 15 27 135
Dostaneme 3'(_5) =—pa 9-[—;] =( . Dostavame tedy p =? aq= 5

. . 27 135 L
Miizeme tedy napsat kvadratickou rovnici ve tvaru x> +7X 5 " 0. Tato rovnice je jedna

z nekone¢né mnoha moznych, které znalezené rovnice mizeme ziskat vynasobenim nenulovym
¢islem a.

Hledana rovnice ma tedy tvar a-(2x2 +27X— 135) =0, kde acR\{0}.
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Napiste kvadratickou rovnici, kterda ma oba kofeny o pét mensi, nez jsou kofeny kvadratické
rovnice 3w’ —12w+5=0, aniZ tuto rovnici fesite.
Reseni: K feseni vyuZijeme Viétovy vztahy (14). Oznaéime-li kofeny zadané rovnice symboly

5 . .
W, a W,, pak plati: w, +w, =4 a w, -w, =3 Oznacime-li kofeny nové rovnice symboly X, a X,, pak
podle zadani ulohy plati X, =W, -5 a X, =W, —5. Podle Viétovych vztaht plati: X +X,=—p a
X -X, =q. Po dosazeni dostaneme: W,—5+W,—-5=—p a (W, —5)-(W,—5)=q. Ziskané rovnice

upravime do tvard W, +W, —10=—p a W, -W, =5(W, +W,)+25=0 a dosadime z Viétovych vztaht

vyjadienych z ptivodni rovnice. Dostaneme 4—-10=—p a g— 5-4+25=q. Dostavame tedy p=6 a

20
0,

Miizeme tedy napsat kvadratickou rovnici ve tvaru 3x* +18x+20=0. Tato rovnice je jedna
z nekoneéné mnoha moznych, které znalezené rovnice mlzeme ziskat vynasobenim nenulovym
Cislem a.

Hledana rovnice ma tedy tvar a- (3X2 +18x+ 20) =0, kde aeR\ {O} .

V obou uvedenych ulohach mély nové koteny vlastnosti, které¢ byly vici ptivodnim kofenim
symetrické (tj. oba pivodni kofeny se mély nasobit stejnym Cislem resp. zmensit o stejné ¢islo). Proto
nezaviselo na tom, ktery ,,novy“ kotfen ziskdme ze kterého ,,piivodniho* kotenu. Pokud by zadéani
uvazovanou ,,symetrii“ nemélo, nebyla by uloha feSitelna.

1.4.4 Rozklad kvadratického trojélenu na soudin linedrnich Ciniteli
S kvadratickou rovnici a jejim feSenim velmi tizce souvisi i rozklad kvadratického troj¢lenu na
soucin linearnich Ciniteld.
Na zakladé definice kvadratické funkce (viz kapitola 1.2) vime, ze kvadraticky troj¢len je vyraz
a-x> +b-x+c. Jeho rozklad na soucin linearnich &initelfl je rozklad ve tvaru
a-x’+b-x+c=a-(x-x)-(x-x,), (17)

kde X, a X, jsou kofeny kvadratické rovnice a-X* +b-x+c=0. Pokud tato rovnice nema v mnozin&
redlnych cisel feSeni, neni mozné ji odpovidajici kvadraticky troj¢len v mnoziné¢ realnych cisel
rozlozit.

Pokud chceme kvadraticky trojélen rozlozit na soucin linearnich ¢initeld, je nutné vytesit jemu
odpovidajici kvadratickou rovnici. Nalezené koteny lze pak pouZit k rozkladu kvadratického trojclenu.

Napiste ve tvaru sou¢inu 2a* +6a—20.

Reseni: Nejdifve musime najit kofeny kvadratické rovnice 2a’+6a—20=0. Tu mizeme
prepsat v jednodussim tvaru a’+3a—10=0. S vyuzitim Viétovych vztahii Ize rovnici psat ve tvaru
(a+5)-(a-2)=0.

Nyni miizeme zadany kvadraticky trojclen psat ve tvaru 2 - (a + 5) . (a - 2) .

Pozor! Zatimco rovnici bylo mozné délit dvéma, abychom si ji zjednodusili, kvadraticky
trojélen NELZE DELIT ANI NASOBIT Zidnym realnym &islem! Tim bychom ménili jeho hodnotu!

Vyse uvedeny postup lze pochopitelné zjednodusSit a pfi ziskani rutiny vynechat feSeni
kvadratické rovnice; tyto jednoduché rovnice zvladneme vyftesit z hlavy.

207 + 40 —30
—o—a+12
Refeni: V Citateli i jmenovateli nejdiive vytkneme, abychom ziskali kvadraticky trojélen
v normovaném tvaru, pak pouzijeme rozklad pomoci Viétovych vztaha.

Upravte vyraz
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202 +40-30  2(0° +20-15) 2(0-3)(a+5
—o—o+12 ~(o” +a-12) ~—(a-3)(a+4)
20 +40.-30 _ 2(a+5)

—al—a+12  o+4

~~—

Postupné tedy dostaneme . Nyni miizeme

zkratit a ziskame vysledek:

A nesmime zapomenout na podminky, za kterych ma vyraz smysl: a e R\ {—4; 3} .

1.4.5 Iracionalni rovnice (rovnice s neznamou pod odmocninou)

Na kvadratickou rovnici mohou vést i rovnice, ve kterych se neznama vyskytuje pod
odmocninou (tj. v odmocnénci). Takovym rovnicim se fika iracionalni rovnice. Pfi feSeni téchto
rovnic se vyuzivaji stejné ekvivalentni Upravy jako pii feSeni linearnich rovnic (resp. jako byly
zminény v kapitole 1.4.1) pii definici pojmu kvadratick4 rovnice).

Navic je ale nutné provadét i tzv. disledkové tupravy, které jiz obecné nemuseji byt
ekvivalentni.

DUSLEDKOVA UPRAVA ROVNICE JE UPRAVA, PRI NiZ UMOCNIME OBE
STRANY ROVNICE NA STEJNOU MOCNINU.

Pfi¢ina, pro¢ tento typ Uprav nemusi byt ekvivalentni upravou, vyplyva z vlastnosti druhé
mocniny: druhd mocnina pfifazuje vSem realnym cislim cisla nezdpornd. Pokud budeme umociiovat
pouze nezaporna Cisla (resp. vyrazy nabyvajicich pro danou proménnou pouze nezapornych hodnot),
je umociiovani ekvivalentni Gpravou. V piipad€ umocnovani zapornych cisel (resp. vyrazll) uz ne!

Umocnéni na druhou tedy ,likviduje® znaménka! A to je pricina, pro¢ se nemusi jednat o
ekvivalentni upravu!

V tomto piipadé je nutné postupovat velmi opatrné. Proto je nutné postupovat jednim ze dvou
zpusobii:
1. béhem uprav rovnice davat pozor, abychom umociiovali pouze neziporna disla - tj.
v pfipad¢€ vyrazu s nezndmou psat okamzité¢ podminky;
2. rovnici vyfesit bez ohledu na to, jaké vyrazy co do znaménka umocnujeme, a na zaver
ulohy provést zkousku.
Provedenim zkousky navic nemusime vypisovat ani defini¢ni obor rovnice, ktery v nékterych
pripadech byva u téchto rovnic relativné komplikovany.
Oba postupy ukazeme na feSeni nékolika uloh.

V mnozing realnych ¢isel feste rovnici (/3p+2=44-p.

Reseni: Ukazeme dva zpiisoby feseni - jeden s priib&Znym piemyslenim nad definiénim oborem
a druhy se zkouskou nakonec.

1. zpusob: Celou rovnici bychom radi umocnili, abychom se zbavili odmocnin. Vysledek
odmocniny je na zaklad¢ jeji definice nezaporné Cislo, takZe umocnovani je vtomto pfipade
ekvivalentni tprava. Proto mulzeme celou rovnici umocnit a dostaneme linearni rovnici

1
3p+2=4-p, odkud p=5.
Podminky na definicni obor vyplyvaji zpodminek na argument odmocniny:

3p+220A4—-p=0. Ty mizeme piepsat ve tvaru pZ—%O/\ p<4.

Zavér: O=R, D= —2;4 aP= l .
3 2

2. zpiusob: , Bezmyslenkovité* umocnime a vyieSime. Ziskame stejny koten, ale nyni musime
provést zkousku!

L:/3 —+2 \/7 ,/4—— \/7 tedy L =P, a proto p—
Zavér: O=R, D=(-—;4 —
e r-fa)-
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V mnoziné realnych ¢&isel feste rovnici 4/q° —3q—1=2q-7.

Reseni: Opét ukazeme oba zpiisoby feSeni. Pfi umoctiovani si musime uvédomit, Ze je nutné
umocnit celou stranu rovnice, tj. v naSem piipadé pfi umoctovani pravé strany rovnice vyuzit jeden
z algebraickych vztahti (3).

1. zpisob: Chceme umocnit danou rovnici. Leva strana je na zakladé definice odmocniny

. - 7 .
nezaporna. Prava strana je nezaporna pouze v piipadé 2q—72>0, ¢ili pro q> 3 Za této podminky je

umocnéni piivodni rovnice ekvivalentni ipravou. Dostaneme tak rovnici q° —3q—1=4q> —28q+49,

kterou upravime do tvaru 3’ —250+50=0. Tu vyfeSime pomoci vztahu (12) a dostaneme tak

254\)(-25) -4-3-50 2525 25+5
q1,2_ 2.3 - 6 - 6

a, =mi3,3<%=3,5 , tedy tento kofen nevyhovuje podminkdm, za kterych je umociiovani

. Odtud q,=5 a qzz?. Pro kofen ¢, plati

ekvivalentni upravou.

Podminky definiéniho oboru jsou q°—3q—1>0. Mohli bychom tuto kvadratickou nerovnici
dale fesit, ale v tuto chvili je to zbyte¢né. Mlizeme dosadit do této podminky kofen g, =5 a pfesvédcit
se, ze ji splituje. Tedy vime, Ze tento kofen je feSenim zadané rovnice. (Reeni kvadratickych nerovnic
je popsano v kapitole 1.4.6.)

Zavér: O=R a P={5}.

2. zpusob: ,,Bezmyslenkovit¢” umocnime zadanou rovnici, upravime ji a vyfeSime. A nyni

1 :
provedeme zkousku tak, ze oba kofeny g, =5 a q, = ?O postupné dosadime do zadané rovnice.
Pro g, =5: L:y/5*=3-5-1=+/9=3, P:2-5-7=3, tedy L=P.

2
Pro qzzmzL: (E —3-&—1: lzl,P:2-£—7=—l,tedy L=P
3 3 3 9 3 3 3

Zavér: O=R a P={5}.

Jak je ziejmé, druhd metoda je sice o Cas vénovany zkousce delsi, ale na druhou stranu je
pohodIngjsi v tom smyslu, ze neni nutné na kazdém radku Gprav rovnice hlidat defini¢ni obor dané¢ho
vyrazu vystupujiciho na konkrétni stran¢ rovnice. Navic v nékterych ptipadech mohou byt podminky,
za kterych je dany vyraz nezaporny, pomémné slozité. Proto je druhy zptisob jednodussi na feseni.

V mnozing redlnych Cisel feste rovnici +/2z2+13 —+/6+2 =1.
Reseni: Vzhledem k vy$e uvedenému budeme rovnici fesit druhym zptsobem. Budeme tedy
postupovat bez ohledu na defini¢ni obor provadénych operaci a na zavér udélame zkousku.

Zacneme tedy umocnénim obou stran rovnice: 2Z+13-2+/2z2+13-V6+2+6+2=1. Nyni

rovnici zjednodusime: 3z +19 — 2\/(22 +13)-(6+2) =1. V rovnici je stale odmocnina, proto je nutné

rovnici umocnit znovu. Predtim je ale velmi vhodné si rovnici pfevést do tvaru, ktery je pro
umociiovani jednodussi (uvédomme si, Ze musime umocniovat celou stranu dané rovnice). Vhodnéjsi

tvar je: 32+18=2,/(2z+13)-(6+2). Nyni umocnime: 92> +108z+324=4(122+22* + 78 +13z).

Rovnici dale upravime do tvaru 9z° +108z +324 =48z +8z> +312+52z a dostaneme kvadratickou
rovnici z° +82+12=0, kterou je mozné vyfesit s vyuzitim Viétovych vztahll. Levou stranu rovnice
tedy rozlozime (z+6)-(z+2)=0 a dostaneme kofeny z, =—6 a z, =—2.

Misto urCovani defini¢niho oboru a podminek, za kterych je umocnéni rovnice ekvivalentni
upravou, provedeme zkousku.
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Pro z,=—6: L:/2+(=6)+13—,/6+(=6) =1-0=1,P: 1, tedy L = P.

Pro z,=-2: L1,[2:(-2)+13 /6 +(-2) =3-2=1,P: I, tedy L= P.
Zavér: O=R a P={-6;-2}.

Nyni vyfes$ime jednu rovnici, ktera na prvni pohled bude komplikovanéjsi.

V mnozing realnych ¢isel feste rovnici

5
——+Jk+1=4.
2+k+1

Reseni: Idea, Ze za¢neme nasobit rovnici jmenovatelem prvniho zlomku, povede k relativné
komplikovanym vyrazim. Pokud si ale v§imneme, Ze odmocniny vystupujici v rovnici jsou stejné, lze

pouzit metodu substituce. Vyraz Kk +1 prosté nahradime jinou proménnou. Tedy napf. m=~+K+1 .

Nyni rovnici pfepiseme v nové zavedené proménné: +m=4. Nasledn¢ rovnici vyfeSime.

+m
5+2m+m’ =8+4m
m’-2m-3=0
(m+1)-(m-3)=0
Rovnice ma tedy kofeny m, =—-1 a m,=3. To ale nejsou kofeny plivodni rovnice! Ta byla
zadana v proménné K. Musime tedy jesté vypocitat neznamou k. Dosadime do substitu¢niho vztahu a
dostaneme rovnici —1=./k; +1, kterd nema feSeni; druhd odmocnina je totiz definovana jako

nezaporné ¢islo! Druha moznost je 3= \/m , odkud ziskame k, +1=9 atedy k, =8.

Pii feSeni rovnice sneznamou m jsme provadeli pouze ekvivalentni Upravy, pii hledani
neznamé K, jsme sice umociiovali rovnici, ale jeji ob¢ strany byly kladné; tedy i v tomto pfipadé se
jednalo o ekvivalentni Gpravy.

Defini¢ni obor zadané rovnice uréime na zakladé podminek k+1>0 a 2+ M #0.
Dostavame tedy k >—1 a Jk+1#-2. Druha podminka je splnéna diky definici odmocniny.

Zavér: O=R, D=<—1;oo) a P={8}.

1.4.6 Kvadratické nerovnice

Resit kvadratické nerovnice vlastné jiz umime. Jednak jsme fesili nerovnice v soudinovém
tvaru, navic umime feSit kvadratickou rovnici a vime, jak souvisi kvadratickd rovnice s grafem
kvadratické funkce. Takze v§e potiebné pro feSeni kvadratickych nerovnic uz mame piipravené.

Pfesto pro uplnost zatneme definici kvadratické nerovnice a ukézeme dal§i zptisob feSeni
vyuzivajici graf kvadratické funkce.

KVADRATICKA NEROVNICE S JEDNOU REALNOU NEZNAMOU X SE NAZYVA
KAZDA NEROVNICE, KTEROU LZE EKVIVALENTNiMI UPRAVAMI PREVEST NA
JEDEN Z TVARU

a-x*+b-x+c>0, (18)
a-x>+b-x+c>0,
a-x"+b-x+c<o0,
a-x*+b-x+c<0,
KDE aeR\{0} A b,ceR.

Podminka nenulovosti koeficientu a je jasna - kdyby a bylo nulové, nerovnice by nebyla
kvadraticka.
Postup feseni kvadratické nerovnice je nasledujici:
1. prevést nerovnici do jednoho z tvart (18);
2. vyftesit odpovidajici kvadratickou rovnici;
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3. zapsat levou stranu kvadratické nerovnice v sou¢inovém tvaru analogickému tvaru (13)
pro kvadratické rovnice;
4. vyftesit kvadratickou nerovnici bud’ pomoci rozpisu na jednotlivych intervalech (viz
feSeni nerovnic v souc¢inovém tvaru) nebo s vyuzitim grafu kvadratické funkce.
Postup bude ukazan na nékolika fesenych ulohach.

V mnoziné realnych &isel feste nerovnici X* +2Xx—-8<0.

Reseni: Kvadratickou rovnici odpovidajici zadané kvadratické nerovnici vyfesime s vyuzitim
Viétovych vztahti. MiiZzeme tedy psat: (X + 4) . (X - 2) <0, tedy kofeny pfislusné kvadratické rovnice
jsou X,=—4 a X =2. Levou stranu zadané nerovnice lze chépat jako kvadratickou funkci

f:y=x’+2x-8, kterou mizeme nyni velmi rychle naértnout. Soutadnice vrcholu paraboly v tuto
chvili nejsou podstatné, dilezité je, ze pokud zndme koteny piislusné kvadratické rovnice, zname i
praseciky grafu kvadratické funkce s osou X. Vrchol paraboly bude mit X-ovou soufadnici lezici
symetricky mezi obéma koteny. Proto lze pfisluSnou parabolu velmi rychle nacrtnout (viz obr. 28).

Ze zadané nerovnice lze vycist, ze funkéni hodnoty pfislusné kvadratické funkce f maji byt
mensi nebo rovny nule. To znamena, ze feSeni kvadratické nerovnice vyhovuji ta redlna Cisla, pro néz
lezi graf funkce f pod osou x. Interval, ve kterém tato Cisla lezi, je vyznacen na obr. 29.

Muzeme tedy udélat zavér: O=D=R a P= (—4; 2> .

Y ¥

obr. 28 obr. 29

V mnoziné realnych &isel feste nerovnici —2x” +2Xx+12<0.
Reseni: V této tloze budeme postupovat analogicky jako v té minulé. Vidime, Ze na levé strané
nerovnice muzeme vytknout: —2(X2 —X- 6) < 0. Pokud nyni nerovnici vydélime minus dvéma (coz

muzeme, abychom si nerovnici zjednodusili), nesmime zapomenout na zménu znaku nerovnosti.
Dostaneme nerovnici X* —X—6>0, jejiz levou stranu rozlozime s vyuzitim Viérovych vztahi:
(x—3)-(x+2)>0. Kofeny odpovidajici kvadratické rovnice (a tedy i x-ové soufadnice priseciki
grafu piislusné kvadratické funkce s osou X) jsou X, =-2 a X, =3.

Graf pfislusné kvadratické funkce (vCetné vyznaleni kotend a intervald, které jsou feSenim

zadané nerovnice) je zobrazen na obr. 30. Krajni body intervalli do feSeni nepatii vzhledem ke znaku
nerovnosti.

Zavér: O=D=R a P=(—00;-2)U(3;0).

K pravé vypoctené uloze uvedeme nékolik poznamek.

Tim, ze jsme nerovnici vydélili nenulovym ¢islem, ptesli jsme k jiné funkci, kterou jsme potom
vykreslovali do grafu. To ale neni nijak v rozporu s feSenim dané nerovnice. Graf je v tomto pifipadé
pouze pomicka, abychom mohli nerovnici rychle a spravné vyteSit. Na strmosti grafu (kterd je
ovlivnéna tim koeficientem, kterym jsme nerovnici délili) v tomto pfipad€ nezavisi. Podstatné jsou x-
ové soufadnice pruseciki grafu funkce s osou X a ty se provedenou Upravou nemeni.
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Délili jsme zadpornym cislem, ale ani to nema vliv na vysledné feSeni nerovnice. Kdybychom
uvazovali ptivodni nerovnici —2x* +2x+12 <0, kreslili bychom parabolu otevienou dolfi (s vrcholem
nad osou X) a zajimala by nas ta X, pro kterd jsou funk¢ni hodnoty dané funkce zaporné. Po vydéleni
zépornym &islem jsme ziskali nerovnici X’ —X—6>0. Vtomto piipadé jsme kreslili parabolu
otevienou nahoru, kterd méla vrchol pod osou X, a zajimala nas ta X, pro které nabyva funkce kladnych

hodnot. Tedy jsme ziskali stejné feSeni.
Y y

obr. 30

A
|
)

obr. 31

V mnoziné realnych &isel feste nerovnici —a° +a—1<0.

Reseni: Nerovnici si nejdfive upravime: vytkneme minus jedni¢ku a rovnici ji vydélime. Tak
dostaneme nerovnici ve tvaru: a’ —a+120. Kvadratickou rovnici a’> —a+1=0 nelze rychle vyfesit
s vyuzitim Viétovych vztahi, proto spocitame jeji diskriminant: D = (—1)2 —4.1-1=-3. Diskriminant
je zaporny, kvadraticka rovnice tedy nema v mnoziné realnych cisel feSeni. Jak to ale bude
s kvadratickou nerovnici a* —a+1>0?

Naértneme si rychle graf piislusné kvadratické funkce. Graf neprotina osu a kartézského
systému (kvadraticka rovnice nema v realnych cislech feSeni) a parabola je oteviena nahoru; parabola

tedy leZi nad osou a. Jako feseni kvadratické nerovnice a* —a+1>0 nas zajimaji ta a, pro ktera jsou
funk¢éni hodnoty nezaporné. To ale v tomto ptipadé spliuji vSechna realna a. Graf funkce je zobrazen
na obr. 31.

Zévér: O=D=P=R.

Pro vyfeSeni kvadratické nerovnice je graf odpovidajici kvadratické funkce pouze pomuckou a
zajimaji nas pouze priseCiky s vodorovnou osou. Jestlize tyto pruseCiky neexistuji (viz posledni
uloha), musi graf kvadratické funkce lezet nad vodorovnou osou. Kde bude mit parabola vrchol, neni
vtomto pripadé podstatné. Grafy vtomto textu jsou kresleny v software Mathematica, proto je
parabola i na obr. 31 nakreslena spravn¢; soufadnice vrcholu jsme nepocitali, protoZe to neni nutné!

V mnoziné realnych &isel feste nerovnici U* +1<0.

Reseni: Zagneme-li s feSenim kvadratické rovnice u”+1=0, dosp&eme ke tvaru u>=-1, ze
kterého je zfejmé, ze tato rovnice nema v mnozin€ realnych Cisel feseni.

Parabola, ktera je grafem kvadratické funkce a ktera je oteviend smérem nahoru, lezi tedy cela
nad osou U (viz obr. 32). Zadana kvadraticka nerovnice hledajici ta u, pro ktera jsou funk¢éni hodnoty
zaporné, tedy nema feseni.

Zavér: 0=D=R, P=4.

2
Urcete defini¢ni obor funkce r:y =, /zli .
X" —6X+5
2

5 : ‘1 . , . . 2 oy
ReSeni: Argument odmocniny musi byt nezaporny, tedy musi platit Z xas >0. Soucasné
X+

musi byt jmenovatel zlomku nenulovy, tedy X* —6x+5# 0. Sestavenou nerovnici v tomto tvaru fesit
neumime, ale mizeme si ji pomoci logickych kroki zjednodusit.
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Za prvé: Cinitel x* v ¢itateli zlomku je pro libovolné realné X nezaporny.

Za druhé: jestlize vysetiujeme zlomek, jehoz citatel je nekladny (v Citateli je souin zaporného
gisla -12 a nezaporného x*), musi byt jmenovatel zlomku zdporny, aby byl cely zlomek nezaporny.

(Podobné tivahy jsme provadeéli pti feSeni nerovnic v podilovém tvaru.)

Z ptivodni nerovnice, kterd nebyla v pfili§ vhodném tvaru, jsme se tak dostali k nerovnici
x> —6X+5<0. Tato nerovnice je jednak jiz snadno feSitelna, a soucasné spliiuje i podminku
nenulovosti jmenovatele ptivodniho zlomku.

Nerovnici miizeme pfepsat ve tvaru (X - 1) . (X - 5) < 0. Parabola odpovidajici kvadratické

funkce bude otevien nahoru a osu X bude protinat v bodech x, =1 a X, =5. ReSenim kvadratické

nerovnice budou ta X, pro néz jsou funk¢ni hodnoty ptislusné kvadratické funkce zaporné (viz graf
zobrazeny na obr. 33).

Zavér: D, =(1;5).

Pozor! Ackoliv jsme fesili kvadratickou nerovnici, nepiSeme zaveér v podobé O, D a P, ale

pouze hledany defini¢ni obor zadané funkce (jak pozadovalo zadani ulohy).
Y

¥

u obr. 33
obr. 32

3 2
Urcete defini¢ni obor funkce q:y =, /w .
X +3x—-4

o N . o C o X =2x —15x
ReSeni: Odmociiovat miizeme pouze nezaporna vyrazy, proto musi platit: ———— >0

X>+3x-4
Soucasné musi platit x> +3X—4# 0. Pokusime se sestavenou nerovnici upravit. V ¢itateli mizeme
X-(x* =2x-15)
x> +3x—4
jmenovateli rozlozit s vyuzitim Viétovych vztahli na souin linearnich ciniteld. Dostaneme tak
X-(x+3)-(x=5)

(x+4)-(x-1)
znamének nabyvaji jednotlivi Cinitelé zlomku nerovnice na intervalech, na které rozd¢€li redlnou osu
nulové body téchto Ciniteld. Nulové body na ¢iselné ose jsou zobrazeny na obr. 34. V tab. 3 jsou pak
znaménka, kterych dany vyraz na konkrétnim intervalu nabyva. (Divodem, pro¢ jsou oba konce
intervali u nulovych bodd -4 a 1 oteviené, je skutecnost, ze pfislusni Cinitelé jsou ve jmenovateli
zlomku.)

Vzhledem fesené nerovnici hledame ty intervaly, na kterych bude soucin (resp. podil) vSech

vytknout X a dostaneme: >(0. Dale mizeme kvadratické troj¢leny v Citateli i

nerovnici ve tvaru

> 0. Vyfesit tuto nerovnici miizeme s vyuzitim rozboru, jakych

Ciniteld kladny. S vyuzitim tab. 3 tak miizeme psat zaver tlohy: D, = (—4; —3> U <0;1) v <5 ;oo) .

-4 -3 0 1 9

obr. 34
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(—o0;—4) | (—4;-3) (-3;0) (0:1) (1;5) (5;0)
X - - - + + +
X+3 - - + + + +
X-5 — — - — _ +
X+4 - + + + + +
x-1 — - —~ - + +
tab. 3

1.4.7 Kvadratické rovnice s parametrem

Kvadratické rovnice s parametrem jsou kvadratické rovnice, které krom¢ nezndmé obsahuji i
(vétsinou realny) parametr. Ten mize byt pfitom soucasti koeficientu kvadratického, linearniho 1i
absolutniho ¢lenu.

Pti feSeni tohoto typu rovnic postupujeme standardné jako pfi feSeni béznych kvadratickych
rovnic, pouze musime velmi pecliveé sledovat:

1. zda je zadana rovnice skutecné¢ kvadratickd - tj. zda pro kazdou hodnotu parametru je
koeficient kvadratického ¢lenu nenulovy;

2. jakou hodnotu ma diskriminant kvadratické rovnice v zavislosti na rtiznych hodnotach
parametru (a tedy jaky typ feSeni ma feSena rovnice).

Pti teSeni kvadratickych rovnic s parametrem postupujeme podobné, jako pfi feSeni linearnich
rovnic s parametrem. A stejné jako linearni rovnice s parametrem, i kvadratické rovnice s parametrem
lze vyuzit v dalsich oblastech matematiky (napf. pfi hledani vzajemné polohy primky a kuzelosecky -
viz ukéazka v kapitole 1.4.9.1) i v aplikacnich predmétech (fyzika, chemie, elektrotechnika, ...) pro
popis rtiznych zavislosti.

Princip feSeni kvadratickych rovnic s parametrem bude ukazan na fesenych ulohach. Vétsinou
bude nutné provést tzv. uplnou diskusi pocCtu feSeni kvadratické rovnice vzhledem k danému
parametru.

Reste v mnoziné realnych &isel kvadratickou rovnici px® +3x+2=0 v zavislosti na realném
parametru p.

Reseni: Jako prvni musime vylou¢it moznost p=0; pfi této volbé neni zadand rovnice
kvadraticka.

Pokud bude p =0, mizeme spocitat diskriminant kvadratické rovnice, ktery bude zavisly na
parametru p. Proto je nutné provést ndsledné diskusi, za jakych podminek bude mit v tomto piipade
kvadraticka rovnice feSeni a kolik jich bude.

Reseni je napsano piehledné tak, jak se b&Zné pise.

pX* +3x+2=0
p=0 p=0
rovnice neni kvadraticka rovnice je kvadraticka
0-X*+3x+2=0
co 2 D=3-4.p-2=9-8p
3

a) D<O0,tedy 9-8p <0, odkud p>§
rovnice nema v realnych ¢islech feseni
b) D=0,tedy 9-8p=0, odkud ng

3

rovnice ma dvojndsobny kotfen: X, = TS
p

¢) D>0,tedy 9-8p >0, odkud p<§
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-3+,/9-8
rovnice ma dva kofeny: X, , = 2—p
’ p

Zaver:
O=D=R

p=0:P= {—%} (rovnice neni kvadratickd)

pE(—w;O)u(o;gj;p:{M}

2p

5w Ve v , , v . . . 2 L, . . , ,
Reste v mnoziné redlnych Cisel kvadratickou rovnici X” —20gx+4 =0 v zavislosti na redlném
parametru q.

Redeni: Vtomto piipadé se bude jednat pokazdé o kvadratickou rovnici (koeficient
kvadratického Clenu nezavisi na parametru), problém mutze nastat az u diskriminantu. Zacneme tedy

vypoctem diskriminantu: D= (—2q)2 ~4-1-4=49*-16= 4(q2 - 4) . Je zfejmé, ze vypocteny
diskriminant mtize byt zaporny, nulovy i kladny. Vysetiime tedy jednotlivé piipady:
a) D <0 pravé tehdy, kdyz 4(q2 —4) <0, tedy q°> <4, coz plati pro |q| <2. V tomto ptipadé
nema zadana rovnice v mnozing realnych ¢isel feseni.
b) D=0 praveé tehdy, kdyz 4(q2 - 4) =0, coZ je splnéno pro |q| =2. V tomto pfipadé ma
_2q%0

kvadraticka rovnice dvojnasobny kofen: X, = — g.

Pro kazdou hodnotu g mé rovnice dvojnasobny koten. Tedy jeden dvojndsobny kofen ma pro
g = -2 a jeden dvojnasobny kofen ma pro q = 2.

¢) D>0 pravé tehdy, kdyz 4(q* —4)>0, coz plati pro |g|>2. V tomto piipadé mé zadana

2q+,4(9°-4) 2q+2q? -4
rovnice dva realné kofeny: X, = 2( )= g 2q =q++q°-4.
Zaver:
O=D=R
qe(—2;2):P=ﬂ
q=+2:P={q}

qe(—oo;—2)u(2;oo):P={qJ_r\/qu_4}

Reste v mnoziné realnych &isel kvadratickou rovnici y*— (a - 3) y+a=0 v zavislosti na
realném parametru a.
Reseni: Pro libovolnou hodnotu parametru se jedna vzdy o kvadratickou rovnici. Mizeme tedy

zaCit vypocCtem diskriminantu: D = (—(a - 3))2 —-4-1-a=a’-6a+9-4a=a’-10a+9. Vzhledem

k tomu, ze budeme diskriminant dale porovnavat s nulou, zkusime kvadraticky troj¢len diskriminantu
rozlozit na soucin linedrnich Ciniteld. To se v tomto piipadé podafi snadno, takZze mizeme psat

D= (a - 1) . (a - 9) . Nyni provedeme diskusi, pro jaké hodnoty parametru a ma zadana rovnice feSeni.
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a) D <0 nastava v piipads (a—1)-(a—9)<0. Musime tedy vyfesit kvadratickou nerovnici (viz
odstavec 1.4.6). Levou stranu nerovnice mizeme chéapat jako predpis kvadratické funkce, jejimz
grafem je parabola oteviend nahoru a kterd protind osu a v bodech a, =1 a a, =9. Nerovnice je tedy

splnéna pro a e (l; 9) . 'V tomto pfipad¢ nema rovnice zddné realné feSeni.
b) D=0 nastava pro (a—1)-(a—-9)=0, tj. pokud ae{l;9}. Rovnice ma v tomto piipads
a-3+0 a-3
2 2
¢) D>0 nastavéa v pfipadg, ze plati (a—1)-(a—9)>0. S vyuzitim feSeni nerovnice v pfipads

dvojnasobny koten Yy, =

a) diskuse je ziejmé, ze uvedend nerovnice plati pro a e (—oo; 1) v (9; oo). Zadana kvadraticka rovnice
a-3+,/(a-1)-(a-9)
5 .

ma v tomto piipad¢ dva realné koteny: y,, =

Zaveér:
O=D=R

ae(—oo;l)u(9;oo);P:{a_3i (a—l)-(a_g)}

Je déana kvadratickd rovnice m(x2 + 1) —4x= 2x(m + X) . Urcete, pro které¢ hodnoty realného

parametru M ma tato rovnice a) alespon jeden realny koten, b) dva realné kladné koteny, c) dva realné
koteny opa¢ného znaménka, d) jeden kofen roven -1.

Reseni: Zadani je jiné, nez bylo dosud, ale princip feseni bude velmi podobny. Jen nebudeme
provadét uplnou diskusi feSeni dané rovnice, ale pouze najdeme takové hodnoty parametru, které
spliiuji zadané pozadavky. Nejdfive ale rovnici upravime do standardniho tvaru.

mx* +m—4x =2mx + 2x>

mx* —2X> +m—2mx—4x=0

(m=2)x*=2(m+2)x+m=0

Nyni mzeme zacit fesit jednotlivé pripady. Aby byla zadand rovnice kvadraticka, musi byt
m-2=0,tedy m=2.

Dale postupné vypocitame diskriminant dané rovnice:

D=(-2(m+2)) —4(m-2)m=4m’ +16m+16—4m’ +8m=24m +16=8(3m +2).

Muzeme tedy pristoupit k hledani hodnot parametru vyhovujicich zadani.

a) Alespon jeden realny kofen ma rovnice za piedpokladu, ze m =2 (v tomto ptipadé rovnice
neni kvadraticka, ale jedno realné feSeni md) nebo m=2 a soucasné¢ D >0 (tedy jeden dvojnasobny
koten nebo dva riizné redlné koteny). Nezaporny diskriminant bude v ptipad€, ze plati 3m+22>0, t;.

2
mz-——.
3

: . 2
Alespon jeden realny kotfen ma tedy rovnice pro m> 3

Bude-1i m rovno 2, mé rovnice téz realny koten, i kdyz dana rovnice nebude kvadraticka.

b) Pokud budeme hledat podminku pro parametr m, pfi niz md zadana rovnice dva kladné
koteny, miizeme oba kofeny vypocitat a pak fesit ptislusné nerovnice. Vzhledem k tomu, Ze parametr
m vystupuje jak diskriminantu kvadratické rovnice, tak ve vSech ¢lenech kvadratické rovnice, byl by
vypocet technicky komplikovanéjsi. Proto rad€ji vyuzijeme Viétovy vztahy, na zaklad¢ kterych pro
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. — : e b . c
dva kofeny X, a X, kvadratické rovnice musi platit: X, +X, =——>0 a sou€asné¢ X -X,=—>0. Po
a a

2(m+2)

——2>0 a
m-—2 m-—2

vySetieni znaménka vyrazi v obou nerovnicich na jednotlivych intervalech, na které rozdéli realnou

osu nulové body uvazovanych vyrazd. ReSeni prvni nerovnice tak vycteme ztab. 4, feSeni druhé

nerovnice z tab. 5.

dosazeni tedy dostaneme dvé nerovnice — >0. ResSeni najdeme na zakladé

(-0 -2)

(-2:2)

(250)

(=3 0)

(0;2)

(250)

m+2

—+

—+

m

+

+

m-2

—+

m-2

+

tab. 4

tab. 5

ReSenim prvni nerovnice jsou me(—oo;—2)u(2;oo), feSeni druhé nerovnice vyhovuji
me(—0;0)U(2;0). Ob& nerovnice museji platit soudasnd, musime tedy hledat prinik obou

nalezenych feseni. Musime vzit v uvahu také podminku na nezapornost diskriminantu, tj. podminku

mz—2.
3

Zadana rovnice ma oba koteny kladné pro m e (2; oo) .

¢) Podminku pro parametr m, pfi které mé& zadand rovnice dva realné¢ koteny opacného

. . y i e, . w1 . . c
znaménka, najdeme opét s vyuzitim Viétovych vztaht. V tomto pfipadé musi platit: X, -X, =—<0. Po
a

dosazeni ziskdme nerovnici <0, jejiz feseni vyCteme z tab. 5. I zde musime vzit v uvahu

podminku na nezapornost diskriminantu.
Zadana rovnice ma dva realné koteny opacného znaménka pro m e (O; 2) .

d) Hleddme-li hodnotu parametru, pro kterou je jeden kofen roven konkrétnimu Cislu, musime
kofeny zadané kvadratické rovnice vypocitat.

2(m+2)+22(3m+2) m+2+,/2(3m+2)
2(m-2) - m-2 '
Nyni dosadime pozadovanou hodnotu kofene a ziskanou rovnici pro nezndmou m postupné
upravime.

2+,/2(3m+2
L J2(3m+2)

m-2

—m+2=m+2+,/2(3m+2)
—2m==,/2(3m+2)

Vzhledem k tomu, Ze v tomto piipadé je na pravé strané rovnice mozno mit jak ¢islo kladné, tak
zéporné, mizeme celou rovnici umocnit, aniz bychom pozdéji museli délat zkousku.

4am* =6m+4

4m’> —6m-4=0

Dostaneme: X, , =

m —3m-1=0

[m+%)(m—2)=0

. , y 1 C y . y
Tato rovnice ma dva kofeny: m, =—§ a m, =2. Druhy kofen ovSem nevyhovuje, protoze

rovnice neni v tomto piipad¢ kvadraticka.
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e . _ 1
Jeden z kofentl zadané rovnice je tedy roven -1 pro m= 7

1.4.8 Kvadratické rovnice s absolutni hodnotou
Kvadratické rovnice s absolutni hodnotou se fesi vétSinou podobné jako linearni rovnice
s absolutni hodnotou:

1. najdeme nulové body absolutnich hodnot vystupujicich v rovnici;

2. urc¢ime intervaly, na které tyto nulové body rozdéli redlnou osu;

3. uréime znaménka argumentii absolutnich hodnot na téchto intervalech;

4. na jednotlivych intervalech rovnici vyfeSime - pfi urCovani oboru pravdivosti na daném
intervalu kontrolujeme, zda nalezeny koten do intervalu, v némz rovnici pravé feSime,
patfi;

5. udé€lame zaver - tj. napiseme finalni O, D a P.

V nekterych pripadech lze vyuzit kteSeni i graf kvadratické funkce nebo jinou logicky
podlozenou uvahu.

Reste v mnoziné realnych &isel rovnici X* + |X| -2=0.
ReSeni: Nejdrive ur¢ime nulovy bod absolutni hodnoty - ten je roven nule. Proto budeme
zadanou rovnici fesit na dvou intervalech.

a) Pro xe(—o0;0) piepiSeme zadanou rovnici ve tvaru X’ —x—2=0 a rozlozime s vyuzitim
Viétovych vztahii: (x+1)-(x—2)=0. Dostavame tak kofeny X, =—1 a X, =2. MiZeme tedy psat:
P = {—1} ; kofen X, =2 neleZi v intervalu, v némz rovnici feSime.

b) Pro X e(O; oo) lze zadanou rovnici psat ve tvaru X° +X—2=0. Po rozloZeni dostaneme
(x—1)-(x+2)=0,atedy X, =1 a X, =—2. Mizeme tedy psat: P, ={1} .

Zavér: O=D=R, Pz{—l;l}.

Reste v mnoziné realnych &isel rovnici ‘Vz - 5‘ =

Reseni: Nejdiive uréime nulové body argumentu absolutni hodnoty. To znamena vyfesit
kvadratickou rovnici V> —5=0. Ta m4 dva kofeny: |V0| =+/5 . Redlna osa tedy bude rozdélena na tii
intervaly.

a) Pro VE(—OO;—\/g ) je argument absolutni hodnoty kladny, a proto budeme fesSit rovnici
vV —5=4, jejiz feseni je |V| =3. Vintervalu, ve kterém prave rovnici feSime, ale lezi pouze jeden
kofen. Proto P, ={-3}.

b) Pro ve <—\/§ ; NG ) je argument absolutni hodnoty zaporny, proto fe§ime rovnici —v> +5=4.
Ziskame rovnici V> =1, jejiz feseni je |v| =1.Tedy P, = {—1; 1} .

¢) Pro ve <\/§ ) bude feSeni shodné jako v pripadé a). Dostaneme tedy dva kofeny, pro néz
plati |V| =3. Proto P, ={3}.

Zavér: O=D=R, P={-3;-1;1;3}.

Reste v mnoziné realnych &isel rovnici W|W+ 1| =w-2.
Reseni: Nulovy bod je roven W, =—1, rovnici tedy budeme fesit na dvou intervalech.
a) Pro we (—oo; - 1) feSime rovnici W(—W— 1) =w-2, kterou lze upravit na tvar

W’ +2w—-2=0. Tato rovnice nepijde jednoduse rozloZzit, proto spo&itime jeji diskriminant.
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Dostaneme tak D=2>—-4-1-(-2)=12. Rovnice ma tedy dva realné kofeny, pro které plati
2412 2423
2Ty T
a) Pro We (—1;0) dostaneme rovnici W(W+1)=w-2, kterou Ize upravit na tvar W +2=0.

=—1+/3 . Miizeme tedy psat: P, = {—l —\/5} .

Tato rovnice pfitom nema v realnych &islech fesent, tedy P, = # .

Zavér: 0=D=R, P:{—l—ﬁ}.

1.4.9 Soustava rovnic, z nichZ alespoii jedna je kvadraticka

Reseni soustav rovnic, z nichZ alespoti jedna je kvadratickd, je nastroj, s nimz se v ramci studia
kvadratickych rovnic seznamime a ktery hojné vyuZzijeme napt. v analytické geometrii, kde linearni
rovnice a kvadratické rovnice maji sviij geometricky vyznam.

1.4.9.1 Soustava kvadratické rovnice a linedrni rovnice
Zacneme se soustavou dvou rovnic, z nichz jedna je linearni a druha kvadraticka. Postup feSeni
této soustavy je ziejmy:
1. z linearni rovnice vyjadiime jednu neznamou;
2. dosadime do kvadratické rovnice;
3. vypocitdme druhou neznamou;
4. dosazenim zpét do linedrni rovnice vypocitame zbyvajici nezndmou;
5. zapiSeme zavér feSeni.
Tento obecny postup ukdzeme na feSeni konkrétnich uloh.

V mnozing R’ felte soustavu rovnic 2X+Yy =4 a 2x° + Yy’ -3y =4,

Reseni: Z linearni rovnice vyjadiime y, protoze vyjadieni bude technicky jednodussi (nebude
obsahovat zlomky). Dostaneme tak y=4—-2x a dosadime do kvadratické rovnice. Dostaneme tak

rovnici: 2x’ +(4—2x)2 —3-(4—2X) =4, kterou vyfesime.
2%7 +16 -16X+4x* =12+ 6x =4
6x> —10x=0
2x-(3x=5x)=0

. Nyni dosadime do vztahu pro neznamou Yy a

W | i

Dostavame tedy dva kofeny: X, =0 a X, =

dostaneme: Yy, =4-2-0=4 a y,=4-2.

W |

2 . . .
ZE. Vzhledem k tomu, ze jsme pouzili ekvivalentni

upravy, neni zkouska nutna.
52

Zavér: O=D=R’a P={[O;4];{—, }}
3°3

Pozor na mnozinu P. Jednd se o mnozinu obsahujici usporadané dvojice odpovidajici
neznamym X a Yy (ve spravném potadi). Proto je potfeba davat pozor na spravné typy zavorek a jejich
poradi.

w ) . r r =Y ’ . 2 2
Urcete v zavislosti na redlném parametru € feSeni soustavy rovnic (X—Z) +(y+1) =25 a
-3Xx+4y+c=0 v mnoziné¢ R*.
Reseni: Jedna se tedy o soustavu dvou rovnic s parametrem. Budeme postupovat jako v minulé

uloze a dospéjeme k vyrazu, ze kterého bude mozné urcit feSeni zadané soustavy v zavislosti na
parametru C.

N e

3x—c¢C , , .1, . o ;
Dostaneme: y = 0 Tento vyraz dosadime do kvadratické rovnice a postupné upravime.
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» (3x-c .Y
(x=2)" + 1 +1| =25

, 3x—c\) 3x-c
X" —4x+4+ + +1=25
4 2

X* —4x+4+ 9% —Bex +¢” + 3x-¢ +1=25
16 2
16X> — 64X + 64 +9X> —6CX +C* + 24X —8C +16 = 400
25%* —40x — 6¢x+C° —8¢—320=0
25%% —(40+6C)x+c* —8c—320=0
Nyni spoc¢itame diskriminant ziskané kvadratické rovnice.

D =(~(40+6c)) —4-25-(c* ~8c~320) =1600 + 480c + 36¢* —100¢? + 800C + 32000 =

= —64¢” +1280C + 33600 = 64(—c” +20c + 525)

Dalsi postup zavisi na tom, jaky bude diskriminant viici nule. Zacnéme tedy s moznosti D =0,
tedy musime vyftesit kvadratickou rovnici —64(C2 —20c —525) =0. Bud pomoci diskriminantu nebo
rozkladem zjistime, Ze ji miZzeme psat ve tvaru —64(c+15)-(c—35)=0.

Pro ¢, =-15 a pro ¢, =35 je tedy diskriminant upravené kvadratické rovnice nulovy a zadana

40+6-(-15)£0

soustava ma jediné feSeni. Pro ¢, =—15 je toto feSeni rovno X, = 575 =—1 a odpovidajici
3-(-1)—-(-15
hodnota y je rovna y, = % =
. 40+6-35+ . .
Pro ¢, =35 je toto feSeni rovno X, =%=5 a odpovidajici hodnota y je rovna
3-5-35
= =-5.

Y, 4

Pokud bude diskriminant zaporny, nebude mit soustava zadné feSeni. To nastane v piipadée, ze
—64(C2 -20c— 525) <0, tedy v ptipadg, ze ¢* —20c—525> 0. Tuto nerovnici miizeme psat ve tvaru
(C +15 )(C —35) >0, ze kterého (s vyuzitim nacrtku piislusné paraboly) lze urcit piipustné hodnoty
parametru C: Ce (—oo; — 15) U (35; oo) .

V ptipadé, ze diskriminant bude kladny, bude mit soustava dvé feseni. To nastane v pfipadg, Ze
—64(02 -20c - 525) >0 resp. (c+15)-(c—35)<0. Tato nerovnice je splnéna pro ¢ e(-15;35). Pro

kofeny X, , piislusné kvadraticke rovnice pak plati:

40+6ci\/64(—02+200+525) 2-(20+3Ci4 —cz+200+525)
X = = =

4 2.25 2.25
2 44— +2 2
= 0+3c 2(; *20c+ 52 . Pro ptislusné hodnoty neznamé y pak dostavame:
_ 60+9c+12y/—C” +20c+525 -25¢ 60 —16C £12+/—C” +20C +525
Vaa 4.25 4.25
_15—4c+3y/—c? +20C + 525
25

Zavér: O=D=R’
ce(-w;—15)U(35;%):P =4
c=-15:P={[-1;3]}
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c=35:P={[5;-5]|
ce(-15;35):P={[x; V. ]: [%:; v, ]}

Pravé vyfesena uloha ma geometricky kontext. Zadana kvadraticka rovnice popisuje kruznici se
sttedem v bodé¢ S= [2; —1] a polomérem 5 j a zadana linearni rovnice popisuje piimku, kterou lze
(v tomto ptipad¢€) chapat jako graf linearni funkce s predpisem y = ¥ Reélny parametr ¢ zptisobi
posun dané piimky ve sméru osy Y pii zachovani jeji smérnice. Pocet feSeni vySe vyfeSené soustavy
rovnic tak urcuje pocet prisecikil zadané kruznice a ptimky:

1. pro ce(—o0;—15)U(35;0) kruznice a pfimka nemaji zadny spole¢ny bod - piimka p je
tedy vnéjsi pfimkou kruznice;

2. pro ce{-15;35} ma kruznice s piimkou jeden spoleény bod T, (resp. T,) - piimka t,
(resp. t,) je tedy tecnou kruznice;

3. pro C e(—15; 35) ma kruznice a pfimka dva spole¢né body P, a P,- pfimka s je tedy

secnou kruznice.
Situace je zobrazena na obr. 35.

obr. 35

1.4.9.2 Soustava dvou kvadratickych rovnic

V pripad¢€, Zze budeme fesit soustavu dvou kvadratickych rovnic, neexistuje univerzalni postup
feSeni. Zadanou soustavu rovnic je nutné pomoci ekvivalentnich Uprav (véetné€ souétu rovnic) prevést
na:

1. soustavu jedné kvadratické a jedné linearni rovnice - tuto soustavu jiz umime fesit (viz
kapitola 1.4.9.1);
2. kvadratickou rovnici s jednou neznamou.
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Miize se stat, ze zadanou soustavu rovnic nebude mozné analyticky (tj. bez pouziti hledani
numerického feSeni s vyuzitim pocitace) vyftesit. Takové soustavy rovnic ale v ramci stiedoskolské
matematiky zadavat nebudeme.

Nekolik tloh demonstrujici rizné postupy feSeni nyni ukazeme.

V mnoziné R’ feste soustavu rovnic (X—3)2 +(y+ 2)2 =20 a (X—l)2 +(y+3)2 =25.

ReSeni: Nejdiive v obou rovnicich umocnime oba ¢leny, rovnice upravime a nasledné
provedeme takovou upravu, aby se kvadratické ¢leny po seéteni obou rovnic navzajem odecetly.

X* —6X+9+Yy> +4y+4=20
X =2X+1+Yy> +6y+9=25

x> —6x+ Yy +4y=7
X —2X+y>+6y=15

x> —6x+Yy +4y=7
X +2x-y> —6y=-15
—4x-2y=-8

Z této rovnice vyjadfime nyni napf. nezndmou Yy, ¢imz dostaneme: y=4-2x. Toto vyjadieni

dosadime do libovolné kvadratické rovnice v této tloze. Vzhledem ktomu, Ze jsme pouzivali
ekvivalentni ipravy, miizeme si vybrat, kterou rovnici pouzijeme. Dosad'me tedy napi. do rovnice

X* —6X+ Yy’ +4y="7. Postupné tak dostaneme:

X* —6x+(4-2x)" +4-(4-2x)=7

X —6X+16—16X+4x> +16—-8x=7

5%* =30x+25=0

X —6Xx+5=0

(x-1)-(x=5)=0

Mame tedy dva kofeny: X, =1 a X, =5. Ty dosadime do vztahu pro nezndmou Yy a dostaneme:
y,=4-2-1=2ay,=4-2-5=-6.

Zavér: 0=D=R* a P={[1;2];[5;-6]}.

V mnozing R? feste soustavu rovnic 25(x—1)° +36(y—3)° =900 a (x—1)" +(y—-3)" =25.

ReSeni: Podivame-li se peclivé na zadané rovnice, zjistime, ze v tomto piipadé¢ mizeme fesit
danou soustavu elegantnéji, nez manudlnim umociiovanim. Napf. ze druhé rovnice miizeme vyjadfit

(y - 3)2 =25- (X - 1)2 a dosadit do prvni rovnice.

Je zbyteéné odmocnovat nebo dokonce vyjadifovat y. Situace by se zkomplikovala, byl by
problém s definicnim oborem ekvivalentnich uprav a ve finale bychom stejné museli dospét k témuz.

Dostaneme tak: 25(X— 1)2 +36- (25 —(x- 1)2) =900. Rovnici dale upravime:
25(x—1)" +900-36(x —1)" =900

~11(x=1)"=0

(x-1)’ =0

x=1

Tento kofen dosadime do rovnice (y— 3)2 =25—(x- 1)2 a dostaneme:

(y-3) =25-(1-1)’
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(y-3)" =25

ly-3|=5

Dostavame tedy: y, =5+3=8 a y,=-5+3=-2.
Zaver: 0=D=R*a P={[1;8];[;-2]}.

V mnozing R’ feite soustavu rovnic 36(X—1)2 +16(y—2)2 =576 a X +(y—2)2 =25.

ReSeni: MiZzeme postupovat jako v minulé uloze nebo tak, Ze umocnime v obou rovnicich oba
¢leny a nasledné se pokusime eliminovat kvadratické cleny. Pouzijme napt. prvni moznost.

Ze druhé rovnice vyjadiime (y - 2)2 =25-x> a dosadime do prvni rovnice.
36(x—1)" +16(25-x*) =576

36x* —72x+36+400—16X" =576

20> —=72x-140=0

5% —18x-35=0

Rozklad kvadratického trojélenu na levé stran¢ rovnice nebude snadny, proto vypocitame

, o 184(~18)' —4-5-(=35) 1843245700 18432
neznamou X pomoci diskriminantu: X, = 53 = 0 = THE

Tedy X, _18+32 _5ax, _18-32 :_1‘
10 10 5
Vypoctené hodnoty neznamé X dosadime do rovnice (y - 2)2 =25-x> aupravime:
(y,-2) =25-5
(i - 2)2 =0
Y, = 2
Pro druhy kofen X dostavame rovnici:

(y,-2) =25 —(—%)2

625-49
_oy =222
576
_oy =22
24
|y2_2|:?
24 4 24 14
Dostavame tedy dva kofeny: VY,, =—+2=3? ay,, =—?+2=—?-
4 14
Zavér: O=D=R’ a P=1{[5;2]; —1;3— ; —Z;—— .
55 5 5

V mnozing R’ feite soustavu rovnic 4x> —y* =20 a x> + Yy’ =25.

ReSeni: V tomto pifipadé miizeme soustavu rovnic feSit dosazovaci metodou nebo scitaci
metodou.

4x* —y* =20
X' +y? =25
5% =45
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X’ =9

[X/=

Méme tedy dva kofeny X, =—3 a X, =3. Ty dosadime do vyjadfeni nezndmé y z prvni zadané
rovnice. Dostaneme tak: y? =4x> —20=4-(-3)' =20=16 atedy y, =—4 a y,, =4.

Pro druhy kotfen x dostaneme tytéz koteny Y, protoze ve vyjadfeni nezndmé y vystupuje druha
mocnina X.

Zavér: O=D=R* a P={[-3;-4];[-3;4];[3; - 4]:[3: 4]}

Vsechny Ctyfi zatim spocitané ulohy maji i geometricky vyznam, snimz se setkame az
v analytické geometrii kvadratickych utvart pfi vySetfovani vlastnosti kuzelosecek (kruznice, elipsa,

hyperbola a parabola).
y y

NS

obr. 36 obr. 37

9
X

Prvni fesend soustava rovnic odpovida vzajemné poloze dvou kruznic - viz obr. 36.

Druha a tfeti feSena soustava rovnic odpovida vzajemné poloze elipsy a kruznice - viz obr. 37 a
obr. 38.
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Ctvrta feSena soustava rovnic odpovida vzajemné poloze hyperboly a kruznice - viz obr. 39.

Posledni typ soustavy rovnic bude ponckud netradicni, ale obCas se snim v matematice
setkame.

V mnoziné R* feste soustavu rovnic X* +4y> =20 a X-y=—4.
Reseni: V tomto piipadé pouZijeme dosazovaci metodu: ze druhé rovnice vyjadiime jednu
. y . . . , 4 . .
nezndmou (napf. y) a dosadime do prvni rovnice. Pro y tedy plati y=——. Po dosazeni do prvni
X

rovnice postupn¢ dostaneme:

2
X +4(—i) =20
X

X* +4 g =20
X

x* +64 =20x>

Xt =20% +64=0

Rovnice, kterou jsme ziskali, pfipomina kvadratickou rovnici. A proto se ji na kvadratickou
rovnici pokusime pfevést pomoci substituce. Zavedeme novou proménnou a a tu definujeme takto:
a=X". Posledni rovnici pak miiZzeme piepsat ve tvaru a’ —20a+ 64 =0, kterou umime jiz vyfesit.
Levou stranu zapiSeme jako soudin linearnich ¢lenti (a—4)-(a—16)=0 a dostavame dva kofeny:
a=4aa,=16.

Dosazenim do definice substituce dostaneme rovnice 4 =X’ a 16 =X; , z nichz ziskame koteny
Xy ==2,X,=2, X, =—4 aXx,=4.

Zbyva urcit pro kazdou hodnotu neznamé X hodnotu neznadmé y. Postupné tak dostaneme:

4 4 4 4
y“:—_—2:2, y12:—§:—2’ y21:—_—4:1 a yZZZ_Z:_l'

y

obr. 40
Drtive, nez udélame zavér rovnice, je nutné si uvédomit, Zze pfi vyjadfovani neznamé y jsme
délili neznamou x. Z defini¢niho oboru rovnice tedy vynechame ty uspotadané dvojice, jejichz alespon

jedna soufadnice je nulova - mohli jsme totiz misto nezndmé y vyjadfit neznamou X, ¢imz by se do
jmenovatele zlomku dostala nezndma y.
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Soucasné je ale nutné ovéfit, ze vynechanim téchto uspofadanych dvojic nepfijdeme o zadny
kofen rovnice. Kofeny rovnice museji totiz vyjit stejné bez ohledu na metodu, kterou danou rovnici
(resp. soustavu rovnic) feSime. Kdyby ale jedna z neznamych X nebo y piipadné ob¢ byly rovny nule,
neplatila by druha rovnice: soucin dvou Cinitelli, z nichz alespon jeden je nulovy, nemutze byt roven
nenulovému ¢islu. Vynechanim uvedenych uspotfadanych dvojic z defini¢éniho oboru tedy o zadny
koten nepiijdeme.

Zavér: 0 =R?, D:RZ\{[X; y]eRz;x=Ovy:0} a P:{[—Z;Z];[2;—2];[—4;1];[4;—1]}.

I pravé vyfeSena soustava rovnic ma geometricky vyznam: popisuje hledani spolecnych
prasecikt elipsy a rovnoosé hyperboly (viz obr. 40).

1.4.9.3 Soustava tii kvadratickych rovnic

vvvvv

kvadratickych rovnic. Uvedena soustava se miize vyskytnout v jiz zminované analytické geometrii pii
hledani parametri kuzelosecky, na niz lezi dané body.

Metody feSeni jsou podobné jako pfi feSeni soustavy dvou kvadratickych rovnic (viz kapitola
1.4.9.2). A stejné tak i v tomto piipad¢é se mize stat, ze zadana soustava nebude feSitelna analyticky a
bude nutné pouzit nékterou z numerickych metod a vyuzit vypocetni techniku.

Ukazeme feSeni jedné ulohy, s niz se setkame pozdé¢ji v analytické geometrii.

Reste v R® soustavu rovnic a’ +b* —¢* +16a—22b+185=0, a*+b* —c’ —8a+10b+41=0
aa’+b’-c’-12a-18b+117=0.

Reseni: S vyuzitim séitaci metody bude mozné (pii daném zadani) eliminovat kvadratické &leny
a vzdy ze dvou kvadratickych rovnic ziskat jednu rovnici linedrni. S vyuZzitim prvnich dvou rovnic
dostaneme:

a’+b’>—c’+16a-22b+185=0

-a’-b*+c’+8a—-10b—41=0

24a—-32b+144=0

S vyuzitim druhé a tfeti rovnice ziskame:
a’+b’>-c*-8a+10b+41=0

—-a’-b*+c*+12a+18b-117=0

4a+28b-76=0

Nyni vyieSime soustavu dvou linedrnich rovnic, kterou jsme ziskali.

24a—-32b+144=0

4a+28b-76=0

12a—-16b+72=0

—12a—-84b+228=0

—100b+300=0

b=3

Vyjadienim neznamé a napf. z rovnice 4a+28b—76=0 dostaneme a=19-7b. Po dosazeni
tak dostaneme: a=19-7-3=-2.

Vypoctené hodnoty neznamych a a b dosadime do jedné z kvadratickych rovnic (napt. do prvni
zadané rovnice) a vypocitame nezndmou C.

(—2)" +3* = +16-(-2)—22-3+185=0
4+9-¢*-32-66+185=0

-’ +100=0

Z posledni rovnice dostavame dva koteny: ¢, =—10 a ¢, =10.

Vzhledem k tomu, Ze jsme pouzivali pouze ekvivalentni Gpravy, neni nutné provadét zkousku.
Zavér: 0=D=R’ a P={[-2;3;-10];[-2; 3;10]} .

40
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1.4.10 Slovni ulohy
Postup pfi feseni slovnich uloh, které vedou na kvadratickou rovnici nebo na soustavu rovnic,
z nichz alespon jedna je kvadratickd, je analogicky jako u feSeni slovnich tloh vedoucich na linearni
rovnici nebo soustavu linearnich rovnic:
1. peclive si precist slovni zadani ulohy;
2. matematizovat zadani - tj. popsat zadani matematicky (uvédomit, co je neznama, co
zname, napsat vztahy mezi zadanymi udaji, ...);
3. sestavit pfislusnou rovnici (resp. rovnice);
sestavené rovnice vyresit;
5. vyhodnotit smysluplnost zadani (napt. celoCiselné pocCty objekti ve skupinach,
nezaporné pocty objektli ve skupinach, ...);
6. napsat slovni odpovéd’, v niz zohlednime piedchazejici bod.
Reseni nékolika slovnich tiloh ukazeme.

Délky stran trojihelniku DEN jsou 12 cm, 19 cm a 20 cm. Zkratime-li kazdou stranu o stejnou
délku, dostaneme délky stran trojuhelniku VIP, ktery je pravouhly. O jakou délku je nutné zkratit
strany trojuhelnika DEN?

Reseni: Je-li trojithelnik VIP pravouhly, pak délky jeho stran splituji Pythagorovu vétu.
Oznacime-li délku, o kterou je nutné zkratit délky stran trojihelniku DEN, symbolem X, miZzeme psat
rovnici (Pythagorovou vétu pro délky stran trojuhelnika VIP): (12 - X)2 + (19 - X)2 = (20— X)2 . Tuto
rovnici nyni vyiesime.

144 —24x + x> +361—38x+ X> =400 — 40X + X’

x> —22Xx+105=0

(x=7)-(x-15)=0

Dostavame tak dva kofeny: X, =7 a X, =15.

Po odecteni 7 cm od délek stran trojuhelnik DEN ziskame délky stran trojuhelnika VIP: 5 cm,
12 cm a 13 cm. Odecitat 15 cm nelze, protoze délky stran trojihelnika mohou byt vyjadfeny pouze
kladnymi ¢isly.

Na viiz ptisobi dvé navzajem kolmé sily, jejichz velikosti jsou v poméru 3:4. Vysledna sila ma
velikost 20 kN. Urcete velikosti obou sil, které ptisobi na viz.

Reseni: Oznagime-li hledané velikosti sil symboly F, a F,, miZeme ve shodé se zaddnim
napsat podminku: —-==. Tim pfedpokladame, Zze F, <F,, coZ neni v Zddném rozporu se zadanim.
2
Soucasné piedpokladame, ze zadna ze skladanych sil nema nulovou velikost (kdyby méla jedna ze
skladanych sil nulovou velikost, informace o poméru velikosti by byla nesmyslna).
Pisobi-li na dané téleso dvé navzajem kolmé sily, mizeme velikost jejich vyslednice psat

s vyuzitim Pythagorovy véty. Lze tedy psat: F* +F =20°.

Z prvni rovnice vyjadiime F, = % F, a dosadime do druhé rovnice. Tu nasledné vyfeSime.
3 2
=F, | +F =20

(4 ] ’

% F’+F’ =400

9F] +16F, =6400
25F; = 6400
F’ =256
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Dostavame tedy dvé feSeni: F,, =16 a F,,=-16. Velikost sily je ale definovana jako
nezaporné cislo, proto druhy kofen nema fyzikalni smysl. Pro velikost prvni sily po dosazeni

dostavame F :%-16 =12.

Velikosti sil ptisobicich na viiz tedy jsou 12 kN a 16 kN.

Uloha byla feSena matematicky; pii fyzikalnim feseni by bylo nutné i b&hem postupu feseni psat
jednotky sil nebo je nahradit jinym, alternativnim zapisem.

V aredlu rekreacniho stfediska jsou déti na letnim tabofe. Jeden den odpoledne si matematicky
nadany vedouci v§iml, ze déti v poctu rovném druhé mocniné devitiny celkového poctu déti hraji
fotbal, dvanactina celkového poctu déti telefonuje s rodici, Ctvrtina celkového poctu déti se koupe
v bazénu a osm déti v klidu sedi ve stinu a povida si. Kolik déti je na tdbote? Kolik déti se koupe
v bazénu?

Redeni: Oznaéme celkovy podet déti symbolem d. Podle zadani pak plati:

2
fotbal .................... (gj
9
telefonuje ............ i
12
d
koupese .............. —
up 1
povidasi.............. 8
2
celkem ................ (ﬂj +i+9+8
9 12 4
2
[Qj +i+g+8=d
9 12 4
2
d—+i+g+8=d
81 12 4

4d? +27d +81d + 2592 =324d
4d* —216d +2592=0
d*—54d +648=0

54+\)(-54) ~4-1-648  54+2016-2502 54+18
1,2 2 2 2
s4-18

54+18= 18

36 ad,

Dostavame tedy kofeny: d, =

Nyni provedeme zkousku, zda koteny vyhovuji podminkam ulohy:

2 2
fotbal ................... (ﬁj =16 ..ol (g) =4
9 9

telefonuje ........... 36 =3 18 =15

12 12
koupese.............§:9 ..................... E:4,5

4 4
povidasi.............. 8
celkem ................ 16+3+9+8=36 ...... 4+1,5+4,5+8=18

Ackoliv pro kofen d, vychazi spravné soucet, tento kofen nevyhovuje zadani! Pocty déti museji
byt vyjadreny celymi nezdpornymi Cisly.
Na tabote je 36 déti, z nichZ se 9 v danou chvili koupe v bazénu.
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