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Text je psan pomoci n¢kolika zvlastnich stylu:

Bézny text, odvozovani vztahti, vysledné vztahy, ...
DEFINICE DULEZITYCH MATEMATICKYCH POJMU, ZNENi MATEMATICKYCH VET.

Komentaf, ktery probiranou latku rozsifuje, uptfesiuje ¢i dopliuje.

Zjednodusena tvrzeni pro lepsi pochopeni, ktera jsou tedy z matematického hlediska nepfesna, ale ktera
mohou napomoci k lep§imu pochopeni probirané latky.

Text v nékterych castech piekracuje bézn€ probiranou stiedoskolskou latku z matematiky. Tyto
rozs$ifujici poznatky mohou pfispét k hlubs§imu pochopeni latky tém zakdm, ktefi budou matematiku studovat i
na vysoké Skole (a to nejen technického zameéteni).

Text neprosel odbornou ani jazykovou korekturou. Narazite-1i na chyby, prosim na jejich upozornéni.
Predem dékuyji.

Jaroslav Reichl
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1. DIFERENCIALNI POCET

Zaklady diferencialniho a integralniho poctu, ktery byva téz nazyvan pocet infinitezimalni (latinky
infinitesimalis znamena nekone¢né maly), vytvorili anglicky matematik, fyzik a astronom Isaac Newton (1642 -
1727) a némecky matematik, fyzik, filosof, pravnik a diplomat Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716). Tato
matematicka disciplina, ktera je zaloZena ,,na nekonec¢né malych veli¢inach“, nalezla rychle uplatnéni v
nastupujicim 18. stoleti, protoze méla pouziti nejen v samotné matematice, ale i v pfirodnich védach a technice.

1.1 Elementarni funkce

Vzhledem k tomu, Ze problematika diferencialniho a integralniho poctu je zaloZena na pojmu funkce, je
tteba bezpodminecn¢ ovladat zakladni (tzv. elementarni) funkce a jejich vlastnosti (graf, transformace grafu v
soustaveé soufadnic, defini¢ni obor a obor hodnot, monotonie, ryzi monotonie, omezenost, inverzni funkce,
periodicka funkce, ...).

Pfi vypoctu limit, derivaci a integrali se ¢asto vyuziva rovnost funkci a navic vétSina z vySetfovanych
funkci budou funkce slozené, je tieba tyto pojmy upiesnit.

FUNKCE [ A g SE ROVNAJi NA MNOZINE M =D(f)nD(g), PLATi-LI PRO KAZDE
xeM: f(x)zg(x).

REKNEME, ZE FUNKCE /h JE SLOZENA (h JE SLOZENA FUNKCE) Z FUNKCI fA g,
PRAVE TEHDY KDYZ PLATI: D(h)={xeD(f);f(x)eD(g)} A VxeD(h):h(x)=g(f(x)).
FUNKCE & SE ZNACi SYMBOLEM: h=gof. SKLADANI FUNKCi NENi OBECNE
KOMUTATIVNI.

Mgjme napt. funkce f:y=x> a g:y=sinx. Dv& funkce mizeme slozit dvojim zptisobem. Funkce
h=go f je funkce, kterou ziskame tak, ze funkci g aplikujeme na funkci f. Tedy nejdiive zpracujeme funkci f'a

poté az funkei g, tj. h=go f =sinx”. Funkci j= fog ziskdme tak, Ze na funkci g aplikujeme funkci £, tj.
j:fog:(sinx)2 =sin’ x.

Spolu se zakladnimi funkcemi (elementarnimi funkcemi), které jsou znamé ze stfedoskolské matematiky,
je tfeba znat i jejich grafy (vcetné transformace grafu - posunuti po jednotlivych osach kartézského systému,
nasobky, ...). Pfehled zakladnich (elementarnich) funkci:

1. polynomicka: fiy=ax"+a, x""+a, X"+ . +ax+a,, kde neZlg,
Ay, Ay, Gy psnadg €R, a, #0 a D(f)=R (jejimi zvlastnimi piipady jsou funkce
konstantni, linearni a kvadraticka);

P, (x) _ ax" +a, X" +a, 3"+ tax+a,

On(x) b x™+b, x™ " +b, x4 . +bx+h,

oborem jsou realna ¢isla vyjma vSech nulovych bodi polynomu Q. (x) (jejimi zvlastnimi pripady

2. racionalni: f:y= , Jjejimz  defini¢nim

jsou nepfima umeérnost a linearni lomena funkce);
3. mocninnd: f:y=x",kde:
a) neNaD(f)=R;
b) neZ a D(f)=R-{0};
) neQ aD(f)=R";
4. exponencidlni: f:y=a",kde aeR" {1} a D(f)=R;
5. logaritmicka: f:y=1log, x,kde ae R" —{l} a D(f)=R";
6. goniometrické:
a) f:y=sinx,kde D(f)=R
b) f:y=cosx,kde D(f)=R;

>

o) f:y=tgx,kde D(f):R—{%Jrkﬁ;keZ};

d) f:y=cotgx,kde D(f)=R-{kn;kel};
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—lprox<0
7. funkce signum: f(x)= Oprox=0 ,kde D(f)=R.
Iprox>0

1.2 Limita funkce

1.2.1 Zakladni pojmy, zavedeni pojmu limita

Pojem limita funkce je dulezitym pojmem nejen v oblasti diferencialniho a integralniho poctu, ale v celé
matematice vibec. Na zaklad¢€ limit je mozné pfesn€ popsat fadu pojmi a vypocitat fadu tdaja, které by ziistaly
bez pouziti limit skryty.

Pii vySetfovani limit funkce (a nasledné i spojitosti funkce - viz odstavec 1.3) budeme vysetfovat
vlastnosti funkce f v uréitém konkrétnim bod¢ a z definiéniho oboru dané funkcee, tj. aeD(f ) . To ale

neznamena jen vypocitat funkéni hodnotu v daném bodé (pokud funkéni hodnota existuje), ale hlavné zjistovat,
jak se méni funkéni hodnoty f'(x) v okoli daného bodu a.

Tj. jak moc se méni funkéni hodnoty, kdyz se budeme k danému bodu blizit zleva a zprava.

Pred vyslovenim definice prozkoumame limity intuitivné na konkrétnim ptikladu.
1 .
Je dana funkce f:y= —3+ 2. Z grafu funkce f, ktery je zobrazen na obr. 1, vyplyva, Ze:
X+
1. pro velka x (patfici do defini¢niho oboru) se funkéni hodnoty blizi stale vice k hodnoté y =2, ale

nikdy ji nedosahnou (tj. rovnice

1 N . -
3 +2 =2 nema feSeni). Proto se tika, ze funk¢ni hodnoty se
+

pro velka x blizi k ¢&islu 2. Pro velka x tedy existuje limita (viz odstavec 1.2.1.4):

lim [ ! + 2) =2.
x>0\ x+3
2. pro ¢isla v okoli bodu x =-3, ktery nepatfi do defini¢éniho oboru funkce, ale uz nedostaneme
jednu hodnotu, k niz se blizi funkéni hodnoty dané funkce. Budeme-li vySetfovat ta x v okoli bodu
-3, kterd jsou vétsi nez -3, budou funkcni hodnoty velka kladna ¢isla. Podivame-li se ale na Cisla

v blizkosti bodu x=-3, ktera jsou mens$i nez -3, budou funkéni hodnoty zaporné a jejich
absolutni hodnoty budou velké. Tj. pro bod x=-3 se nepodaii nalézt jednu funkéni hodnotu:

existuji tedy tzv. dvé jednostranné limity (viz odstavec 1.2.1.1.0) lim ( +2):oo a

x—»>-3T\ X+ 3

. 1 C ,
lim +2 | = -0, ale neexistuje limita oboustranna.
x>-3"\X+ 3

s
JL

TEEEEEmmsssmfr sy e s e e e s e e e s ==

-t

obr. 1

2

Iustraéni piiklad: Je dana funkce f:y = al 7 Urcete jeji defini¢ni obor, nacrtnéte jeji graf a pokuste se ji
X—

,»prirozenym zplsobem* dodefinovat v bodech, v nichz neni definovana.

Regeni: Defini¢ni obor funkce je D(f)=R—{2}. Na defini¢nim oboru dané funkce je mozné predpis funkce /
-4 (x=2)(x+2)
x-2 x—2

upravit takto: =x+2 a ziskdme tak funkci g:y=x+2. Kraceni vyrazem x—-2 je
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matematicky v pofadku - na zakladé defini¢niho oboru funkce f totiz vime, ze vyraz x—2 nemuze nikdy
nabyvat nulové hodnoty.

Funkce g, ktera vznikla Upravou vyrazu zfunkce f, ma stejny definicni obor jako funkce f, tj.
D(g)=D(f)=R—-{2}. Jeji graf je znazornén na obr. 2. Jedinym bodem, kde neni funkce g definovana je bod

2. Kdybychom ale nevédéli, ze funkce g vznikla upravou funkce f, mohli bychom ji v bodé x =2 dodefinovat
velice snadno - prostym dosazenim bodu x =2 do pfedpisu funkce g: g(2) =2+2=4. Bod o soufadnicich

[2; 4] skutecné lezi na grafu funkce g i f; ackoliv v bod¢ 2 neni funkce f'definovana.

Touto upravou jsme tedy dodefinovali ,,pfirozenym zptisobem™ i funkci f'v bod¢ 2.

Dodefinovat funkci ,,pfirozenym zpisobem* znamena dodefinovat ji tak, pokud je to mozné, abychom
ziskali spojitou funkci (viz odstavec 1.3).

Limitu je tieba chapat jako jakousi ,,ndhrazku* funkéni hodnoty v daném bodé: nejde-li funkéni hodnota
spocitat pfimo, podivame se, jak se chovaji funkéni hodnoty v okoli ,,problematického bodu®, a dodefinujeme
funkéni hodnotu tak, aby dodefinovany bod na grafu funkce ,,nevyéuhoval®.

hd

obr. 2

1.2.1.1 Limita v bodé

Nyni nasleduje nekolik definic, které jsou nezbytné pro matematické zavedeni pojmu limita. Na trovni
stiedni $koly nejsou zdaleka vSechny potieba, jsou zde uvedeny pouze pro uplnost.

OKOLI BODU a SE NAZYVA OTEVRENY INTERVAL (a—5;a+5), KDE 6 JE KLADNE
REALNE CisLO. CISLO a SE NAZYVA STRED OKOLf, CiISLO § POLOMER OKOLi. OKOLI
BODU a O POLOMERU & SE ZNACI U(a,6).

Nékdy se téz pouziva nazev o -okoli bodu a. Do mnoziny U (a, 1) ) patii vSechna realna Cisla x, ktera

vyhovuji nerovnostem a—d <x<a+9,tj. |x—a| <0.

Do mnoziny U(a, S ) tedy patii vSechny body x na realné ose, jejichz vzdalenost od daného bodu a je

mensinez o .

LEVE OKOLI BODU a SE NAZYVA POLOUZAVRENY INTERVAL (a—é';a), KDE O JE

KLADNE REALNE CiSLO.
Levé okoli bodu a tvofi tedy v§echna realna ¢isla x, ktera vyhovuji nerovnostem a—d <x<a.

Jsou to tedy vSechna realna Cisla x, ktera lezi na realné ose vlevo od bodu a ve vzdalenosti nejvyse o .

PRAVE OKOLI BODU a SE NAZYVA POLOUZAVRENY INTERVAL (a;a+5), KDE 6 JE

KLADNE REALNE CiSLO.
Pravé okoli bodu a tvofi tedy vSechna redlna Cisla x, ktera vyhovuji nerovnostem ¢ <x<a+9 .

Do pravého okoli bodu a tedy patii vSechna realna x lezici vpravo od bodu a ve vzdalenosti nejvyse o .

6
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PRSTENCOVE OKOLI BODU a SE NAZYVA MNOZINA (a-35;a)U(a;a+6), TI. MNOZINA

U(a, 5)—{a} .

Tuto mnoZinu tvofi v§echna realna ¢isla x, ktera vyhovuji nerovnostem a¢— 5 < x<a nebo a<x<a+9d,
tj. O<|x—a| <0.

‘ Prstencové okoli daného bodu « je tedy ,,normalni* okoli bodu a, ze kterého vynechame bod a.

Nyni midzeme definovat limitu funkce v bodé a.

FUNKCE f MA V BODE a LIMITU L, JESTLIZE K LIBOVOLNE ZVOLENEMU OKOLI{
BODU L EXISTUJE PRSTENCOVE OKOLi BODU a TAK, ZE PRO VSECHNA x Z TOHOTO
PRSTENCOVEHO OKOLi BODU a NALEZi FUNKCNi HODNOTY f(x) ZVOLENEMU OKOLIi

BODU L. TUTO SKUTECNOST ZAPISUJEME VYRAZEM limf(x):L.

X—a
S vyuzitim matematické symboliky je mozné definici pfepsat ve tvaru: Funkce f ma v bod¢ a limitu L,
pravé tehdy kdyz Ve >036>0:VxeU(a, 5)—{a} :>|f(x)—L| <g.

Zapis lim f(x)=L se ¢te: , limita funkce f(x) pro x bliZici se k @ je rovna L.
xX—a

Obsah praveé uvedené definice je mozné vysvétlit nasledujicim zptisobem. Pokud se podafi uzaviit kolem
bodu L takovy interval (pas), ze pro kazdou jeho Sitku najdeme na ose x takové okoli bodu a, ze pro vSechny
body z tohoto okoli budou jejich funkéni hodnoty lezet v intervalu kolem bodu L, pak ma dana funkce v bod¢ a
limitu L. Cilem neni najit Siroky pas kolem budu L. Naopak: snahou je pokusit se najit pas co mozna nejuzsi,
aby bylo hledani intervalu na ose x namahavéjsi. Je-li mozné najit libovolné maly pas kolem bodu L (jeho Sitka
je 2¢), k némuz lze najit na ose x interval kolem bodu a ($ika toho intervalu je 25 ), pak dana funkce ma limitu
L v bodé a. Pokud neni mozné obecné takovy pas najit, funkce v daném bod¢ limitu nema.

Snaha najit libovolny interval (tedy co nejuzsi interval, nebot’ pro Siroké intervaly jsou podminky splnéné
snaze) odpovida v definici limity pfedpokladu ,.k libovolné zvolenému okoli bodu L resp. ,,pro kazdé kladné
&

Jako ptiklad funkce, ktera ma v bod¢ a limitu L, je mozné uvést funkci na obr. 3. Pro jakkoliv Siroky pas
v okoli bodu L (pro vSechna kladna ¢ ) jsme schopni najit interval na ose x (existuje kladné ¢islo &) takovy, ze

funkéni hodnoty vSech bodii z okoli bodu a (v8echna x zmnoziny (a—J;a+8)—{a}) lezi v pfedem daném
pasu kolem bodu L (v intervalu (L—¢&; L+¢)).

Na obr. 4 je ptiklad funkce, ktera v bodé¢ a sice ma limitu, ale ta neni rovna funkéni hodnoté dané funkce.
Tato funkce tedy neni v bod¢ a spojita (viz odstavec 1.3).

F rs

¥ ¥
L+te=
2
L+t= i
L— 1L
%]
L_82 L+82
f L+E].L .......................... ___.:‘,,_,-'-"Jr
L_El ra
L_Ez /
1] a x' 0 a x
obr. 3 obr. 4

Zakladni vlastnosti limity funkce:
1. Funkce fma v bod¢ a nejvyse jednu limitu.

2. Vxe U(a, 5)—{a} : f(x) = g(x)/\ limg(x) =L=3 limf(x): lim f(x) = lim g(x) =L
x—a x—a xX—a x—a
(Rovnaji-li se dvé funkce v prstencovém okoli bodu a, v némz ma navic jedna z funkei limitu, ma
limitu i druhé funkce a ob¢ limity se rovnaji.)
3. Jestlize pro vSechna x z mmoziny U(a,5)-{a} plati f(x)<g(x)<h(x) a soudasné

lim f(x)=lim 2(x)= L, potom existuje také limita funkce g v bod€ a a plati lim g(x)=L.
x—a x—a Xx—a

Je to tzv. véta o dvou policajtech - funkce fa & ,,sviraji* funkci g jako dva policajti - viz obr. 5.

4. Limita souctu dvou funkci f (x) a g(x) je rovna souctu limit danych funkei, tj. plati:

lim (f (x)+ g (x)) = lim f (x)+ lim g (x)
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5. Limita sou¢inu dvou funkei f(x) a g(x) je rovna soucinu limit danych funkci, tj. plati:
tim (£ (x).¢(x) = lim /(x).lim ()
6. Limita podilu dvou funkci f (x) a g(x) , pficemz lim g(x) #0, je rovna podilu limit danych
X—>a
f(x)]_Jm S )
g(x)] limg(x)

Pro fadu matematickych tloh, ale i fyzikalnich aplikaci, je dobré znat hodnotu této limity:

xX—a

funkci, tj. plati: lim {

. sinx . X
lim =lim——=1.
x—=0 X x—=081n x

. sinx .. X . s -/
Vztah lim——=Ilim——=1 lze interpretovat graficky. Do téhoz grafu sestrojime graf funkce
x>0 Xx x—0SIn x

f:y=sinx a graf funkce g:y=x.Z grafu na obr. 6 je zfejmé, ze pro x v okoli bodu x =0 nabyvaji obé

funkce téméf stejnych hodnot.

To znamena, ze podil téchto funkci v limité pro x jdouci k nule je roven jedné.

¥y ¥y
#i(x)

g(x)

NAASLAN, -~
g =

f1x)

obr. 5 obr. 6

1.2.1.2 Jednostrannd limita

X
Uvazme grafy nasledujicich funkci: f:y= f, g:y= |sgn x|, h:y =U a k:y=sgnux. Jejich definiéni
X X

obory jsou D(f)=D(h)=R-{0} a D(g)=D(k)=R. Jejich grafy jsou zobrazeny na obr. 7 az obr. 10. Tyto

grafy jsou velmi podobné, ale lisi se definici a priib&hem funkce v bodé x =0. Plati lir% f(x)= lirr(l) g(x)=1,
x> x>

zatimco lim h(x) a limk(x) neexistuji. Nicméné z obrazku je vidét, Ze i funkce % a k se v bod¢ 0 pfiblizuji k
x—0
néjaké hodnote - zavisi ovsem na tom, z jaké strany se k nule budeme pfibliZzovat: zda zleva nebo zprava.

Na zakladé toho je potom mozné mluvit o jednostranné limité:
1. funkce 4 (resp. k) maji v bod¢ nule zleva jednostrannou limitu, ktera je rovna -1;
2. funkce A (resp. k) maji v bodé nule zprava jednostrannou limitu, ktera je rovna 1.

¥ ¥
i} Fap)
s qf
X L 4

obr. 7 obr. 8
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¥ ¥

G G

x L

3] 3]
obr. 9 obr. 10

Nyni vyslovime definice jednostrannych limit.

FUNKCE f MA V BODE g LIMITU L ZLEVA, JESTLIZE K LIBOVOLNE ZVOLENEMU
OKOLI BODU L EXISTUJE LEVE OKOLI BODU a TAK, ZE PRO VSECHNA x Z TOHOTO
LEVEHO OKOLI BODU a NALEZi HODNOTY f(x) ZVOLENEMU OKOLi BODU L. TUTO

SKUTECNOST ZAPISUJEME ZAPISEM lim f(x):L.
x—a

S vyuzitim matematické symboliky je mozné pravé uvedenou definici piepsat ve tvaru:
lim f(x):L<:>Vg>035>0:Vxe(a—5,a):>|f(x)—L|<8.

x—a

Jedna se tedy o analogii oboustranné limity (viz odstavec 1.2.1.1), ale v tomto piipade se zajimame pouze
0 body od bodu a vlevo. To znamena, Ze k bodu a se blizime z oblasti ¢isel, ktera jsou mensi nez bod a.

FUNKCE f MA V BODE g LIMITU L ZPRAVA, JESTLIZE K LIBOVOLNE ZVOLENEMU
OKOLi BODU L EXISTUJE PRAVE OKOLI BODU a TAK, ZE PRO VSECHNA x Z TOHOTO
PRAVEHO OKOLi BODU a NALEZi HODNOTY f(x) ZVOLENEMU OKOLi BOobU L. TuTO
SKUTECNOST ZAPISUJEME ZAPISEM lim f(x)=L.

x—>a+

S vyuzitim matematické symboliky je mozné pravé uvedenou definici pfepsat ve tvaru:
1im+f(x):L<:>Vg>OEI§>O:Vxe(a,a+5):>|f(x)—L|<g.
X a

-

r~r

V tomto ptipade se tedy k bodu a blizime zprava, tj. z oblasti ¢isel, kterd jsou vétsi nez bod a.

Na zéklad¢ pravé uvedenych definic je mozné urcit podminku pro existenci limity funkce v zadaném
bodé:
LIMITA FUNKCE f V BODE a EXISTUJE PRAVE TEHDY, KDYZ EXISTUJi V BODE «

LIMITA ZPRAVA A LIMITA ZLEVA A TYTO LIMITY JSOU SI ROVNY. POTOM SE LIMITA
FUNKCE f V BODE ¢ ROVNA SPOLECNE HODNOTE LIMIT ZLEVA A ZPRAVA.

Pokud jedna z jednostrannych limit zleva nebo zprava neexistuje nebo tyto jednostranné limity jsou
navzajem ruzné, oboustranna limita (tj. ,,normalni limita“) v daném bod¢ neexistuje.

1.2.1.3 Nevlastni limity funkce v bodé

Az dosud bylo vysledkem pocitani limity vzdy realné ¢islo, tj. ¢islo z intervalu (—oo; oo) . Jsou ale funkce,
které dosahuji v absolutni hodnoté velkych funkénich hodnot a tedy limity v danych bodech budou rust nade
vSechny meze. Takovym limitdm se fika nevlastni limity.

FUNKCE f MA VvV BODE g NEVLASTNI LIMITU o, JESTLIZE K LIBOVOLNE
ZVOLENEMU CiSLU K EXISTUJE PRSTENCOVE OKOLI BODU a TAK, ZE PRO VSECHNA x Z
TOHOTO PRSTENCOVEHO OKOLI BODU a JE f(x)>K. TUTO SKUTECNOST ZAPISUJEME

ZAPISEM lim f(x)=o0.
Xx—a

Struény zéapis definice: lim f(x)=0 < VK eR3IF>0:VxeU(a,8)—{a}= f(x)>K.

xX—a

Piiklad: Nevlastni limitu co maji napf. funkce: f:y 2% vbodé3, g:y :;4 v bodé¢ -5, ...
(x—3) (x+5)

Funkce tedy v daném bodé ,,utece” do nekonecna - funkéni hodnoty budou pfi pfiblizovani se k danému
bodu stéle rtst.

FUNKCE f MA V BODE a NEVLASTNI LIMITU -, JESTLIZE K LIBOVOLNE
ZVOLENEMU CIiSLU K EXISTUJE PRSTENCOVE OKOLi BODU a TAK, ZE PRO VSECHNA x Z
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TOHOTO PRSTENCOVEHO OKOLf BODU a JE f(x)<K. TUTO SKUTECNOST ZAPISUJEME
ZAPISEM lim f(x)=—o.

X—a

Struény zépis definice: lim f(x)=—0 < VK eR3IS>0:VxeU(a,8)—-{a}= f(x)<K.

xX—a

1
v bod¢ -1, g:y=—— v bod¢ 0,

Piiklad: Nevlastni limitu —oo maji napt. funkce: f:y=-— 2

(x+1)* x

h:y=In|x| vbod&o, ...

Funkéni hodnoty budou pfi priblizovani se k danému bodu tentokrate ,,utikat do velmi malych hodnot
(tj. do zapornych hodnot, jejichz absolutni hodnota je velkd).

FUNKCE f MA V BODE a NEVLASTNi LIMITU o ZLEVA, JESTLIZE K LIBOVOLNE
ZVOLENEMU CiSLU K EXISTUJE LEVE PRSTENCOVE OKOLI BODU a TAK, ZE PRO
VSECHNA X Z TOHOTO LEVEHO PRSTENCOVEHO OKOLi BODU a JE f(x)>K. TuTO

SKUTECNOST ZAPISUJEME ZAPISEM lim f(x)=o0.
x—a

—

Struény zépis definice: lim f(x)=o0 < VK eR3IF>0:Vxe(a-5,a)= f(x)>K .

X—>a

.. . 1
Piiklad: Nevlastni limitu oo v daném bodé zleva maji napf. funkce: f:y=— 2V bod¢ -4, g:y=—log(—x)
X+

vbode 0, :y=tgx vbode %,

FUNKCE f MA V BODE a NEVLASTNi LIMITU © ZPRAVA, JESTLIZE K LIBOVOLNE
ZVOLENEMU CIiSLU K EXISTUJE PRAVE PRSTENCOVE OKOLI BODU a TAK, ZE PRO
VSECHNA x Z TOHOTO PRAVEHO PRSTENCOVEHO OKOLi BODU a JE f(x)>K. TuTO
SKUTECNOST ZAPISUJEME ZAPISEM lim f(x)=oo.

+
xX—a

Struény zapis definice: 1im+f(x):oo<:>VK eR3I6>0:Vxe(a,a+8)= f(x)>K.

X—>a

. . 1
Priklad: Nevlastni limitu o v daném bod¢ zprava maji napt. funkce: f:y :—4 v bodé¢ -4,
X+

f:y:—log(x—Z) vbode 2, h:y=cotgx vbodeO, ...

FUNKCE f MA V BODE @ NEVLASTNi LIMITU —o ZLEVA, JESTLIZE K LIBOVOLNE
ZVOLENEMU CiSLU K EXISTUJE LEVE PRSTENCOVE OKOLi BODU a TAK, ZE PRO
VSECHNA x Z TOHOTO LEVEHO PRSTENCOVEHO OKOLi BODU a JE f(x)<K. TuTto

SKUTECNOST ZAPISUJEME ZAPISEM lim f(x)=—o0.

x—a

Struény zépis definice: lim f(x)=0w< VK eR3I5>0:Vxe(a-5,a)= f(x)<K.

x—a_

- . 1
Priklad: Nevlastni limitu - vdaném bod¢ zleva maji napf. funkce: f:y =—4 v bod¢ -4,
X+

g:y=log(—x+1) vbod& 1, h:y=cotgx vbodé 7, ...

FUNKCE f MA V BODE ¢ NEVLASTNIi LIMITU —o ZPRAVA, JESTLIZE K LIBOVOLNE
ZVOLENEMU CiSLU K EXISTUJE PRAVE PRSTENCOVE OKOLIi BODU a TAK, ZE PRO
VSECHNA x Z TOHOTO PRAVEHO PRSTENCOVEHO OKOLi BODU a JE f(x)<K. TuTo

SKUTECNOST ZAPISUJEME ZAPISEM lim f(x):—oo.

x~>a+

Struény zapis definice: lim+ f(x)=0=VKeRIF>0:Vxe(a,a+5)= f(x)<K.

X—>

1

Priklad: Nevlastni limitu —oo vdaném bodé zprava maji naptf. funkce: f:y=- 2
X+

v bod¢ -4,

g:y=log(x+3) vbod¢-3, h:y=tgx vbod& %ﬂ',

10
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1.2.1.4 Limita funkce v nevlastnim bodé

Zatim jsme definovali vlastni i nevlastni limity v libovolném bodé a z intervalu (—oo; oo). Je mozné ale

vySetfovat funkéni hodnoty funkce v krajich bodech uvedeného intervalu (—oo; oo) .

Tj. je mozné vySetfovat i limity v bodech o« a —oo.

Takovym limitdm fikame limita v nevlastnim bodé. Limita v nevlastnim bodé pfitom miZze byt vlastni i
nevlastni.

FUNKCE f MA V NEVLASTNiM BODE o VLASTNI LIMITU L, JESTLIZE
K LIBOVOLNE ZVOLENEMU KLADNEMU CIiSLU & EXISTUJE TAKOVY BOD Xx,, ZE PRO
VSECHNA x>x, PATRi FUNKCNi HODNOTY f(x) DO INTERVALU (L-&L+¢). TUTO
SKUTECNOST ZAPISUJEME ZAPISEM ILm f(x)=L.
X 00

Struény zéapis definice: lim f(x)=L < Ve >03x,: Vx> x, = |f(x)—L| <g.

X—>0

.. . 1 . _
Pfiklad: Vlastni limitu v nevlastnim bod& o maji napf. funkce: f:y=— a lim f(x)=0, g:y=2"+3 a
X X0

lim g(x)=3, ...

X—>®0

FUNKCE f MA V NEVLASTNIM BODE —© VLASTNi LIMITU L, JESTLIZE
K LIBOVOLNE ZVOLENEMU KLADNEMU CiSLU & EXISTUJE TAKOVY BOD Xx,, ZE PRO
VSECHNA x<Xx, PATRI FUNKCNi HODNOTY f(x) DO INTERVALU (L-&L+¢g). TUTO
SKUTECNOST ZAPISUJEME ZAPISEM lim f(x)=L.
X—>—00

Struény zapis definice: lim f(x)=L < Ve >03x,: Vx<xy = |f(x)—L| <g.

X—>—0

Priklad: Vlastni limitu v nevlastnim bodé —oo maji napt. funkce: f:y=2"-1 a lim f (x) =1, g:y=——
X—>—%0 X

a lim g(x)=0,...
P

—>—00

FUNKCE f MA V NEVLASTNiIiM BODE o NEVLASTNI LIMITU o, JESTLIZE
K LIBOVOLNE ZVOLENEMU KLADNEMU CiSLU K EXISTUJE TAKOVY BOD Xx;, ZE PRO
VSECHNA x>x, PLATi f(x)>K.TUTO SKUTECNOST ZAPISUJEME ZAPISEM lim f(x)=c0.

X—>0

Struény zépis definice: lim f(x)=00 < VK e R3x, : Vx> x) = f(x)> K.

X—>0

Ptiklad: Nevlastni limitu oo v nevlastnim bodé « maji napt. funkce: f:y=Inx, g:y=3x+1, ...

FUNKCE f MA V NEVLASTNIM BODE o NEVLASTNi LIMITU -, JESTLIZE
K LIBOVOLNE ZVOLENEMU KLADNEMU CiSLU K EXISTUJE TAKOVY BOD Xx;, ZE PRO
VSECHNA x>x; PLATi f(x)<K.TUTO SKUTECNOST ZAPISUJEME ZAPISEM lim f(x)=—0.

X—>0

Struény zépis definice: lim f(x)=—-0 < VK e R3x, : Vx> x) = f(x) <K .

X—>0

Pfiklad: Nevlastni limitu —oo v nevlastnim bodé o maji napf. funkce: f:y=-x', g:y=-2x+3, ...

FUNKCE f MA V NEVLASTNiM BODE - NEVLASTNi LIMITU o, JESTLIZE
K LIBOVOLNE ZVOLENEMU KLADNEMU CiSLU K EXISTUJE TAKOVY BOD Xx;, ZE PRO
VSECHNA x<x;, PLATi f(x)>K.TUTO SKUTECNOST ZAPISUJEME ZAPISEM lim f(x)=oo.

x—>—0

Struény zapis definice: lim f(x)=c0o < VK eR3xy:Vx<x, = f(x)>K.

X——0

Pfiklad: Nevlastni limitu o v nevlastnim bod& —co maji napf. funkce: f:y=x*, g:y=—x", ...

FUNKCE f MA V NEVLASTNIM BODE —o NEVLASTNi LIMITU -0, JESTLIZE
K LIBOVOLNE ZVOLENEMU KLADNEMU CISLU K EXISTUJE TAKOVY BOD Xx;,, ZE PRO
VSECHNA  x<Xx, PLATi f(x)<K. TUTO SKUTECNOST ZAPISUJEME ZAPISEM

lim f(x)=—0.

X—>—0

11
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Struény zépis definice: lim f(x)=-0< VK eR3x :Vx<x, = f(x)<K .

X——0

Priklad: Nevlastni limitu —oo v nevlastnim bodé —oo maji napf. funkce: f:y=-x*, g:y=x+5, ...

1.2.2 Neurdité vvrazy

Pii vypoctu limit se mizeme Casto setkat s tzv. neuréitymi vyrazy. Nazev neurcity vyraz zde neni zcela
pfesné na misté, protoze limita je definovana presné a korektné a neni na ni nic neurcitého. Nazev je ale natolik
vzity, Ze nema smysl ho ménit. Neurcité vyrazy, tedy vyrazy, které neni mozné pocitat pfimym vypoctem, jsou

0 +w -
tyto vyrazy: —, —, 0.0, co—a0, 17, ”, 0°.
0 Zoo

Limity, v nichz se vyskytnou neurCité¢ vyrazy, je nutné pocitat s vyuzitim néjaké fintou (rozsifenim,
zkracenim problematického ¢lenu, ...).

Vlastnosti limit - napf. pocitani s limitami (limita souctu, limita rozdilu, ...), které byly uvedeny pro
vlastni limity ve vlastnich bodech v odstavci 1.2.1.1, plati i pro nevlastni limity v nevlastnich bodech, pouze s
vyjimkou neurcitych vyrazi.

1.2.3 Diilezité limity

Nekteré limity se vyskytuji pii vypoctu slozitéjsich tloh velmi Casto a proto je vhodné je umét rychle a

spravné aplikovat. Hodnoty téchto limit je v nékterych ptipadech také vycist z grafu dané funkce.

Hodnoty limit v nevlastnich bodech (tj. limity pro x blizici se k fco) je mozné intuitivnhé uhodnout,
pokud dobfe zname pribéh grafu dané funkce. Misto ,,x se blizi k oo “ si lze Fict ,,pro hodné velka x* resp.
,»hodné velka zaporna x“. Analogicky Ize u limit pro x bliZici se k nule pouzivat zjednoduseni ,,pro malicka x*.

Dilezité limity tedy jsou:

.1 .1 N B | .1 .1 -
lim — =-o lim —=o0 lim —=1lim—=0 | im—=0; neN | lim— neexistuje
x—0" X x—0T X X—>=0 X X0 X X—m x x—=0 x
pro a e(0;1)
lim a* = lima* =0 lim log, x = lim log, x = -0
X—>—00 X—0 x—0t X—0
pro a e (1; )
lim ¢ =0 lim ¢* = o lim log, x = —© lim log, x =0
X—>—0 X—00 x—0t X—0©

lim sin x neexistuje
X—>00

lim sin x neexistuje

lim cos x neexistuje
X—>00

lim cosx neexistuje
X—>—00

lim tgx =00

lim cotgx =—o

lim cotgx =00

V4 zt x—0" x—0"
x—>= x—>=
2 2
. sinx . tgx X _ . In(x+1
lim =1 lim 2% =1 lim & =1 hmgzl
x>0 x x>0 Xx =0 X x—0 X

Pfi vypoctu limit je vzdy doporuceno postupovat dle nasledujiciho postupu:

1. limita ve vlastnim bod¢€ a - vede-li vypocet po dosazeni pfislusného a k neurcitému vyrazu o’ je

nutné pomoci algebraickych Gprav vyraz v citateli i ve jmenovateli vyjadfit jako soucin nékolika
Ciniteld, z nichz jeden je ten, ktery zpasobuje vysledny soucin nulovy - tj. ¢initel x —a . Kracenim
zlomku timto C¢initelem, obejdeme neuréity vyraz. Skutenost, Ze kratit jde, nas nemusi
prekvapovat. V definici limit se vzdy objevuje prstencové okoli piislusného bodu a. Poezor! I
limita ve vlastnim bodé mtize byt nevlastni, tj. mize vyjit +oo .

Prstencové okoli bodu a znamend, ze jsme ,,straslivé blizko bodu a, ale nikdy ne pfimo v ném®. Proto
mizeme Cinitelem x—a cely zlomek délit.

2. limita v nevlastnim bodé - neobsahuje-1i zadani ulohy zlomek, je mozné piimo dopocitat danou
limitu. Je-1i zadani ve formé zlomku, pak se doporucuje v Citateli i jmenovateli vytknout nejvyssi
mocninu nezndmé (v Citateli a jmenovateli pfitom neni nutné vytykat tutéZ mocninu). Po vytknuti
je mozné ve zlomku kratit a poté jiz opét limitu dopocitat.

V ptipadé vypoctu limit v nevlastnim bod€¢ neni mozné dosazovat pfimo znak pro nekonecno, ale je
mozné dosazovat pouze v hlavé ,,strasné velka cisla®.

(x2 +x—6)(x4 —16)
Ptriklad: Vypoctéte lim .
=2 ~4x+4)(x -9)
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ReSeni: Zadana limita je typu —, tedy jeden z neuréitych vyrazi. Postupnymi algebraickymi Gpravami proto

upravime zadanou limitu do tvaru, do kterého je mozné dosadit:

(x2+x—6)(x4—16) . (x—2)(x+3)(x2—4)(x2+4)

. . . (x=2)(x+3)(x=2)(x+2)(x* +4) .

22 (x —dxd)(¥P-9) 02 (x-2)7 (x-3)(x+3) x2 (x=2)* (x-3)(x+3)
_ (x+2)(x2+4) (2+2)(22+4) 48
= lim (x-3)  (2-3) =TT

Dosazovat do zadané funkce konkrétni bod, ve kterém limitu pocitame, je mozné az poté, co jsme
odstranili neurcité vyrazy. Jakmile dosadime konkrétni bod, nepiSeme jiz pied funkci lim.

3 2
. +2x" —4x-6
Priklad: Vypoctéte lim %.
x>0 xT+5x7 44

Reseni: Pfesn¢ podle vyse uvedeného navodu dostaneme:

3 ) Cl1+i-= -2
. X +2x"—-4x-6 . x x* x . x 2 x 1+0-0-0
lim = lim = lim = =

x>0 x* 4552 4+4 X—>—00 x4(l+5+4j x—)—wx(l+5+4) lim x.(l+0+0)
X—>—00

Z tohoto ptikladu je vidét, Ze u vypoctu limity podilu dvou polynomu v nevlastnim bod¢ zavisi vysledek pouze
na stupni polynomu v ¢itateli a stupni polynomu ve jmenovateli.

1.2.4 Uziti limity funkce

1.2.4.1 Asymptoty grafu funkce

Pojem asymptota byl uveden pii probirani uéiva o hyperbole, jakozto zvlastni pripad primky, ktera nema
s hyperbolou zadny spole¢ny zadny bod. S asymptotami se ale setkdvame v matematice nejen u hyperbol (coz
obecné nemusi byt funkce), ale i u funkci: linedrné lomena (rovnoosa hyperbola), exponencialni, logaritmicka,
funkce tangens a kotangens, ... Pozdé&ji uvidime, Ze znalost asymptoty funkce je velmi dulezita pro spravné
sestrojeni grafu funkce: vlastnosti funkce v nevlastnich bodech a v okoli bodut, v nichz funkce neni definovana,
velmi Gzce souvisi s asymptotami funkce. Jsou pochopitelné i funkce, které asymptoty nemaji (sinus, kosinus,
kvadraticka funkce, ...).

Existuji dva druhy asymptot:

1. asymptoty se smérnici - jsou to pfimky, které maji rovnici y =ax+5b,kde a e R— {0} ,beR,a

jsou to asymptoty funkce v nevlastnich bodech;
2. asymptoty bez smérnice - jsou piimky ve tvaru x=c, kde ¢ R, a jsou to asymptoty funkce v
takovych bodech ¢, v nichz neni funkce definovéna.

1.2.4.1.1 ASYMPTOTY SE SMERNICI

Iustracni priklad: V analytické geometrii kvadratickych tvart v roviné byla probrana hyperbola. Uvazme nyni

2 2
hyperbol XY 1. Jedna se hyperbolu, kterd ma stfed v pocatku soustavy soufadnic a jejiz hlavni osa je

totozna s osou y (viz obr. 11). Na zaklad¢ znalosti z analytické geometrie vime, ze tato hyperbola ma dveé

L 4
asymptoty dané rovnicemi: y = J_rgx .

Jde tedy o ptiklad asymptot se smérnici, pfestoZze UVEDENA HYPERBOLA NENi FUNKCE.
PRiIMKA y=ax+b SE NAZYVA ASYMPTOTA SE SMERNICi GRAFU FUNKCE f,

JESTLIZE

lim [ f(x)—(ax+b)]=0 M
RESP.

lim [ f(x)~(ax+b)]=0. )

Definice pln¢ odpovida intuitivni predstavé, Ze asymptota je pifimka, kterd nema s grafem funkce
spole¢ny zadny bod, pouze se ke grafu ,,pfimykava a dotkne se ho az v nekone¢nu‘‘.

Predstavime-li si pohyb dvou mravenct, z nichz jeden ptjde do nekonecna po hyperbole zobrazené na
obr. 11 a druhy pujde do nekonecné po jeji asymptoté, pujdou od jistého bodu témér po stejné caie - po
asymptote.
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Vypocet koeficientli a a b, které urcuji pfislusnou asymptotu, je mozné provést na zakladé definice
asymptoty a upravou defini¢niho vztahu napt. (1). Pokud totiz plati vztah (1), tim spiSe bude platit

f(x)—(ax+b) 3)

lim =0.

X—0 X

Vydélime-li velkym cislem vyraz, ktery se rovnal nule, bude vysledek opét nulovy.

¥
X
obr. 11
() —(ax+b . .
Vztah (3) je mozné dale upravit: 0= lim f(x)=(ax+h) = lim (/ () -a —EJ = lim M—ot -0.
xX—0 X X—>0 X X x> X
Odtud snadnou algebraickou upravou ziskame
4
a = lim M . )
x—w X

Podobnym zpiisobem je mozné nyni odvodit ze vtahu (1) vztah pro vypocet koeficientu b:
b=li —ax). )
lim (f (x) - ax)

Analogicky lze odvodit pfislusné vztahy pro koeficienty a a b asymptoty z defini¢éniho vztahu (2)
asymptoty.

Vyjdou analogické vztahy jen misto limity v nevlastnim bodé oo budeme pocitat tytéz vztahy
v nevlastnim bodé —o .

Asymptota vychazejici z definicniho vztahu (1) a asymptota vychézejici z defini¢niho vztahu (2) nejsou
obecné stejné asymptoty.

VETA: PRIMKA POPSANA ROVNICI y=ax+bh JE ASYMPTOTOU SE SMERNICi GRAFU

X
FUNKCE f PRAVE TEHDY, KDYZ EXISTUJI LIMITY a= limMA b= lim (f(x)—ax) RESP.

x—o X X—>0

a=tim 2 4 p= tim (f(x)-ax).

xX—>-0 X X—>—00

Asymptota neni obecné piimka, ktera se pouze ,pfiblizuje” ke grafu funkce, ale nikde ji neprotne.
Asymptota mize graf funkce protnout ve vlastnim bodé - pro asymptotu je dilezité, jak ,,se chova“ v nevlastnich
bodech.

1.2.4.1.2 ASYMPTOTY BEZ SMERNICE
Asymptoty bez smérnice jsou piimky rovnobézné s osou y, které neprotinaji graf funkce.

Pokud by asymptota bez smérnice protinala kiivku v grafu, pak by tato kfivka nebyla grafickym
vyjadienim funkce.

Asymptota bez smérnice NESMI PROTNOUT GRAF FUNKCE V ZADNEM BODE. Asymptota se
smérnici (viz odstavec 1.2.4.1.1) muze graf funkce protnout ve vlastnim bod¢ - v nevlastnim bodé oo se
k nému pak jen pfiblizuje.
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NECHT JE FUNKCE f DEFINOVANA V PRSTENCOVEM OKOLi BODU c¢ (TJ. V
MNOZINE U(c,5)—{c}). PRIMKA DANA ROVNICI x=c¢ SE NAZYVA ASYMPTOTA BEZ
SMERNICE GRAFU FUNKCE f, PRAVE TEHDY, KDYZ MA FUNKCE f V BODE ¢ ASPON

JEDNU JEDNOSTRANNOU NEVLASTNIi LIMITU.

Ve shod¢ s definici hleddme asymptoty bez smérnice u funkci, u kterych existuji body, v nichz neni dana
funkce definovana. V jinych bodech asymptota bez smérnice neexistuje. Proto stac¢i vySetfovat jednostranné
limity pouze v bodech, v nichz neni dana funkce definovana.

. 1 .
Asymptotu bez smérnice ma napt. funkce f:y= —2+ 3 vbodé x=2. Asymptotou se smérnici (ktera
So—

je v tomto ptipadé rovna nule) je pfimka y =3 - viz obr. 12.

F

obr. 12

1.2.4.2 Tecna grafu funkce

V analytické geometrii byla probrana kruznice a jeji vzajemna poloha s piimkou. Jednou z moznych
poloh pfimky a kruznice byla tecna ke kruznici, ktera byla definovana jako pfimka, kterd ma s kruznici spolec¢ny
pravé jeden bod (bod dotyku 7) a ktera je kolma na spojnici stiedu a tohoto dotykového bodu 7. Prochazi-li
pfimka dvéma riznymi body T a A kruznice, jedna se o se¢nu. Cim blize zvolime bod 4 k bodu 7, tim méné se
lisi poloha seény T4 od te¢ny ¢ kruznice v bodé T. Rikdme, Ze te¢na ¢ je mezni (limitni) polohou seény 74, bliZi-
li se bod 4 po kruznici k bodu T (viz obr. 13).

obr. 13

Pii hledani te¢ny v daném bod¢ funkce f bude postup analogicky s tim, ze vyuzijeme znalost limit pro
nalezeni mezniho piipadu secny grafu funkce, tj. nalezeni tecny.

Vysetfovani tecny k dané kiivce (resp. ke grafu funkce f) ma velké pouziti v aplikaénich pfedmétech
(fyzika, mechanika, elektrotechnika, ...): pomoci tecny lze linearizovat takové prubehy zavislosti fyzikalnich
veli¢in, které podle teorie linedrni byt maji. Pfi méfeni pak vznikaji vzdy rizné chyby, které linearitu zavislosti
porusuji. Pfesto je ale vhodné nalézt linearni pribéh takovych zavislosti. A pii hledani této linearizované
zavislosti je obCas vyse uvedeny postup vhodny.

Pokud chceme napsat rovnici te¢ny ¢ ve tvaru
y= ko + q (6)
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v bod¢ T =[xy; yy] funkce f, zvolime na grafu funkce f jesté jeden bod A =[x, +Ax; yy +Ay| (viz obr. 14).
Body A4 a T je urCena pfimka p, ktera je seCnou grafu funkce f. Chceme-li napsat te¢nu grafu funkce v bod¢ 7,
staCi si uvédomit, Ze pro zmensujici se prirtistek x-ové soufadnice Ax (tj. pro pfipad Ax —0) se bod 4
priblizuje k bodu T a tudiz se secna p blizi tecné ¢.

P1i vykladu smérnice pfimky (analyticka geometrie linearnich utvarti v roving), jsme zjistili, ze smérnici k
pifmky lze vypocitat na zékladé nasledujici tvahy: Necht dva riizné body A =[x,; y5] a B=[xg; yg] lezi na
ptimce p, jejiz rovnice ma smérnicovy tvar (6) (viz obr. 15). Pro soufadnice uvedenych bodt podle rovnice (6)
plati: y, =kx, +q a yg =kxg +¢q. Dostdvame tedy soustavu dvou rovnic pro neznamé & a g. Po provedenych
upravach pro smérnici k dostavame:

k2B VA A ™)
Xg—x5 Ax

Smeérnici k jsme tedy vyjadtili pomoci rozdilu soufadnic dvou bodt, které na dané piimce lezi.

v4 }r.. B P
+ & Af P VB
o i A A
o
0 T
L y ¢ "
X0 xu+ﬁx X
q
1] Xy Xg X
obr. 15

obr. 14
Analogicky je mozné postupovat v pfipadé€, ze chceme nalézt smérnici tecny grafu funkce na obr. 14.
Smérnici k, tecny ¢ tedy mizeme urcit jako limitni pfipad smérnice k, secny (pfimka p), tj. musi platit:

k= lim k, . (8)

Ax—0

Pfitom na zéklad¢ pravé pfipomenuté znalosti o smérnici pfimky je mozné smérnici k, psat ve tvaru

Ay —
podle vztahu (7): k, = D FV 7)o _ 4 . Dostaneme tedy:
X +Ax —x,
9
k = tim k= lim 22 ©
Ax—0 Ax—0 Ax

Piezna¢ime-li soufadnice bodti T a 4 z obr. 14 na soufadnice T :[xo; f(x )] a 4 :[x; f (x)}, je

mozné psat vztah (9) ve tvaru

k = tim 2 = lim Sxr+d)=f (%) _ . S(3) =S (%) (10)

A0 Ax A0 Ax xox) X=X
Nyni je uz mozné napsat rovnici te€ny v bodé¢ T = [xo; yo] , nebot’ mame k dispozici jeji smérnici &, a
vime, Ze na této tecné lezi kromé bodu 7 jesté libovolny bod X = [x; y] , jehoz soufadnice musi spliiovat vztah
k= Y=d0 (b
X=X,

Rovnici teény ¢ tedy miizeme psat ve tvaru y -y, =k, (x—x,) atedy
y=k(x—x0)+p. (12)
Je-1i kiivka grafem funkce y = f (x) a existuje-1i v bod€ x, vlastni limita (10), pak te¢na kiivky v bod¢

T =[xy; ¥ ] je piimka dand rovnici (12).

S vyuzitim derivace funkce 1ze napsat rovnici teCny ke grafu dané funkce pohodinéji (viz odstavec 1.4.2).

1.3 Spojitost funkce

Mezi vSemi funkcemi, s nimiz se postupné seznamujeme, maji velky vyznam funkce spojité. Zhruba
feceno, spojitd funkce je funkce, jejiz graf lze nakreslit jednim tahem.

Pfi kresleni dané funkce na jejim definiénim oboru tedy nesmime zvednout tuzku od papiru (kiidu resp.
fixu od tabule, ...) - musime graf nakreslit jednim tahem.
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Toto intuitivni tvrzeni se ale opird o geometrickou piedstavu, kterd neni u vSech funkci pfistupna resp.

pouzitelna. Proto je tfeba tento intuitivni ndhled zpfesnit tak, jak se o to snazili matematikové b&hem
historického vyvoje matematiky.

1.3.1 Spojitost v bod€ a v intervalu
FUNKCE f SE NAZYVA SPOJITA V BODE a, JESTLIZE JSOU SOUCASNE SPLNENY

TYTO PODMIiNKY:
1. FUNKCE f JE V BODE a DEFINOVANA;

2. EXISTUJE VLASTNI LIMITA lim f(x);

X—a

3. FUNKCNi HODNOTA V BODE & JE ROVNA VLASTNi LIMITE V TOMTO BODE, TJ.

f(a)=lim 7 (x).

Bod 2 v uvedené definici mluvi o existenci limity, tedy v daném bod¢ a musi existovat oboustranna
vlastni limita.

Tak jako jednostranné limity (viz odstavec 1.2.1.2) ptekracuji vétSinou bézné ucivo stiedoskolské
matematiky, tak i nasledujici definice spojitosti funkce v daném bod¢€ zprava resp. zleva nejsou predmétem
bézného stfedoskolského kurzu matematiky.

FUNKCE f SE NAZYVA SPOJITA ZPRAVA (RESP. ZLEVA) V BODE a, JESTLIZE JSOU
SOUCASNE SPLNENY TYTO PODMINKY:
1. FUNKCE f JE V BODE a DEFINOVANA;

2. EXISTUJE VLASTNI JEDNOSTRANNA LIMITA lim f(x) (RESP. lim f(x));

x—at x—a~

3. FUNKCNI HODNOTA V BODE ¢ JE ROVNA VLASTNI JEDNOSTRANNE LIMITE V TOMTO
BODE, TJ. f(a)= lim f(x) (RESP. f(a)= lim f(x)).
x—a® x—a

F

& x
_4 |
br 16 obr. 17
obr.
¥
¥
| 4 g :1 2 x
obr. 18 L
obr. 19

Ve

Mame-li nadefinovanou spojitost funkce v bodé€, miizeme definici rozsifit na otevieny interval.
FUNKCE f JE SPOJITA V OTEVRENEM INTERVALU (a;b), JE-LI SPOJITA V KAZDEM

BODE TOHOTO INTERVALU.
V uzavieném intervalu lze spojitost funkce definovat takeé.
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FUNKCE [ JE SPOJITA V UZAVRENEM INTERVALU (a; b), JE-LI SPOJITA V
OTEVRENEM INTERVALU (a;b) A V BODE a JE SPOJITA ZPRAVA A V BODE b JE SPOJITA
ZLEVA.

Na obr. 16 je znazornén graf funkce f:y =sgnx, ktera je piikladem funkce nespojité¢ v jednom bodé -
vbodé x=0. Funkce g:y= Jx+4, jejiz graf je zobrazen na obr. 17, ma defini¢ni obor D(g) = (—4; oo) aje
tedy spojitd ve vSech bodech otevieného intervalu (—4; ®). V bodé x=-4 je spojita pouze zprava, nebot’ v
levém okoli bodu x=-4 neni funkce g definovana. Analogicka je situace u funkce #: y:m, jejiz
defini¢ni obor je D(h)=(—x; 4) a jejiz graf je zobrazen na obr. 18. Tato funkce je spojitd ve viech bodech
otevieného intervalu (—oo; 4) a v bod& x =4 je spojita jen zleva.

Funkce, které nejsou spojité, nemaji ale body nespojitosti vzdy stejného druhu. Existuji funkce, které
nejsou v uréitém bodé¢ spojité (protoze v daném bodé¢ napt. nejsou definovany), ale které je mozné dodefinovat
tak, aby v daném bod¢ a tedy i na svém definiénim oboru (resp. na mnozin¢ realnych cisel) spojité byly.
Takovou funkci je napf. funkce m: y :%, jejiz defini¢ni obor je D(f)=R—{-1}. Na tomto defini¢nim
2 -1 B (x—=1)(x+1)
x+1 x+1
n:y=x-1 ma sice stejny defini¢ni obor jako funkce m, ale je mozné ji v kritickém bod¢ x =—1 dodefinovat

oboru je mozné ale predpis funkce m upravit do tvaru: =x-1. Ziskanad funkce

piirozenym zptsobem: n(—1)=—1-1=-2. Ziskali jsme tak spojitou funkei, jejiZ graf je na obr. 19.

Na rozdil od toho napt. funkci f:y=sgnx (jejiz graf je na obr. 16) nelze zadnym zpisobem
dodefinovat tak, aby byla spojita.

Dalsi ptiklady funkci, které nelze dodefinovat v bodech nespojitosti tak, aby byly v téchto bodech spojité,
jsou zobrazeny na obr. 20 a obr. 21.

VETA: VSECHNY ELEMENTARNI FUNKCE JSOU SPOJITE VE SVYCH DEFINICNIiCH
OBORECH.

To znamena, ze jsou spojité polynomické funkce, goniometrické funkce, exponencidlni funkce, mocninné
funkce, logaritmické funkce, ... (viz odstavec 1.1).

¥ hd

obr. 20 obr. 21

1.3.2 Spojité funkce na uzavienych intervalech

Zvlastni pozornost je vénovana v matematické analyze spojitym funkcim na uzavienych intervalech.
Spojité funkce totiz maji takové vlastnosti, na zakladé kterych se s nimi snaze pracuje. Pokud se omezime na
uzavieny interval, maji spojité funkce na tomto intervalu maximum a minimum, coz je vyhodné zejména pro
aplikace matematiky.

WEIERSTRASSOVA VETA: JE-LI FUNKCE f SPOJITA V UZAVRENEM INTERVALU

(a;b), EXISTUJE ALESPON JEDEN TAKOVY BOD x &(a;b), ZE Vxe(a;b): f(x)< f(x), A
ALESPON JEDEN TAKOVY BOD x, e(a;b), ZE Vxe(a;b): f(x)= f(x,).
Uvedenou vétu 1ze formulovat také tak, Ze funkce spojitd v uzavieném intervalu (a; b) nabyva v tomto

intervalu alespon v jednom bod¢ svého maxima a alespon v jednom bod¢€ minima.
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I kdyby se jednalo napt. o linearni funkci, ktera na svém defini¢nim oboru (realna ¢isla) nema maximum
ani minimum, na uzavieném intervalu extrémy ma. V tomto pfipadé by maximum a minimum funkce bylo
v krajnich bodech uvazovaného intervalu. Proto je dileZité, aby se jednalo o UZAVRENY interval, do ngjz
krajni body patfi. Pro otevieny interval uvedena véta neplati.

. C et s oy o . . " 1
Stejné tak je dulezity predpoklad o spojitosti funkce. Maximum a minimum napf. funkce f:y=— na
X

intervalu <—1; 1> neexistuje, protoze v bodé 0 ma funkce fjednostranné nevlastni limity (viz odstavec 1.2.1.3) -

tj. funkéni hodnoty ,,utikaji do nekone¢na“ a neexistuje tedy nejvyssi resp. nejnizsi funkéni hodnota.

VETA: FUNKCE SPOJITA V UZAVRENEM INTERVALU (a; b) JE V TOMTO INTERVALU
OMEZENA.

. . 3 3 .
Priklad: Omezené funkce jsou napf. funkce: f:y=cosx v intervalu <—Eﬂ';§ﬂ'>, g:y=x" v intervalu

(-3;2), ...

Ackoliv je funkce g omezend jen zdola, pokud omezime jeji vySetfovani na uzavieny interval, omezime
tim 1 jeji prabéh. Proto je funkce g na uzavieném intervalu omezena - pres nejvyssi funkéni hodnotu na daném

intervalu (v tomto pfipadé€ ptes hodnotu g (—3) =9) nas chovani funkce prosté nezajima.

BOLZANOVA - WEIERSTRASSOVA VETA: JE-LT FUNKCE f SPOJITA V UZAVRENEM

INTERVALU (a;b) A JE-LI1 f(a)# f(b), POTOM KE KAZDEMU CiSLU K, KTERE LEZI MEZI
¢isLy f(a) A f(b), EXISTUJE ALESPON JEDEN TAKOVY BOD ce(a;b), ZE PLATI
f(c)zK .

Uvedené véte se nekdy téz fika véta o nabyvani mezihodnot, protoze podle ni funkce f nabyva vSech
hodnot mezi funkénimi hodnotami f'(a) a f(b) . Pozor! Tato véta plati pouze pro spojité funkce.

Pro praktické pouziti je ale dilezity disledek pravé uvedené véty, na zakladé néhoz je mozné fesit fadu
problémi z oblasti rovnic a nerovnic.
DUSLEDEK BOLZANOVY - WEIERSTRASSOVY VETY: JE-LI FUNKCE f SPOJITA V

UZAVRENEM INTERVALU <a;b> A MAJI-LI CIiSLA f(a) A f(b) RUZNA ZNAMENKA (TJ.
PLATIi-LI f(a).f(b)<0), POTOM EXISTUJE ALESPON JEDEN TAKOVY BOD ce(a;b), PRO
KTERY PLATI f(c)=0.

Véta hovoii o existenci alespon jednoho bodu, ktery ma dané vlastnosti. To znamena, Ze tento bod muze
byt jeden (viz obr. 22) nebo takovych bodli miize byt vice (viz obr. 23). Z obrazku (i z uvedené véty) je patrné,
ze funkce f méni v okoli bodu ¢ znaménko, ¢ehoz se vyuziva pii pfiblizném feseni rovnic a nerovnic.

e rFe

¥ ¥

-

obr. 22 obr. 23

1.4 Derivace funkce

Derivace funkce patii spolu s limitami k nejdtlezitéjSim zavérim infinitezimalniho poctu. Na zaklad¢
derivace funkce je mozné vysetfovat nejen pribéh funkci v matematice (viz odstavec 1.7), ale i feSit fadu
ptikladti z technické praxe. Derivace totiz umoziuje popsat pribéh veli¢in, které se méni v zavislosti na jinych
veli¢inach (napf. urazena draha v zavislosti na case - viz odstavec 1.4.1).

1.4.1 Fyzikalni vvznam derivace

V odstavei 1.2.4.2 jsme v souvislosti s uréenim rovnice te¢ny grafu funkce v jejim bodé 7' =[xy; v, |
vySettovali limitu (10). Tuto limitu jsme psali ve tvaru
+Ax)— - (13)
fim &Y~ gy LA =S (00) )=/ (%0)
Ax—0 Ax Ax—0 A.x X—=>X() X — xo

Tato limita ma geometrickou interpretaci: udava smérnici te¢ny grafu funkce v jejim bodé 7 = [xo; yo] .
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S limitou ve tvaru (13) je mozné se setkat nejen v matematice, ale i ve fyzice. Uvazujme pohyb hmotného
bodu, u kterého budeme méfit ¢as ¢ jeho pohybu a zaroven sledovat zavislost s(t) urazené drahy od okamziku

zacatku meéfeni, tj. od okamziku ¢ =0 s . Graf zavislosti urazené drahy na Case je zobrazen na obr. 24. Za ¢as
At =t —1, urazil hmotny bod drahu délky As=s(7)—s(z,). Na zaklad¢ t&chto (dajii je mozné urcit velikost

priamérné rychlosti v, v uvaZovaném Casovém intervalu (to; ty + At> . Dostaneme

_&ZS(IO+AZ)—S(ZO) s(t)=s() (14)

v, = .
PA At t—1,

=
ity

5 (1)

] (tn)

At
0 i
obr. 24

Velikost primérné rychlosti bude vypovidat o velikosti rychlosti v ¢ase ¢, tim pfesnéji, ¢im mensi bude

t

W=

prirtastek casu Af, na kterém pohyb hmotného bodu vySetfujeme. Na zdkladé znalosti limit tedy mtizeme
velikost okamZité rychlosti v v ¢ase ¢, definovat vztahem

- - 15
V= llmgz hm S(t0+At) s(to):lim S(t) S(to). ( )
A0 At A0 At >t t—1,

Velikost okamzité rychlosti, kterou udava napft. tachometr v automobilu nebo cyklocomputer pfi jizdé na
kole, je vlastn¢ velikost primérné rychlosti méfené na velmi malém casovém (a tedy i drahovém) intervalu. U
cyklocomputeru je to piimo vidét: velikost okamzité rychlosti je velikost primérné rychlosti na draze rovné
obvodu piedniho kola, v jehoz vypletu je umistén snimac¢ méfici velikost rychlosti.

Ve shod¢ s odstavcem 1.2.4.2 tedy miizeme fici, Ze velikost okamzité rychlosti pohybu hmotného bodu v
daném case #, ziskame jako smérnici te¢ny, kterou bychom v pfislusném bod¢ vedli ke grafu zavislosti urazené

drahy na cCase.

Srovname-li totiz vztahy (13) a (15), je zfejmé, ze jsou formalné stejné - 1isi se jen v nazvech pouzitych
funkeci a proménnych.

Jak je vidét, v praveé uvedeném piikladu jsme pracovali s limitou typu lim Ey, tj. s limitou podilu
Ax—0

priristku funkce a pfiristku nezavislé proménné. Tato limita a postup z pravé uvedeného piikladu o pohybu

. y e e AV ] ot 2
hmotného bodu maji v matematice zasadni vyznam. Proto ma limita lim e své vlastni oznaceni a nazev:
Ax—0

derivace funkce (viz odstavec 1.4.2).
1.4.2 Definice derivace
NECHT FUNKCE f JE DEFINOVANA V JISTEM OKOLI BODU x;,. EXISTUJE-LI LIMITA

i S (x+Ax) = f(xp)

Ax—0 Ax

, NAZYVAME JI DERIVACI FUNKCE f V BODE Xx,. ZNACI SE f'(x,).

V definici se nemluvi o tom, jestli musi existovat vlastni nebo nevlastni limita. Dulezité je, aby limita
vibec existovala. Derivace pak muze byt vlastni i nevlastni, i kdyz s nevlastni derivaci se pfili§ Casto ve
sttedoskolské matematice nesetkame.

Vzhledem k tomu, Ze Ax = x—Xx, je mozné derivaci funkce f'psat ve tvaru
Ay (16)

/(%)= lim Slo*a)=f (%) e SO (0) o, &

Ax—0 Ax x>0 X=X, Ax—0 Ax ’

Symbolem f”(x,) resp. symbolem y'(x,) se znagi derivace funkce /podle proménné x.

Vzhledem k tomu, Ze teorie funkci v matematice pracuje téméf vyhradné s proménnou x, nebylo by nutné
dalsi znaceni zavadét. Ale protoze derivace je velmi dulezitd operace s funkcemi pro aplikacni predméty, je
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nutné si uvédomit, znat a chapat dalsi zpisoby znaceni derivace funkce. Naprosto exaktné spravné by se méla

derivace funkce f'v bodé x, podle proménné x znacit symbolem %(xo) (resp. % ), ktery pfipomina souvislost
. , Ay
derivace s podilem e podle vztahu (16).

Podrobngjsi vysvétleni je uvedeno v odstavci 1.5, v némz je definovan diferencial funkce.
Ve fyzice a dalSich aplikacnich pfedmétech se velmi casto vysetfuji pribéhy fyzikalnich veliCin
v zavislosti na Case (viz motivacni piiklad v odstavei 1.4.1). Proto se pouziva pro derivaci dané fyzikalni

(. . y vyt Lo dy . . 1A
zavislosti y pode Casu ¢ zvlastni oznaceni: d_y =y (nad pfislusnou funkci se déla tecka).
t

Shrnuto: ¢arkou nad nadzvem funkce se znaci vzdy derivace podle proménné x, te€Ckou nad ndzvem funkce
se znaci vzdy derivace podle ¢asu 7. V ostatnich ptipadech (derivace funkce fpodle naboje O, podle elektrického

o d

proudu /, ...) je nutné pouzit znaceni pomoci ,,zlomku* (tj. @, T )

Srovname-li defini¢ni vztah derivace, tj. vztah (16), se vztahem (10) pro smérnici tecny grafu funkce v
jejim bodé T = [xo; yo] z odstavce 1.2.4.2, zjistime, ze oba vyrazy jsou totozné. Na zakladé toho je tedy mozné

fici, Ze derivace funkce v bodé 7 = [xo; yo] je smérnici teény grafu funkce v uvedeném bod¢. Rovnici te¢ny
grafu funkce v jejim bodé T = [xo; yo] je mozné na zakladé pravé uvedeného psat ve tvaru
y—y0=f'(x0).(x—x0), a7

ktery je totozny se vztahem (12). Vztah (17) je ale pro praktické pouziti vyhodnéjsi, nebot’ ddva névod na
vypocet smérnice tecny.

Smeérnici te¢ny v daném bod¢ urcime tak, ze zadanou funkci zderivujeme a do zderivovaného vztahu
dosadime za x konkrétni bod x,, v némZ te¢nu mame nalézt.

Vypocet derivace lze provadét ptimo s vyuzitim definice derivace, tj. s vyuzitim vztahu (16).

Piklad: Vypo&téte derivaci funkee f:y=x" vbodé x, e D(f).

Regeni: Vzhledem k tomu, Ze D( f ) =R, budeme hledat derivaci v bod¢ x, € R . Na zaklad€ definice derivace

(vztah (16)) je mozné psat:

_ 2_,2 —
/(%)= lim L= 00) o 2o Bono)(xex) (x+x0) = 2, .
X—=>X() X — xo X=>xX) X — xO X—=>X() X — xO X—>X()

Za x, je mozné volit libovolny bod z defini¢niho oboru, ¢imz dostaneme hodnoty derivace v riznych bodech.

To znamena, e teény sestrojené v riznych bodech grafu funkce 7 :y = x> maji riznou smérnici (viz obr. 25).

o . i
ty
- x
4
obr. 25

Podobnym zptisobem je mozné odvodit ze znalosti vypoctu limit derivace libovolné funkce. V ramci
urychleni a piehlednosti vypocti ale existuje tabulka pfedem vypocitanych derivaci elementarnich funkei (viz
odstavec 1.4.5).

1.4.3 Derivace vysSich radu
V ptikladu na konci odstavce 1.4.2 byla vypocétena na zékladé definice derivace funkce (Slo o funkci

7y =x%)vbodé Xy € D( f ) =R . Pokud ale nemame na mysli konkrétni bod, v némz derivaci vysetiujeme, je
mozné vyjadiit derivaci v libovolném bod¢ x e D(f) a psat (v tomto konkrétnim piipad€) f'(x)=2x. Na

derivaci funkce v tomto tvaru lze tedy nahlizet jako na funkci proménné x. Bude-li mit funkce y' = f '(x) opét
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o . . e , , d’ N
derivaci (viz definice v odstavei 1.4.2), oznagime ji y” (resp. y"(x) resp. f"(x) resp. dx—;}) a nazyvame ji

druhou derivaci funkce y = f(x).

2
Pozor! Symbol jx—J; je skutecné napsan dobie a dvojky jsou ,,umisténé* na spravnych mistech.

Analogicky lze zavést teti derivaci funkce, ¢tvrtou derivaci funkce, patou derivaci funkce, ... Pro
praktické ucely (vysetfovani prubeéht funkci, fyzikalni a technické aplikace, ...) vSak vétSinou vystacime se
druhou derivaci funkce.

1.4.4 Vlastnosti derivace
Derivaci v bod¢ (viz odstavec ) 1ze roz§ifit i na derivaci na otevieném intervalu.

FUNKCE f MA V OTEVRENEM INTERVALU (a;b) DERIVACI, JESTLIZE MA DERIVACI

V KAZDEM VNITRNIiM BODE TOHOTO INTERVALU, TJ. V LIBOVOLNEM BODE xe(a;b).

Definovat derivaci v uzavieném intervalu neni nyni mozné: v krajnich bodech uzavieného intervalu
neexistuje limita (oboustranna limita), protoze s bodem do daného intervalu nepatii i jeho okoli. Bylo by mozné
mluvit o pravém okoli pocateéniho bodu intervalu resp. levém okoli koncového bodu intervalu a v téchto
bodech uvazovat jednostranné limity a jednostranné derivace.

Spojitost funkce (viz odstavec 1.3) souvisi s limitou funkce (viz odstavec 1.2) a derivace byla definovana
pomoci limit, proto spolu souvisi derivace funkce a spojitost funkce. O tom mluvi dilezitd véta matematické
analyzy.

VETA: MA-LI FUNKCE f V BODE x, eD(f) DERIVACI, JE V TOMTO BODE SPOJITA.
Pozor!!! Obracena véta neplati. Tedy je-li funkce /v bod€ x, D( f ) spojitd, nemusi mit v bod€ x;,
derivaci. Jako piiklad pravé uvedeného tvrzeni poslouzi funkce f:y = |x| . Jeji defini¢ni obor je D( f ) =R a

tato funkce je ve svém defini¢nim oboru spojitd. V bod¢ x, =0 ale nema derivaci. Podle definice derivace

pomoci vztahu (16) (viz odstavec 1.4.2) pro derivaci v bodé X =0 plati
Xy +Ax)— f(x 0+Ax|-0 Ax

£'(0)= lim /(0 )=/ (%) = lim | | = lim u Tato limita ale neexistuje, protoze limita zleva
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax

. y . Lo A —Ax .

a limita zprava se nerovnaji. Pro limitu zleva totiz plati lim ~— = lim ——=-1 a pro limitu v tomtéz bod¢

A—0" AX Avs0”

oAy . Ax
zpravaplati lim —= lim —=
Av—0t Ax Ax—0t Ax

1.

Neexistence derivace v daném bod€ znamena i to, Ze v daném bod¢ nelze sestrojit te¢nu k danému grafu
funkce.

Tecna je piimka, ktera nahrazuje v okoli dané¢ho bodu graf funkce (te¢na je ptimka ,,ptilepena v daném
bodé ke grafu funkce®). V bod€ 0 na grafu funkce f:y= |x| (viz obr. 26) je ale ,,Spicka“ a tudiz te¢nu nelze
,,dobfe pfilepit“ (na grafu funkce ,,se vikla®). Obecné tedy tecna (a tedy i derivace) neexistuje v téch bodech
grafu funkce f; v nichZ je sice funkce spojita, ale graf tvofi v daném bod¢ ,Spicku”. A to je ptipad hlavné
nulovych bodu absolutnich hodnot, které se vyskytnou v predpisu konkrétni funkce.

Dale je nutné davat pozor na nulové body argumentd odmocnin - vnich je derivace také
»problematicka“.

¥ ¥

obr. 26 obr. 27

Proto se zavadi (analogicky jako u limit) jednostranné derivace.
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NECHT FUNKCE f JE DEFINOVANA V JISTEM OKOLi BODU x,. EXISTUJE-LI LIMITA

lim f(x0 +Ax)—f(x0)
Av—>0~ Ax
DERIVACE SE ZNACH f'(x).

», NAZYVAME JI DERIVACi FUNKCE f V BODE x, ZLEVA. TATO

NECHT FUNKCE f JE DEFINOVANA V JISTEM OKOLi BODU x,. EXISTUJE-LI LIMITA
lim f(x0+Ax)_-f(x0)
Ax—0* Ax

DERIVACE SE ZNACI f](x)).

», NAZYVAME JI DERIVACi FUNKCE f V BODE x, ZPRAVA. TATO

Definice jednostrannych derivaci (stejn€ jako definice derivace v odstavci 1.4.2) pozaduje pouze
existenci jednostranné limity. Nepozaduje, zda ma byt limita vlastni ¢i nevlastni.

Podle toho pak bude i pfislusna derivace funkce vlastni nebo nevlastni. Nevlastni jednostrannou derivaci
ma napt. graf funkce g:y= Jx vbod& Xp =0 (viz obr. 27): tecna grafu v tomto bod¢ je kolma na osu x. Jeji
smérnice je tedy nekonecna.

Na zakladé jednostrannych derivaci je mozné zavést derivaci v uzavieném intervalu (resp.
v polouzavieném intervalu ¢i v polootevieném intervalu).

FUNKCE f MA V UZAVRENEM INTERVALU {a;b) DERIVACI, JESTLIZE MA DERIVACI

V KAZDEM BODE xe(a;b) AV BODE a MA DERIVACI ZPRAVA A V BODE b MA DERIVACI
ZLEVA.

1.4.5 Derivace elementarnich a sloZenych funkci
Jednim z ptfedpokladii pro spravné (a rychlé) vyuzivani metod infinitezimalniho poctu pfti feSeni praktickych
uloh je dobra znalost derivace elementarnich funkci a zakladni pravidla pro pocitani derivaci. K tomu slouzi
nasledujici ptehled funkci a jejich derivaci (viz tab. 1) a zdkladnich pravidel pro pocitani s derivacemi, které je
mozné odvodit na zaklad¢ definice derivace (viz vztah (16) v odstavci 1.4.2).

V tab. 1 jsou uvedeny elementarni funkce, které maji derivace ve svych definic¢nich oborech. V tabulce
jsou téz u danych funkci uvedeny jejich primitivni funkce, které jsou zavedeny a vysvétleny v odstavcei 2.2.

Funkce Derivace funkce Primitivni funkce
v=k; keR y'=0 F(x)=ke+C; CeR
=x" (x zavisi na volbé = px"! n+l
y=x" (xzavisinav n) | y'=nx F(x):x +Cin%-1: CeR
n+1
y =sinx y' =cosx F(x)=-cosx+C; CeR
y=cosx y'=-—sinx F(x)=sinx+C; CeR
y=1gx , 1
y = 5
cos” x
y =cotgx , 1
Yy = 2
sin” x
y=e" y'=e F(x)=e"+C; CeR
_ X r_ X.ll’l X
y=a y =a .na F(x)= a +C; CeR
Ina
y=Inx .1
y ==
X
y =log, x 1
x.Ina
tab. 1

Hodnoty primitivnich funkci, které nejsou v tab. 1 uvedeny, lze dopocitat se znalostmi z integralniho
poctu (viz odstavec 2.2.3) a je tedy zbytecné se je uéit zpaméti.

Na zakladé jistych pravidel (kterd je mozné odvodit pomoci definice derivace nebo pomoci vlastnosti
limit) je mozné téz zavést derivaci souctu dvou funkci, derivaci rozdilu dvou funkci, derivaci soucinu dvou
funkci a derivaci podilu dvou funkei.
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VETA: JESTLIZE FUNKCE u(x) A v(x) MAJi DERIVACI V BODE X,, MA V BODE X,

DERIVACI 1 SOUCET, ROZDIiL A SOUCIN FUNKCI u(x), v(x) A PRO v(x)#0 TAKE PODIL

A PLATI:

v(x)
[u(x)+v(x)]’ =u'(x)+v'(x), (18)
[u(x)—v(x)] =u'(x)-v'(x), (19)

(20)

{M(X)] _ ”’(X)-V(X)—u(x).v'(x). 21)

Dale je mozné zavést derivaci slozené funkce (viz odstavec 1.1).

VETA: JESTLIZE FUNKCE z=g(x) MA DERIVACI V BODE X, A JESTLIZE FUNKCE
y=/(z) MA DERIVACI V BODE z,=g(x)), MA SLOZENA FUNKCE y=f(g(x)) DERIVACI V
BODE x, A PLATI
(22)

[£(g(0))] = 1" (g(x0)) ' (%)

Na prvni pohled vypada navod na derivaci sloZzené funkce neptehledné a slozité, ale slozena funkce se
derivuje tak, ze se zderivuje funkce vnitini a nasobi se derivaci funkce vnéjsi. Stejnym zptisobem se postupuje,
je-li funkce sloZena z vice funkci.

Pro nazornost konkrétni priklad.

Priklad: Uréete derivaci funkce /: y = sin® 2x.

’
Reseni: Podle vztahu (22) mizZeme psat: (sin3 Zx) =3sin’2x. cos2x . 2 = 6sin” 2x.cos 2x .
derivace a3 derivace sin # derivace 2x

1.5 ***Diferencial funkce

Piedpokladejme, ze mame funkci f, jejiz graf je na obr. 28. Otazkou je, jak se zméni hodnota funkce,
prejdeme-li z bodu a do bodu a+/. Pokusime se zjistit, zda piriistek funkce f(a+%)— f(a) neni pro malé

hodnoty /4 pfiblizn¢ imérny ¢islu 4. Jinymi slovy, zda existuje ¢islo 4 (nezavislé na /) takové, aby chyba, které
se dopustime, nahradime-li rozdil f(a+h)—f(a) &islem Ak, byla mala. Mala chyba pfitom znamena, aby

chyba byla pro malé hodnoty % (resp. |h| ) podstatné mensi nez 4 (resp. |h| ).
Pro piiristek funkce f v bodech a a a+h ma tedy platit f(a+h)—f(a)=Ah+1(h), kde 7(h) je

chyba, které se pfi vypoctu dopoustime.

To znamena, ze funkéni hodnotu v bodé a + A nahrazujeme hodnotou ur¢enou pomoci tecny ¢ sestrojené
ke grafu funkce /v bod¢ a (viz obr. 28).

REKNEME, ZE FUNKCE fMA V BODE ¢ TOTALNI DIFERENCIAL, POKUD EXISTUJE
AeR TAK, ZE

f(a+h)=f(a)+Ah+7(h) (23)
A PRITOM
limﬂzo. @4
h—0 h

Pokud takové Cislo A4 existuje, nazyva se vyraz A.h totalni diferencial.

7(h)

Limita 111in(1) — =0 vyjadiuje fakt, Ze chyba urceni funkéni hodnoty v bodé a+#4 pomoci tecny ¢ (viz
-

obr. 28) je mala.
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Je otazkou, kdy totalni diferencial ve zvoleném bodé¢ a existuje. Lze vyjit z definice (23) a (24) totalniho

F(a+h)-f(a)-Ah

diferencialu. Dosadime-li do limity (24) z vyrazu (23), dostaneme lim

=0 a po upravé

h—0 h
méme Tim 2 =@ G odra vyjadiime
h—0 h
- y 25
Aot L@t )= f (@) (25)
h—0 h

Limita ve vyrazu (25) je analogickd jako limita ve vyrazu (16), pomoci néhoz je v odstavci 1.4.2
definovana derivace funkce. Proto mizeme psat

A= f'(a). (26)

Vzhledem k tomu, ze 4 € R, musi byt derivace funkce v daném bod¢ vlastni, aby v tomto bodé existoval
diferencial.

Do mnoziny realnych ¢isel totiz nevlastni ¢isla +oo nepatii.

¥
f
I 1
fla+h) 4
L Tk
L Ah
f(a) -
II Ta T a+h %

obr. 28
VETA: FUNKCE f MA V BODE a TOTALNI DIFERENCIAL PRAVE TEHDY, KDYZ MA
FUNKCE f V BODE a VLASTNI DERIVACI.

Diferencil funkce /'v bod¢ a je tedy vyraz f'(a).h.
V libovolném bodé x funkce f'bude diferencial roven f”(x).h aznadise df(x).Lze tedy psat
df (x) = f"(x).h, (27)

ma-li vyraz na pravé strané smysl.

Vyraz na pravé strané uvedené rovnosti nebude mit smysl, pokud bude derivace nevlastni nebo bude
vypocet vychazet z neurcitych vyrazi (viz odstavec 1.2.2).

Pro funkci f(x)=x je f'(x)=1 a proto df(x)=dx=1.h=h. Vyraz dx se nazyva diferencial
nezavislé proménné. Pro diferencial libovolné funkce tak lze psat df (x)= f’(x)dx. Odtud je ziejmé, Ze

derivaci funkce lze chapat jako podil diferencialu funkce a diferencialu nezavislé proménné, tj.

7= *

Pojem diferencial funkce hraje podstatnou roli zejména u funkci vice proménnych.
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1.6 [’Hospitalovo pravidlo

Francouzsky matematik G. F. A. 1'Hospital (1661 - 1704) je autorem pravidla, které s vyuzitim derivaci
funkci umoziuje pocitat nékteré limity, které béznym zplisobem vypoctu vedou na nektery z neuréitych vyrazi

(viz odstavec 1.2.2). Jeho zavéry Ize vyslovit v této vete.
VETA: NECHT lim f(x)=1limg(x)=0 NEBO 1im|g(x)| =w A NECHT limLx)
x—a x—a x—a x—a g'(x)
AC)

=A, KDE

AeRU {0} . POTOM )lCl_r)r; o)

Cislo A tedy miize byt realné a nebo to miize byt jedno z &isel oo .

Pozor! Funkce v Citateli i jmenovateli zlomku se v pripadé 1"'Hospitalova pravidla derivuji kazda zvlast' a
ne podle pravidla pro derivaci podilu!

Jméno 1"Hospital se ¢te lopital.

Lze dokazat (ale my to délat nebudeme), Ze tento zpusob vypoctu limit (jsou-li splnény piedpoklady
véty) lze pouzit i na vypocet jednostrannych limit nebo limit v nevlastnich bodech.

V nasledujicich ptikladech nebudeme zduraziovat, Ze jsou splnény pocatecni pfedpoklady uvedené véty.
Pred kazdym vypoctem je ale nutné tyto predpoklady ovéfit.

o . . l—cosx
Priklad: Uréete lim ——.
X—> X
1 (1 ) i
., .. l-cosx .. —COosX . sinx
ReSeni: lim = lim - = lim =0
x—0 X x—0 X x—=0 1

L Hospitalovo pravidlo l1ze pii feSeni jednoho ptikladu pouzit i n¢kolikrat. Musi byt ale stale splnény
predpoklady uvedené véty.

Priklad: Urcete lim I-cosx .
x—0 x2
3 - _ (1=cosx)  sinx 1. sin'x 1, 11
ReSeni: lim c;)sx:hm( ) = lim Slnx:—hm sm'x:_hm Cosx:—.lz—.
x>0 x x>0 (x2 )’ x>0 2x 2x50 Xx 2x-50 1 2 2

Dalsi ptiklady jiz nebudeme tak podrobné rozepisovat.

4. 3 152
Priklad: Urdete fim 2+ ~12¥ *1
x>0  DxT —3x 42

et —12x% 1 L 24 4332 —24x . T2xP+6x-24 . 144x+6 . 144
Reseni: lim = lim = lim =lim——=1 =

4 2 3 2 im-—o =3
oo 2xt —3x% +2 o 8x” —6x oo 24x7 —6 x> 48x  xow 48

A jeste jeden piiklad na pouziti 1'Hospitalova pravidla:

. Incosax
Priklad: Uréete lim ———.
x—0 In cos bx

asinax a’

2

2
. . , .. Incosax . . atgax . . a“cosbx a
Regeni: lim — lim —C0Sax _ [;p, 9TEA i cosax _ jip, ==
x>0Incoshx x>0 bsinbx  x50btghx x50 p2 x>0p2 cosax b2
COS bx CcoS bx

L Hospitalovo pravidlo je uzite¢né, ale bohuzel u zkousek z matematiky na vysokych Skolach tada uloh
na vypocet limit zacina slovy ,,Bez uziti |"'Hospitalova pravidla urcete limitu ...“. Ale je alespon Sance si overit
ziskany vysledek.

1.7 Prubéh funkce

Vysettfovani prubéhu funkce patii k zakladnim uloham diferencialniho poctu a tyto tlohy maji i velmi
mnoho praktickych aplikaci. Je pravda, Zze v soucasné dobé je mozné s vyuzitim fady pocitacovych programii
(které 1ze instalovat i do kapesnich kalkulatordi ¢i mobilnich telefond) pribéh funkce zobrazit velmi rychle.
Nicméné rutinni vypocet bez uziti pravé zminénych pomdicek je i zde velmi dilezité zvladnout. U fady
praktickych uloh mtize pocitacovy program vykreslit velmi pochybné grafy, neuvédomi-li si uzivatel, co vlastné
od programu vykreslit chce.

Driive nez ale pfistoupime k vlastnimu vysetfovani pribéhu funkce (viz odstavec 1.7.8), je tfeba se
seznamit s dal$imi vlastnostmi funkci, které jsou k vySetfovani jejich prib&hu nezbytné nutné.
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1.7.1 Véty o spojitosti
ROLLEOVA VETA: NECHT JE DANA FUNKCE f, KTERA MA TYTO VLASTNOSTI:

1. JE SPOJITA V UZAVRENEM INTERVALU (a;b);

2.V KAZDEM BODE OTEVRENEHO INTERVALU (a; b) MA DERIVACI;

3. fla)=1(b).

POTOM EXISTUJE V OTEVRENEM INTERVALU (a;b) ALESPON JEDEN BOD ¢, V NEMZ
PLATI f'(c)=0.

Vétu priblizi obr. 29, na némz je nakreslena funkce f, ktera je spojitd v intervalu (a; b) apro f (a) a
f(b) plati f(a)=f(b). Graf funkce f ma v kazdém bodé te¢nu, tj. ve viech bodech otevien¢ho intervalu
(a; b) existuje derivace funkce f. Funkce tedy spliuje predpoklady Rolleovy véty, z niz vyplyva, ze mezi v§emi
teCnami sestrojenymi k dané funkci na uvazovaném intervalu bude alespon jedna, ktera je rovnobé&zna s osou x
(tj. jeji smérnice je nulova).

Nejsou-li splnény vsechny predpoklady Rolleovy véty, nemusi byt jeji zavér platny. Takovym piikladem
mize byt napt. funkce f:y= |x| na intervalu (—4; 4). Zde neni splnén ptfedpoklad o existenci derivace ve
vSech bodech intervalu (—4; 4) : v bod¢ x, =0 totiz neexistuje derivace (viz obr. 30). Proto neexistuje bod, v

némz by byla te¢na sestrojena k dané funkci rovnob&zné s osou x. Naproti tomu funkce f:y =x? na intervalu
(—1; 2) sice nesplituje podminku o rovnosti funkénich hodnot v koncovych bodech uvazovaného intervalu, ale

pfesto existuje bod, v némz je te€na rovnob&zna s osou x (viz obr. 31).
vt y
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obr. 29 obr. 30

obr. 32

LA e
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obr. 31
Vyznamnou vétou je Lagrangeova véta o stiedni hodnoté.
LAGRANGEOVA VETA O STREDNi HODNOTE: NECHT JE DANA FUNKCE [, KTERA
MA TYTO VLASTNOSTI:
1. JE SPOJITA V UZAVRENEM INTERVALU (a;b);

2. VKAZDEM BODE OTEVRENEHO INTERVALU (a;b) MA DERIVACI.
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POTOM EXISTUJE V OTEVRENEM INTERVALU (a;b)ALESPON JEDEN BOD ¢, PRO
f(b)-f(a)
b—a '
Graf funkce, kterd splituje podminky Lagrangeovy véty, je zobrazen na obr. 32. Funkce ma v kazdém
bodé x e (a; b) derivaci a tedy je mozné v kazdém bod¢ tohoto intervalu sestrojit te¢nu. Tétiva spojujici body

/(b)-/(a)
b

KTERY PLATi: f'(c)=

A= [a; f(a)] a B =[b; f(b)] grafu této funkce ma smémici k =tgep = . Podle Lagrangeovy

véty pak existuje alespoil jedna tecna ¢, kterd ma stejnou smérnici jako uvazovana tétiva, tj. je s danou tétivou
rovnobézna.

1.7.2 Monotéonnost funkce a derivace

Z uciva o funkcich vime, ze funkce, kterd je bud’ rostouci nebo klesajici, se oznacuje ndzvem
monoténni. Na zakladé Lagrangeovy véty (viz odstavec 1.7.1) je mozné urcit zda se jedna o funkci rostouci
nebo klesajici na zaklad¢ prvni derivace funkce.

VETA: MA-LI FUNKCE f V KAZDEM BODE INTERVALU (a;b) KLADNOU DERIVACI,
JE V TOMTO INTERVALU ROSTOUCi. MA-LI FUNKCE f V KAZDEM BODE INTERVALU
(a;b) ZAPORNOU DERIVACI, JE V TOMTO INTERVALU KLESAJiCI.

Intervaly, v nichz je funkce rostouci nebo klesajici (tedy monoténni), se nazyvaji intervaly
monotoénnosti.

1.7.3 Extrémy funkce a derivace

K urceni pfesného prub¢hu funkce je nutnd také znalost extrémii funkce. Pojem extrém funkce je
souhrnné oznaceni pro maximum funkce nebo minimum funkce. Terminem extrém funkce na mnoZiné se
oznacuje nejvetsi funkéni hodnota nebo nejmensi funkéni hodnota funkce na dané mnozin€. Touto mnozinou je
vétsinou cely definicni obor nebo uzavieny interval patiici do defini¢niho oboru dané funkce.

Na obr. 33 je zobrazen graf spojité funkce f, o které je mozné (z hlediska jejich extrémit) fici:
1. v bodé a nabyva funkce nejvétsi hodnoty;
2. vbodé x; nabyva funkce nejmensi hodnoty;

3. vbodech x, a x; nabyva v jistém smyslu extrémni hodnoty - jedna se o lokalni extrémy, které
nemusi piedstavovat nejvetsi (resp. nejmensi) hodnoty funkce v uvaZzovaném intervalu.

Lokalni extrémy jsou ,,mistni extrémy*. Extrémem Ceské republiky z hlediska nadmotské vysky je hora
Snézka v Krkonos$ich. Pro obyvatele Jesenikli je mistni nejvyssi horou Pradéd. Pradéd je tedy pro obyvatele
Jesenikl lokalnim extrémem, ackoliv extrémem (globalnim extrémem) je Snézka v Krkonosich. Pro obyvatele
Krkonos je Snézka lokélnim extrémem (mistni nejvyssi hora), ale je to zaroven i globalni extrém - nejvyssi hora
Ceské republiky.

Globalni extrém (resp. extrém - velmi Casto se totiz ptivlastek globdlni vynechavd) je tedy zéaroven i
lokéalnim extrémem v urcitém okoli.

obr. 33
FUNKCE f MA V BODE Xy LOKALNi MAXIMUM, EXISTUJE-LI TAKOVE OKOLI U(x,)
BODU Xy, ZE PRO VSECHNA xeU(x))nD(f) PLATI: f(x)< f(x)).
FUNKCE f MA V BODE X, LOKALN{ MINIMUM, EXISTUJE-LI TAKOVE OKOLI U(x,)
BODU Xj, ZE PRO VSECHNA xeU(x))nD(f) PLATI: f(x)> f(x)).

Plati-li v uvedenych nerovnostech rovnost jen pro x=x,, fikdme, Ze funkce f ma v bod¢ x, ostré
lokalni maximum, resp. ostré lokalni minimum.

v

neni v okoli lokalniho extrému konstantni.

V analogii krajiny je ostré lokalni maximum Spicka hory a ostré lokalni minimum uzka rokle. V zadném
pripadé ostrym lokalnim maximem neni ndhorni ploSina.
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Z obr. 33, na némZ je znazornén graf spojité funkce f, je vidét, Ze v bodech [xl (% )] a [xz; f(x )]

ma graf funkce te¢nu a zaroven je zde ostré lokalni minimum resp. maximum. Te¢ny v téchto bodech (tj. tecny
v lokalnich extrémech) jsou rovnobézné s osou x a maji tedy nulovou smérnici. Z toho vyplyva, ze i (prvni)
derivace funkce f'v téchto dvou bodech je nulova. V bodé [ x;; £ (x;)] je sice také ostré lokalni minimum, ale

tecna v tomto bod¢ neexistuje.

V bodé [x3; f (x3 )] je na grafu funkce ,,Spicka® a te¢nu tedy neni mozné dobte ,,pfitisknout” ke grafu
funkce f.

Funkce tedy mize mit lokalni extrém jen v té€ch bodech, v nichz je jeji derivace nulova nebo derivace
neexistuje.

Nasledujici véta dava do souvislosti extrémy funkce s jeji derivaci.
ViTA: MA-LI FUNKCE f V BODE x; LOKALNI EXTREM A EXISTUJE-LI V TOMTO
BODE DERIVACE f'(x,) FUNKCE [, PAK PLATi: f'(x)=0.

Pozor! Obracena véta neplati. Pokud plati f '(xo) =0, nemusi mit funkce /v bod€¢ x; lokalni extrém.

Ptikladem neplatnosti této obracené véty je napt. funkce f:y = x° . Plati f '(0) =0, ale v bod¢ 0 nema funkce f

lokalni extrém. Je zde pouze tzv. stacionarni bod (viz odstavec 1.7.4).

1.7.4 Stacionarni body

Zjistime-li, Ze v bod€ x, pro derivaci funkce f plati f ’(x0 ) =0, neznamena to nutn¢, ze funkce fma v

bod¢ x, lokalni extrém. Pfesto urceni bodii, v nichz nabyvéa prvni derivace funkce nulové hodnoty, je prvnim
krokem k vyhledani lokalnich extrému.

Ma-li funkee y = f(x) v bod& x, derivaci a je-li f'(x))=0, pak se bod x, nazyvé nulovym bodem
prvni derivace nebo téz stacionarnim bodem. Tyto stacionarni body jsou tedy feSenim rovnice f '(x) =0 a

extrém funkce v nich mize, ale také nemusi byt.

Stacionarni body jsou tedy pouze body ,,podezielé z extrému*.

rs F rFs rs

¥ ¥ £ ¥
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obr. 34 obr. 35 /
obr. 36 obr. 37

Dale je mozné postupovat podle nasledujici véty:

VETA: NECHT f'(x))=0. JESTLIZE EXISTUJE TAKOVE OKOLi U(x,,5) BODU x,, ZE
V INTERVALECH (x,-6;%)) A (x);X,+8) MA PRVNI DERIVACE f’(x) FUNKCE [ RUZNA
ZNAMENKA, MA FUNKCE f V TOMTO BODE x;, OSTRY LOKALNi EXTREM. MENI-LI SE
ZNAMENKO DERIVACE Z PLUS NA MiNUS, MA FUNKCE f V BODE X, LOKALNI MAXIMUM

(VIZ OBR. 34), MENi-LI SE ZNAMENKO DERIVACE Z MIiNUS NA PLUS, MA FUNKCE f V
BODE x; LOKALNi MINIMUM (VIZ OBR. 35).

Pokud funkce f ve staciondrnim bod& x, (resp. v intervalech (x,—J;x,) a (xo;x,+J)) znaménko

neméni, lokalni extrém v daném bod¢ neexistuje (viz obr. 36 a obr. 37).

Uvédomime-li si ovSem, ze pomoci prvni derivace funkce mulzeme uréit pomérné snadno intervaly
monotoénnosti funkce (viz odstavec 1.7.2), miizeme z téchto intervalt monotonnosti funkce vyjit pti ur€ovani
lokalniho extrému v nalezeném stacionarnim bodé.

Prechézi-li funkce ve stacionarnim bod¢é zrostouci na klesajici, je v daném bodé¢ lokalni maximum.
Prechézi-li funkce v nalezeném staciondrnim bod¢ z klesajici na rostouci, ma v daném bodé lokalni minimum. Je

vvvvvv

1.7.5 Extrémy funkce a druha derivace

Zjistovani zmény znaménka prvni derivace miize byt u n¢kterych funkci problematické nebo nepiijemné.
Proto si ukdZeme, jakym zplsobem je mozné urcit lokalni extrém na zakladé druhé derivace funkce. To je
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vyhodné za piedpokladu, ze vypocet druhé derivace funkce je jednodussi nez uréovani znaménkovych zmén
prvni derivace.

Navic tento postup je téméf ,.chybam vzdorny“ a neni potieba u néj prokazovat takovy vhled do
problematiky, jako u postupu popsaného na konci odstavce 1.7.4.

VETA: NECHT f'(x))=0 A NECHT EXISTUJE V BODE X, DRUHA DERIVACE FUNKCE
1. JE-L1 f"(x))<0, MA FUNKCE f V BODE X, OSTRE LOKALN{ MAXIMUM;
2. JE-LI f"(xy)>0, MA FUNKCE f V BODE x; OSTRE LOKALNI MINIMUM.

Pokud je f "(xo) =0, neni mozné o existenci lokalniho extrému funkce f* v bodé x, rozhodnout.

Neni mozné rozhodnout podle této véty. Potad je v zaloze metoda popsana na konci odstavce 1.7.4.

1.7.6 Konvexnost a konkavnost funkce

Uvazujme nyni grafy dvou funkci: %#:y=e* (viz obr. 38) a f:y=Inx (viz obr. 39). Kdybychom k
témto grafiim sestrojovali teCny v libovolnych jejich bodech, zjistili bychom, ze u funkce # lezi vzdy graf funkce
,»had te€nou* sestrojenou v daném bod¢ a u funkce f'lezi graf funkce vzdy ,,pod te€nou‘ sestrojenou v daném
bodé. Tato skutecnost pomiize urcit dalsi vlastnosti funkce: konvexnost a konkavnost. Kdybychom totiz neznali
presny pribéh funkci a védéli jen, Ze obé jsou rostouci na svém defini¢ni oboru, nemohli bychom jejich graf
sestrojit.

obr. 38

obr. 39

Ob¢ funkce jsou totiZ rostouci, ale kazda z nich je jinak ,,prohnutd®. A pravé ,,prihyb funkce* popisuje
konkavnost resp. konvexnost funkce.

FUNKCE f, KTERA MA DERIVACI V BODE Xx,, JE V BODE [xo;f(xo)] KONVEXNI,
EXISTUJE-LI TAKOVE OKOLi U(x),5) BODU x;, ZE PRO VSECHNA x Z MNOZINY

U(xo,é)—{xo} LEZi BODY GRAFU FUNKCE f ,NAD TECNOU“ SESTROJENOU V BODE
[xo;f(xo)]
Mnozina U (x), 8)—{x,} je prstencové okoli P(x,,5) bodu x, (viz odstavec 1.2.1.1).

¥

obr. 40

30




Diferencialni a integralni pocet, Jaroslav Reichl, © 2010
FUNKCE f, KTERA MA DERIVACI V BODE x,, JE V BODE [xo;f(xo)} KONKAVNI,
EXISTUJE-LI TAKOVE OKOLi U(x),5) BODU x;, ZE PRO VSECHNA x Z MNOZINY

U(xy,5)—{x,} LEZi BODY GRAFU FUNKCE f ,POD TECNOU®“ SESTROJENOU V BODE

[xo; f(x )] .
Tuto vlastnost funkce je mozné rozsifit i na cely interval.

VETA: JE-LI FUNKCE f KONVEXNI (RESP. KONKAVNi) V KAZDEM BODE
INTERVALU [/, RIKAME, ZE JE KONVEXNI (RESP. KONKAVNi) VINTERVALU /.

Z grafu kvadratické funkce f:y= x2+4x+1 (viz obr. 40) je vidét, ze dana funkce je konvexni (graf
funkce lezi vzdy ,,nad tecnou‘ sestrojenou v daném bod¢). Na zakladeé druhé derivace funkce f( f ’(x) =2x+4

af ”(x) = 2), ktera je kladna, si Ize pamatovat jak pozname, konvexni resp. konkavni funkci.

VETA: JE-LI f"(x))>0, PAK JE FUNKCE f V BODE X, KONVEXNI.
VETA: JE-LI f"(x))<0, PAK JE FUNKCE f V BODE x; KONKAVNI.

Tyto poznatky plati obecné i pro cely interval, v némz plati uvedené nerovnosti:
VETA: JESTLIZE V KAZDEM BODE INTERVALU / PLATI:
1. f”(x0)>0, PAK JE FUNKCE f V INTERVALU / KONVEXNI;

2. f”(x0)<0, PAK JE FUNKCE f V INTERVALU / KONKAVNI.

Existuje relativné jednoduchd mnemotechnickd pomicka, jak si zapamatovat, ktera funkce je konvexni a
kterd konkavni. Parabolu jako graf kvadratické funkce f:y=x® zname dobie. Druhou derivaci uréime také
snadno: 1" (x) =2 . Tato hodnota je kladna na celém defini¢énim oboru funkce a tedy (podle vyse uvedené véty)
je funkce konVexni - do grafu této kvadratické funkce lze vepsat pismeno V (viz obr. 41). Funkce, do jejihoz
grafu Ize vepsat pismeno A, je konkAvni (viz obr. 42, na kterém je graf funkce g:y =—x?, jejiz druha derivace

je na celém jejim definiénim oboru zaporna).

¥ ¥

obr. 41 obr. 42
1.7.7 Inflexni body

Na obr. 36 a obr. 37 jsou znazornény funkce, které maji v bod€ x, nulovou prvni derivaci a pfesto v nich

neni lokdlni extrém (jde o stacionarni bod). Na zakladé znalosti z odstavce 1.7.6 lze fici, Ze v uvazovaném bod¢
prechazi funkce z funkce konkavni na funkci konvexni (obr. 36) resp. z funkce konvexni na funkci konkavni
(obr. 37). Funkce méni v uvazovaném bod¢ vyrazné sviyj pribéh, proto ma dany bod i sviij nazev.

NECHT FUNKCE f MA vV BODE x; DERIVACI. PRECHAZi-LI V TOMTO BODE GRAF
FUNKCE f Z POLOHY ,,NAD TECNOU“ DO POLOHY ,,,OD TECNOU“ NEBO Z POLOHY ,,POD
TECNOU“ DO POLOHY ,,NAD TECNOU“, NAZYVAME BOD x, INFLEXNI BOD FUNKCE f.

Z toho, co vime o konvexni funkci a konkavni funkci (viz odstavec 1.7.6) vyplyva, Ze v okoli inflexniho
bodu méni funkce 1" (x) znaménko. Hodnota druhé derivace funkce f'v inflexnim bod¢ tedy bude nulova.

Druha derivace f"(x) je obecné také funkce - jeji hodnota zavisi na konkrétnim zvoleném bodu x.

VETA: JE-LI BOD X, INFLEXNIM BODEM FUNKCE f A MA-LI FUNKCE f V TOMTO
BODE DRUHOU DERIVACI, PAK ["(x))=0.
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Pozor! Obréacena véta neplati. Pokud plati f ”(xo) =0, nemusi mit funkce /v bod¢ x, inflexni bod.
Prikladem neplatnosti této obracené véty je napt. funkce f:y = x*. Plati f ”(0) =0, ale bod 0 neni inflexnim

bodem funkce f'- funkce je na celém svém definiénim oboru konvexni.
Situace je podobna jako pii urCovani lokalnich extrémi funkce (viz odstavec 1.7.4): feSenim rovnice
f"(x)=0 ziskdme pouze body, v nichz miZe, ale také nemusi inflexni bod byt.

Ziskame tedy body ,,podezielé z inflexe®.

Jistotu ziskame az po zjisténi znaménkovych zmén druhé derivace v okoli téchto bodi.
ViTA: NECHT FUNKCE f MA DRUHOU DERIVACI V KAZDEM BODE Z J-OKOLI

BODU x, A NECHT TATO DRUHA DERIVACE f"(x) MA V INTERVALECH (x)—&;x)) A

(xp;Xg+5) RUZNA ZNAMENKA. PAK BOD x, JE INFLEXNiM BODEM FUNKCE f .

1.7.8 VySetiovani prubéhu funkce

Po vykladu limit (viz odstavec 1.2), derivaci (viz odstavec 1.1.1) a souvislosti derivaci funkce s dal$imi
vlastnostmi funkce (viz odstavce 1.7.1 az 1.7.6.0), je mozné zacit vySetiovat prib¢h libovolné funkce. Hlavnim
ukolem pfi vySetfovani pribéhu funkce je urceni jejich zakladnich vlastnosti a nakresleni spravného grafu
funkce (ve smyslu rostouci - klesajici funkce, konkavni - konvexni funkce, asymptoty, limity v krajnich bodech
defini¢niho oboru, ...).

Pii vysetfovani vlastnosti a pribéhu funkce je vhodné postupovat v tomto potadi:
1. urcit defini¢ni obor funkce;
2. urcit, zda je funkce suda, licha nebo periodicka;

Ma-li totiz funkce jednu z uvedenych vlastnosti, zjednodusi to vysetfovani jejiho prubéhu - muzeme se
pak omezit jen na cast definicniho oboru a nalezené dilezité body (extrémy funkce, inflexni body funkce, ...)
vhodné¢ ,,pfekopirovat®.

3. urcit priseciky s osami kartézského systému soutadnic;
4. vypocitat limity v krajnich bodech defini¢niho oboru funkce;

5. vypocitat prvni derivace funkce, urcit stacionarni body a body, v nichz neni prvni derivace
definovéna;

V této souvislosti jsou problematické nékteré body funkci linearné lomenych, odmocnin, absolutnich
hodnot, ... - derivace v téchto bodech neexistuje (vétSinou proto, ze neexistuje oboustranna limita v téchto
bodech).

6. urcit intervaly monotonnosti;
7. urcit lokalni extrémy funkce;

8. vypocitat druhou derivaci funkce, urcit nulové body druhé derivace a body, v nichz neni druha
derivace funkce definovana,

9. ur¢it intervaly konvexnosti a konkavnosti funkce;
10. najit inflexni body funkce;
11. najit asymptoty funkce;
12. urcit obor hodnot funkce;
13. nakreslit graf funkce.
Jak jiz bylo feCeno: s vyuzitim vypocCetni techniky je mozné vySetfovani pribéhu funkce vyrazné
urychlit, ale pfesto je nutné tyto zakladni postupy znat.

1.8 Uziti diferencidlniho poctu

Uziti diferencialniho poctu je velmi Siroké a zasahuje jak do matematiky, tak do jejich aplikaci - fyziky,
elektrotechniky, chemie, ... V piirodnich védach se fesi problémy, které se tykaji nalezeni extrému urcitych
veli¢in, okamzitych zmén nékterych veli¢in (draha, rychlost, ...).

Pii feseni uvedenych tloh je tieba vzdy najit vhodné vyjadieni funkce, jejiz extrém nebo prubéh potom
budeme hledat. Nékteré tlohy z matematiky, fyziky, elektroniky, ... je mozné fesit i na zakladé logické tivahy,
tj. bez uziti diferencialniho poctu.
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2. INTEGRALNI POCET

Zakladnimi pojmy této kapitoly jsou primitivni funkce (viz odstavec 2.2) a urcity integral (viz odstavec
2.3), zakladni dovednosti pak je urceni primitivni funkce k dané funkci na daném intervalu. Tato dovednost

voevr

vyznam pii studiu pfirodnich a technickych véd.

2.1 Historicky uvod

O rozvoj integralniho poctu se zaslouzil anglicky fyzik Isaac Newton (1642 - 1727) a némecky
matematik Bernhard Riemann (1826 - 1866). Na zaklad¢ toho se casto hovofi o Newtonové integralu a
Riemannové integralu. Tyto dva druhy integrali se li$i pouze pfistupem obou védcii k nalezeni zakladnich
integracnich pravidel a ke stanoveni podminek, za kterych je dana funkce integrovatelna:

1. Newtontv integral - vychazi z definice primitivni funkce pomoci derivace funkce (viz odstavec
2.2.1). S timto ptistupem se integraly 1épe pocitaji.

2. Riemannuv integrdl - vychazi z konkrétni aplikace integralu: vypocet obsahu plochy, kterd je
omezena grafem funkce. Z toho je zfejmé, Ze se jedna o integral urcity (viz odstavec 2.3), i kdyz
Riemann timto zptuisobem studoval i integraly neurcité (integral jakozto funkce jedné z mezi -
horni meze nebo dolni meze). Riemanniv pfistup ma tu vyhodu, Ze je nazorny a okamzité jsou
ziejmé aplikace integralniho poctu.

Na zakladé¢ soucasnych znalosti matematické analyzy je mozné dokazat, ze pro spojité funkce, které maji
ve vSech svych bodech derivaci, ziskdme pomoci Newtonova integralu i Riemannova integralu stejné vysledky.
Ptesto se najdou funkce (které jsou ovSem velmi specifické, a proto se s nimi v ramci stfedoskolské matematiky
nesetkame), které lze fesit jen jednim z uvedenych postupl. Takové funkce tedy bud’ maji Newtonlv integral a
nemaji Riemanntiv integral nebo naopak.

2.2 Primitivni funkce

2.2.1 Zavedeni primitivni funkce
MEJME DANY FUNKCE F A f DEFINOVANE V OTEVRENEM INTERVALU /.
JESTLIZE PRO VSECHNA xe/ PLATI

F'(x):f(x), (29)
RIKAME, ZE FUNKCE F JE PRIMITIVNiI FUNKCE K FUNKCI f V INTERVALU /.

Nebude-li fec¢eno jinak, budeme intervalem / rozumét vzdy interval otevieny.

Na otevieném intervalu totiZ nejsou zadné problémy s derivaci funkce - viz odstavec 1.4. Kazdy bod
tohoto intervalu do néj patii i se svym okolim.

Primitivni funkce k dané funkci se tedy definuje pomoci derivace (viz vztah (29)). Jinymi slovy:
derivovanim primitivni funkce F' dostaneme ptivodni funkci f.

Pomoci toho je mozné ovérit veskeré vysledky prikladd, v nichz je tfeba nalézt primitivni funkci k dané
funkci: staci vyslednou funkci zderivovat. Pokud se dostaneme k funkci ze zadani prikladu, pocitali jsme
spravné. Pokud najdeme primitivni funkei, kterou nechceme derivovat kvili ovéteni naseho vysledku, je mozné
podivat se do vysledku sbirky, z niz byl priklad prevzat. Zde se ale mize objevit jedna nesrovnalost. Vysledek
se muze od naseho lisit a pfitom jsme mohli pocitat dobre.

Zname-li v intervalu 7 k dané funkci fjednu primitivni funkci, zname jich nekone¢né mnoho. Je-li totiz F
primitivni funkce k funkci f, pak také kazda funkce tvaru F (x)+C, kde C je libovolné realné cislo, je
primitivni funkci k funkci £, protoze

' : 30
(F(x)+C) =F'(x)=f(x). (30)

Vyrazem F (x)+C jsou vycerpany vSechny moznosti a zadné jiné primitivni funkce k funkei f
neexistuji.

VETA: JE-LI FUNKCE F V INTERVALU / PRIMITIVNi FUNKCI K FUNKCI f, PAK
KAZDA PRIMITIVNI FUNKCE K FUNKCI f JE FUNKCE VE TVARU F(x)+C, KDE C JE

REALNA KONSTANTA.

Zname-li graf jedné primitivni funkce F' k funkci f v intervalu /, pak grafy vSech primitivnich funkci
k funkci f'v intervalu / ziskdme posunutim grafu funkce F po ose y (viz obr. 43).

VETA: KE KAZDE FUNKCI SPOJITE V INTERVALU EXISTUJE V TOMTO INTERVALU
PRIMITIVNI FUNKCE.

Vzhledem k tomu, Ze pojem primitivni funkce tzce souvisi s pojmem ur€ity integral, pouziva se pro
oznaceni primitivni funkce také zapis:
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ff(x)dsz(x)+c, 31)

kde x el .V této souvislosti se funkce f nazyva integrand, x integraéni proménnd, symbol .[ integracni

znak a C integracni konstanta. Symbol dx slouzi k odliSeni integra¢ni proménné od pfipadnych parametrii
nebo konstant vystupujicich v zapisu funkce f.

Symbol dx ma hlubsi vyznam - souvisi s totalnim diferencialem funkce (viz odstavec 1.5).

¥

obr. 43
Postup, kterym se urcuje primitivni funkce F (x)+ C k dané funkci f, se nazyva integrovani funkce f'

(integrace funkce f).

Integrovani je vlastné opacny proces k derivovani (tak jako spolu souvisi s¢itani - od¢itani, umocnovani -
odmocnovani, ...). Intuitivni nahled na to, ,,odkud se vzalo dx*, je mozné ziskat ze zapisu derivace. Pro

dr
derivaci funkce F podle proménné x plati F'(x)= % = f(x), coz vyplyva ze vztahu (29). Odtud
dostavame dF (x)= f(x)dx (,kousitek* funkce F je roven soucinu funkce fa ,kousicku* proménné x) a tedy
F(x)+C=[f(x)ar.

Matematicky neni toto ,,odvozeni zcela v pofadku, ale pro zakladni ptfedstavu staci.

2.2.2 Primitivni funkce elementarnich funkei

Zakladni pravidla pro derivovani (ale i hledani primitivnich funkci) elementarnich funkci jsou uvedena
v odstavci 1.4.5 v tab. 1.

Nyni uvedeme pravidla pro hledani primitivnich funkci k sou¢tu dvou funkei a rozdilu dvou funkci.

EXISTUJIi-LI V OTEVRENEM INTERVALU / PRIMITIVNi FUNKCE K FUNKCIM f(x) A

f>(x) A JSOU-LI ¢, A ¢, LIBOVOLNE REALNE KONSTANTY, EXISTUJE PRIMITIVNi FUNKCE
TAKE K FUNKCI f(x)=¢ f;(x)+c,/>(x) A PLATI
.“lel ()c)+cz_]"2 (x)]dx = clj_fi (x)dx-i—czjif2 (x)dx
Z praveé uvedené véty vyplyvaji nasledujici vztahy pro primitivni funkce:

J-cf(x)dx = cJ-f(x)dx,

(32)

(33)

Konstantu, kterd je nezavisla na proménné, podle niz integrujeme, miizeme vytknout pred integral.

j[f(x)+g(x)}dx:jf(x)dx+jg(x)dx, (34)

Integral souctu dvou funkci je roven souctu integralu danych funkei.

[Lr()-g(e)]ar= 7 (x)ax- [ (x)ax. 5

Integral rozdilu dvou funkci je roven rozdilu integralti téchto dvou funkei.
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2.2.3 Integracni metody

vvvvvv

na uréity typ funkei.

V tomto ohledu jsou integraly horsi nez derivace: pro derivace mame nékolik vztaht (viz odstavec 1.4.5
a vném tab. 1) a s nimi spocitame derivace libovolné komplikovanych funkci. V pfipadé integrald mizeme
dostat ulohu, ve které jsou ,,zndmé jednoduché“ funkce, a pfesto se ukaze, ze tento integral neni viibec
analyticky (tj. bez pocitace) fesitelny.

Uvedeme pouze zakladni integracni metody. V teoretické matematice a praxi (fyzika, elektrotechnika,
stavitelstvi, ...) se pouziva celd fada dalSich metod. VétSinou se jednad o substituce, které¢ jsou vytvoreny
specialné pro dany typ tloh. Zde se seznamime s pouzivanim téchto metod obecné.

2.2.3.1 Per partes

Metoda integrovani per partes (integrovani po cdastech) je zaloZena na vztahu (20) pro derivaci soucinu
dvou funkci u = u(x) av= v(x). Z tohoto vztahu miizeme vyjadfit jeden ze soucinl na pravé stran¢ vztahu.

Tedy napf. u'(x).v(x)= [u (x).v(x)]’ —u(x)'(x). Odtud vychézi i véta pro integrovani metodou per partes.

VETA: MAJi-LI FUNKCE u=u(x) A v=v(x) V INTERVALU (a;b) SPOJITE DERIVACE,

PAK V INTERVALU (a;b) PLATI

[ (v)de = () v () - [ () v () . (36)

Vztah (36) si lze pamatovat tak, Ze na jeho pravé strané je soucin nederivovanych funkci, od kterého je
odecten integral nove spocitanych funkci (na zaklade funkci v piivodnim integralu, ktery je na levé strané vztahu

(36)).

Metodou per partes je tloha vzdy feSitelna (tj. lze nalézt primitivni funkci k zadané funkci), pokud
zadana funkce je ve tvaru soucinu polynomu s funkci sinus, kosinus nebo funkci exponencialni. V nékterych
ptipadech je ale nutné pouzit metodu per partes behem vypoctu vicekrat.

Nyni uvedeme dva piiklady, na kterych zaroven ukazeme zptisob zapisu pouzivané metody.

Priklad: Vypoctéte: I xcos xdx .

Reseni: K nalezeni primitivni funkce ze zadani pouZijeme metodu per paretes. Je zvykem b&hem vypodtu si
pripravit a oznacit derivace danych funkci, aby bylo mozné snadnéji aplikovat metodu per partes:

’
u=x u'=1 . . : . :
Ixcosxdx: , . :xsmx—jl.smxdx:xsmx—jsmxdx:xsmx+cosx+C
v'=cosx v=sinx
’
u=x u'=1 e R . e .
Symbol | | . v tomto pfipad¢ neznaci matici! Jedna se pouze o oddéleni oznaceni funkci
vi=cosx v=sinx
od zbytku ulohy.

Priklad: Vypoctéte: .[ e*.sinxdx .

Reseni: Opét i tento priklad rozepiSeme. V tomto ptipadé nezavisi na tom, kterou funkci ze soudinu v zadani
budeme integrovat a kterou budeme derivovat. Funkce ¢* se ani jednou z uvedenych operaci neméni, a funkce
sinx a cosx prechazeji béhem integrovani resp. derivovani jedna na druhou (az na znaménko).

X ’ X X ’ X
) u=e u'=e u=e u'=e
jex.smxdx: =—c* cosx+‘[ex.cosxdx: =

v =sinx v=-cosx v =cosx v=sinx

=—¢" cosx+e” sinx— I e*.sinxdx. Nyni jsme ziskali rovnost, na jejichz obou strandch mame tentyz &len

Iex.sin xdx , ale s opacnym znaménkem. Pfevedeme-li nyni tento ¢len na levou stranu rovnosti, neodecte se
s tim pivodnim, ktery na levé stran¢ je.

Pfevedenim na levou stranu rovnosti tedy ziskame: 2_[ e*.sin xdx = —e” cos x + €* sin x . Ziskali jsme tedy rovnici

X
C o . . , P . e’ .
o0 jedné neznamé .[ e*.sin xdx . Snadnou Gpravou ziskame: I e*.sin xdx = 7(51n X —cos x) +C.

I tento zplisob Gpravy se obcas v integralnim poctu vyskytne. Timto zptisobem lze vyfesit zadanou ulohu,
pokud na pravé strané ziskame stejny vyraz jako ten, s nimz jsme zacinali pocitat, s libovolnym koeficientem

35




Diferencialni a integrdlni pocet, Jaroslav Reichl, © 2010
vyjma +1. V tom ptipadé€ by se totiz oba vyrazy navzajem odecetly a bylo by nutné zvolit jinou metodu feSeni
dané tlohy.

2.2.3.2 Substitucéni metoda

Substitucni metoda umoznuje zavedenim nové proménné prevést integrovanou funkci na funkei, kterou
lze jiz integrovat snadnéji. Substituéni metoda vychazi v podstaté z véty o derivovani slozené funkce (viz vztah
(22) v odstavci 1.4.5).

Z véty o derivaci slozené funkce a z definice primitivni funkce vyplyva nasledujici ivaha: Necht existuje
k funkci y=f(¢) na intervalu (o; £) primitivni funkce F(r)= J.f(t)dt , tedy pro kazdé e (a; f) plati:

F'(t)= f(t). Necht dale funkce 7= g(x) ma derivaci pro kazdé x e(a;b) a pro kazdé x e (a;b) necht je
g(x)e(a; B). Dosadime-li do funkce F(r) za ¢ hodnotu g(x), dostaneme sloZenou funkci F ( g(x)) . Pro

derivaci této funkce pro viechna x e (a; b) plati: [F(g(x))]' =F'(1).g'(x)=f(t).g'(x)= f(g(x)).g'(x).
To ale znamena, ze funkce F(g(x)) je primitivni funkce k funkci f(g(x)).g'(x) a lze tedy pst
[7(2(x)-g'(x)dx = F(g(x))+C vintervalu (a; ).
Vzhledem  k tomu, ze  F()=[f()dr a s t=g(x), je momé psit
[7(2(x)g (x)ax=[ r(e)dr=F(r)+C.

VETA (O SUBSTITUCI): NECHT FUNKCE F(t) JE PRIMITIVNI FUNKCE K FUNKCI

f(f) V INTERVALU (a;f). NECHT FUNKCE f=g(x) MA DERIVACI g'(x) V INTERVALU
(a;b). PRO KAZDE xe(a;b) NECHT HODNOTA g(x) PATRI DO INTERVALU (a;f3). PAK V
INTERVALU (a;b) JE FUNKCE F(g(x)) PRIMITIVNI FUNKCE K FUNKCI f(g(x)).g’(x), TJ.

If(g(x)).g’(x)dxzjf(t)dt, (37)
KDE t:g(x).

Vétu o substituci je mozné pouzit k vypoctu primitivni funkce, podafi-li se funkci, kterou mame
integrovat, rozlozit na dva ¢initele, z nichZ jeden je sloZenou funkci proménné x s vnitini funkei g(x) a druhy

je derivaci této funkce g.

Ptiklad: Vypoctéte: I x* cos (2 -x )dx

Reseni: Postup feSeni, které bude uvedeno, neni matematicky nej¢istsi, nicméné je pouzitelny v kazdém piipade.
Ve vétsing pripadil je mozné postupovat piesné podle uvedené véty a derivaci vnitini funkce ,,vidét* rovnou.

t=2-x°

J-xz cos(2—x3)dx: dr

’ dr :Ixzcost dr :—lJ.costdt=—lsint:—lsin(2—x3)+C
—=-3x"=dx= 3 3 3

-3x?

—3x?
Po vyfeseni piikladu je nutné se vratit zpét k proménnym, v nichz byl pfiklad zadan. V nasem ptipadé se tedy
vratit zpét od proménné ¢ k proménné x.
Korektné&jsi varianta, ktera odpovida presné¢ substituci podle vztahu (37), spo¢iva v nalezeni derivace funkce

prfimo v zadani. Zadani je soucin dvou funkci: funkce 4:y =x* a funkce fiy= cos(2—x3). Je ziejmé, ze
funkce f je funkce sloZend - jeji vnitini funkce je g:y=2-x>. Derivace funkce g (vnitini funkce funkce /) je

g'(x) =—3x? a ta je az na konstantu -3 rovna funkci 4. To znamen4, Ze zadani ulohy upravime tak, aby bylo

identické jako pavodni zadani, ale pfitom tak, aby vném bylo Iépe vidét pouziti vztahu (37):
1
—— jcos( 2—x° )(—3x2 )dx . Podle vztahu (37) a celé véty mliizeme tedy psat:
3 N N

oprava wpleajici;a;rivace funkee g(x) f(g(x) g'(x)
1 3 5 1 1. 1. 3 L ., .
—EJ.COS(Z -Xx )(—3x )dx = —EJ-costdt = —gsmt = —gsm(Z -Xx )+ C. Ziskali jsme tedy stejny vysledek jako

u prvniho postupu feseni.

Oznaceni funkci bylo (a¢ to vypada na prvni pohled nestandardné) zvoleno tak, aby korespondovalo se vztahem
(37).

36




Diferencialni a integralni pocet, Jaroslav Reichl, © 2010
2.3 Urdcity integral
Pojem primitivni funkce (viz odstavec 2.2) velmi uzce souvisi s celou fadou konkrétnich uloh, které se
tykaji vypoctu obsahu rovinnych obrazci (viz odstavec 2.4.1), objemu rotacnich téles (viz odstavec 2.4.2), ...
Tyto lohy jsou zalozeny na pojmu urcity integral, ktery se definuje pomoci primitivni funkce.
Vzhledem k tomu, Ze primitivni funkce byla definovana na otevieném intervalu a vzhledem k tomu, ze
urcity integral je vhodné definovat na intervalu uzavieném, je nutné pojem primitivni funkce nejdfive rozsifit.

MEJME DANY FUNKCE F A f DEFINOVANE NA UZAVRENEM INTERVALU (a;b).
JESTLIZE PRO KAZDE xe(a;b) PLATI F'(x)=f(x), PRICEMZ DERIVACI FUNKCE F V

BODE ¢ ROZUMIME DERIVACI V BODE a ZPRAVA A DERIVACI FUNKCE F V BODE b
ROZUMIME DERIVACI FUNKCE F V BODE b ZLEVA, RiKAME, ZE FUNKCE F JE
PRIMITIVNI FUNKCE K FUNKCI f NA UZAVRENEM INTERVALU (a; b).

2.3.1 Pojem urcity integral
Na obr. 44 je zobrazen graf funkce y = f(x) pro xe <a; b>. Funkce f(x) je v intervalu (a; b) spojita

a nezaporna. Graf funkce y = f(x) pro xe(a;b), ptimky x=a, x=b a osa x (4. piimka y=0) omezuji

jisty rovinny utvar. Tento utvar se vétSinou znac¢i U =U (a, b, f ) .

Do znaceni se promita funkce, ktera dany utvar omezuje, a meze na ose x, kterymi je obrazec téz omezen. |

Cilem nyni bude ur¢it obsah tohoto utvaru, tj. uréit ¢islo S =S (U).

rs Fs rs

¥ ¥ ¥

L p%

b
L

1] a l; X 0 a py m h x 1] a M1m1=“ ", h=M2=x
obr. 44 obr. 45 obr. 46

Pro prvni pfiblizeni hrubého odhadu ¢&isla S =S(U) vyjdeme z nasledujici Gvahy: V grafu funkce f'si
ozna&ime jeji minimum m a maximum M. Cislo m(b—a) udéava plochu obdélnika, ktery je danému utvaru U
vepsan, zatimco Cislo M (b—a) oznacuje plochu obdélnika, ktery je danému ttvaru U opsan (viz obr. 45).
Proto plati i nerovnost: m(b—a)<S(U)<M (b-a).

Tento odhad je pouze orientacni a je mozné ho dale zptesnit tak, ze budeme interval (a; b) postupné délit

na dvé, tii, Ctyfi, pét, ... ¢asti. Na kazdou takto vytvorenou ¢ast znovu zopakujeme piedchazejici ivahu. Na obr.
46 je zobrazeno déleni intervalu <a;b> na dvé casti, tj. c—a=b—-c. Na interval <a; c> aplikujeme vyse

uvedenou Uvahu: najdeme minimum m; =c¢ a maximum M, a vypolteme obsah my, (c—a) vepsan¢ho
obdélnika a obsah M, (c—a) opsaného obdélnika dané ¢asti utvaru U. TotéZz provedeme na intervalu <c; b) a
najdeme obsah m, (b—c) vepsaného obdélnika a obsah opsaného obdélnika M, (b—c) dané Easti Gtvaru U.

Pro obsah atvaru U tedy v tomto pripad¢ plati nerovnost
m(c—a)+my(b—c)<S(U)<M (c—a)+M,(b-c).

I ze srovnani obr. 45 a obr. 46 je ziejmé, ze rozdélenim intervalu (a; b) na dvé casti se skutecnému

obsahu obrazce U pfiblizime vice.

Vyse uvedenym postupem bychom mohli pokracovat dale. S rostoucim poctem dilii, na néz rozdélime
interval <a; b> , poroste presnost uréeni obsahu § (U ) utvaru U.

Nejpiesnéjsi vysledek dostaneme, pokud by se ndm povedlo rozdélit interval (a; b) na velké mnozstvi

velmi uzkych ¢asti, u nichz bychom mohli pedpokladat, ze jsou natolik uzké, ze maximum i minimum splyvaji.
Jinymi slovy, ze §itka jedné takové ¢asti je skoro nulova (viz obr. 47).

Vyjadfeno matematicky, hledame takové rozdéleni intervalu <a; b> , pro které plati

lim 25 < £(x), G8)

Ax—0t

kde Ax je sitka ¢asti, na néz byl rozd¢€len interval (a; b) .
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obr. 47

Vzhledem k tomu, Ze Ax ma vyznam délky (resp. Sitky déleni intervalu (a; b) ) je Ax>0. Proto jsme

uvazovali pouze jednostrannou limitu (38).

Limita (38) je podle vztahu (16) derivace funkce S podle proménné x v bod¢ x zprava. Mizeme tedy psat

lim AS %(: S'). S vyuzitim limity (38) ziskdme % = f(x), odkud dostaneme dS = f(x).dx.

Ax—0"

Posledni provedena tprava neni matematicky zcela v pofadku, nicméné pro ziskani spravné predstavy
zékladt integralniho poctu je postacujici. Z fyzikalniho hlediska (nebo geometrického hlediska) je uprava
naprosto v poradku, protoZe umoziuje vypocitat ,.kousek plochy na zakladé prirtstku x-ové souradnice®.

b
Nyni je mozné jiz pro plochu utvaru U psat S = J. f (x)dx .
a

2.3.2 Definice urcitého integralu
NECHT F JE PRIMITIVNI FUNKCE K FUNKCI f V INTERVALU /. ROZDIL

F(b)-F(a) FUNKCNICH HODNOT V LIBOVOLNYCH BODECH a A b TOHOTO INTERVALU
b
SE NAZYVA URCITY INTEGRAL FUNKCE f V MEZiCH OD a DO b A ZNACI SE J.f(x)dx.
a
V pravé uvedené definici se proménna x nazyva integracni proménna, Cislo a dolni mez integralu,
¢islo b horni mezi integralu. Funkce f'se nazyva integrand. Z definice plyne, ze ur€ity integral je realné cislo,
které je jednoznacné urcené funkci f'a mezemi ¢ a b.
Pii vypoctu integralu je vhodné zapsat primitivni funkci F jesté pred dosazenim mezi. Pouziva se tento
zapis
b . (39)
[f(x)ac=[F(x)] =F(6)-F(a).
a
Pro ¢isla a a b ptfitom miZze platit jedna z nerovnosti a <b, a > b nebo rovnost a=b.
Geometricka interpretace urcitého integralu ma smysl pouze pro a <b a pro funkci £, ktera je v intervalu
(a; b) spojita a nezaporna. Za téchto podminek 1ze s vyuzitim urcitého integralu urcit obsah tvaru U, ktery je
ohranicen grafem funkce f, osou x a pfimkami x=a a x=5>.
VETA: KE KAZDE SPOJITE FUNKCI V UZAVRENEM INTERVALU <a; b) EXISTUJE V
TOMTO INTERVALU PRIMITIVNI FUNKCE.
2.3.3 Vypocty urcitych integrali
Pfi vypoctu uréitych integralti se vyuziva znalosti nékterych vét, které (podobné jako u derivaci) usnadni
vypocet urcitého integralu.

Dulezité je uvédomit si, ze vysledem uréitého integralu je ¢islo, tedy ve vysledku se nesmi objevit
integraéni proménnd. Ve vysledku neurcitého integralu (primitivni funkce) se objevit mohla, protoze vysledkem
neurcitého integralu (primitivni funkce) je funkce.

ViTtAa: NECHT f] A f, JSOU V INTERVALU [ SPOJITE FUNKCE, a A b NECHT Jsou
LIBOVOLNE BODY Z INTERVALU / A ¢ A ¢, LIBOVOLNE REALNE KONSTANTY. POTOM

PLATI
(40)

_[(C1f1 (x)+czf2 (x))dx=clj-f1 (x)dx+czj.f2 (x)dx

Vztah (40) je analogicky vztahu (32), ktery plati pro vypocet primitivnich funkei.
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VETA: JE-LI f FUNKCE SPOJITA A NEZAPORNA V INTERVALU (a;b), PAK
b

[ r(xp=o0.

a

VETA: JSOU-LI f A g FUNKCE SPOJITE V INTERVALU (a;b) A JE-L1 f(x)>g(x),

PAK jf(x)deJ.g(x)dx.

Urcity integral je mozné vypocitat i v ptipadé€, kdy je dolni mez integralu vét$i nez mez horni mez
integralu. Plati véta o zamén¢ mezi urcitého integralu.

V tomto piipad¢ ale integral nema fyzikalni aplikaci nebo geometrickou aplikaci.

VETA: PRI ZAMENE MEZi URCITEHO INTEGRALU SE MENI ZNAMENKO, TJ. PLATI
b a
[ (e == 7 ().
a b

VETA (O ADITIVNOSTI URCITEHO INTEGRALU): JE-LI FUNKCE [ SPOJITA V
INTERVALU [/, KTERY OBSAHUJE LIBOVOLNE POLOZENE BODY a, b A ¢, PAK PLATI

[ ope= [ oaes [ op.

(41)

(42)

V predchozi vété je uvedeno, ze body a, b a ¢ mohou byt v intervalu umisténé libovolné. Nezavisi tedy
na tom, které z ¢isel bude vétsi a které mensi. Na zakladé vztahu (41) totiz umime poditat i integral, jehoz horni
mez je mensi nez dolni mez.

V pripadé, ze zadany integral neni mozné vypocitat elementarnimi metodami (tj. pravé uvedenymi
metodami), vétsinou staci jeho vysledek odhadnout. K tomu slouzi nasledujici véta.

VETA: JE-LI f FUNKCE SPOJITA V INTERVALU (a;b) A PLATi-LI V INTERVALU
(a;b) NEROVNOSTI m< f(x)<M, POTOM PLATI

P (43)
m(b=a)< [ f(x)dr <M (b-a),
a
Pouzivat spravn¢ vztah (43) znamena dobie se orientovat ve vypoctech primitivnich funkei a uréitych
integrald a mit vhled do problematiky, kterou pomoci vztahu (43) feSime (védét, co lze pfipadné v ramci dané
aplikace zanedbat a co jiz ne, mit fadovou piedstavu o hledaném feSeni, ...). Proto se s touto metodou feseni
integrall ve stfedoskolské matematice prili§ ¢asto nesetkame.
Existuji i dal$i metody feSeni urcitych integrald, které jsou analogické jako metody hledani primitivnich
funkci (viz odstavec 2.2.3).

2.3.3.1 Substituce v urcitém integralu

Substituéni metodu, kterd se pouziva k vypoctu primitivni funkce (viz odstavec 2.2.3.2), je mozné pouzit
i pro vypocet urcitych integrali, pokud bude dodrzeno jedno z nasledujicich pravidel. V ptipadé zavedeni nové
proménné se podle zvolené substituce také zméni meze urcitého integralu. Pokud pfepocet mezi bude naro¢ny,
je mozné pii integraci s nové zavedenou substituéni proménnou pouzit obecné meze (napi. @ a f) a po

zintegrovani dané funkce se vratit zpét k pivodni proménné a tedy i k piivodnim mezim.

VETA: JSOU-LI FUNKCE f=g(x) A JEJI DERIVACE g’(x) SPOJITE V UZAVRENEM
INTERVALU (a;b) A JE-LI ZAROVEN SPOJITA I FUNKCE f(f) PRO VSECHNA f=g(x), KDE

xe(a;b), PAK PLATI

i e(®) (44)
,[f(g(X))-g'(X)dx= If(t)dt
? g(a)

Prepocet mezi vyplyva z porovnani hornich mezi a dolnich mezi v integralu na levé strané vztahu (44) a
integralu na jeho pravé strangé.

Pouziti této véty ukazeme na piikladu.

2n
Priklad: Vypoctéte: j 4sinx.cos xdx .

bt
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Refeni: Ukazeme tfi zpusoby feSeni daného piikladu (ve viech ptipadech budou meze pii substituci
pfepocteny):

a) metoda pouziti goniometrického vztahu pro sinus dvojnasobného argumentu sin 2x = 2sin x.cos x

2n 2n t=2x 4n d 4n

4sin x.cos xdx = I2sin2xdx= = J. 2sint— = J. sintdt =[—cost o
J Al : [cosi],
_n - dx 2 -2n —2n

= —cos47r—(—cos(—27r)) =—cos4r —(—cos27)=-1+1=0;

b) metoda piimé integrace bez pouziti goniometrickych vztaht:

t=cosx

2n 1 1 5
. . dr t )
4sin x.cos xdx = :I4smx.t - :—4Itdt:—4 — | =-2|t =
-[ iz—sinx:dx:—.d—t ( sinxj {2} [ ll
-n dx sinx| ! -1 -1

=-2(1—(—1)2):0;

¢) metoda pfimé integrace presné podle vztahu (44):

Zadani je napsano ve formé soucinu dvou funkci: g:y=sinx a /:y=cosx. Pro funkci f, ktera vystupuje ve

vztahu (44), plati f: y=1. Je zfejmé, ze funkce / je derivaci funkce f, takZe s ohledem na vztah (44) mtizeme
2n
zadani psat ve tvaru: 4J- sinx .cos xdx . Dal$imi Gpravami dostaneme:

- /(g(x)) g'(x)

2n 0 2 0
4I sin x.cos xdx = |t = sinx| :4Itdt = 4{t—} = 2[t2]0 = 2.(0—0) =0.
- 0 2 0 0

Vypocet posledniho integralu by mohl byt rychlejsi vzhledem k tomu, Ze horni mez i dolni mez jsou stejné, ale
pro nazornost byl dopo¢itan béznym zptisobem.

Pti feSeni tohoto ptikladu si miZzeme vSimnout i toho, ze dvéma riznymi metodami (¢ast a) a b)) jsme ziskali
dve¢ razné primitivni funkce k zadané funkei f:y=4sinx.cosx ato: F,):y=-cos2x a [y :y=-2 cos” x .
Otazkou je, zda se obé funkce lisi o konstantu, tak jak odpovida definici primitivni funkce podle vztahu (29)
resp. (30). To je mozné zjistit jednoduchou Gpravou s vyuzitim goniometrickych vztaht:

Fy—F,) = —cos2x—(—200s2 x) = —(0052 x —sin’ x)+ 2c0s” x = —cos” x +sin® x+2cos> x = cos” x+sin’ x =1.

Rozdil obou primitivnich funkei je konstantni, cozZ je v souladu s definici primitivni funkce.

2.3.3.2 Metoda per partes v urcitém integrdlu

Stejné jako pro vypocet primitivni funkce bylo mozné pouzit metodu per partes (viz odstavec 2.2.3.1), je
mozné tuto metodu pouzit i u urcitého integralu.

VETA: MAJi-LI FUNKCE u=u(x) A v=v(x) V INTERVALU (a;b) SPOJITE DERIVACE,

PAK PLATI
b

Iu(x).v’(x)dx = [u(x).v(x)]: —Iu'(x).v(x)dx .

a

(45)

Vztah (45) popisujici metodu per partes u uréitého integralu je analogicky vztahu (36), ktery popisuje
tutéz metodu u neurcitého integralu (tj. pfi hledani primitivnich funkei k zadanym funkcim).

2e
1
Priklad: Vypoctéte: J‘Eln xdx
1
Redeni: Tento piiklad uvadime proto, aby nikoho nepiekvapilo, Z¢ je mozné integrovat piirozeny logaritmus,
ackoliv v tabulce tab. 1 v odstavci 1.4.5 neni uveden. A to metodou per partes. Béhem vypoctu je tieba davat
pozor na to, Ze se jedna o integral urcity a psat tedy dusledné integra¢ni meze:

2e 2e 2e 1 2e 2e

=1 r= 2]
Illnxdx:ljlnxdlejl.lnxdx:u eu X :l [xlnx]ze— x.ldx =l [xlnx]ze—J‘dx =
1 2 2 1 2 1 —y 2 1 2 1 f

x
Vv =1 % 1

:%([xlnx]lze —[x]lze):%(Zeln2e—1.lnl—(2e—1)):%(Zeane—1.0—2e+l) =

40




Diferencialni a integralni pocet, Jaroslav Reichl, © 2010

:e(ln2e—1)-|—l:e(ln2+lne—1)+l:e(ln2+1—1)+l:eln2+l
2 2 2 2

2.4 Uziti integralniho poctu
Uziti integralniho poctu je velmi Siroké: vypocty obsahl rovinnych utvart, objemi a povrchti rotacnich
téles, délek rovinnych kiivek, feSeni uloh z fyziky, elektrotechniky, mechaniky, ...

2.4.1 Obsah rovinného obrazce

2.4.1.1 Utvar omezeny grafem jedné funkce

Rovinny tatvar U =U (a,b, f ) je (jak bylo uvedeno jiz v odstavci 2.3.1) omezen grafem spojité

nezaporné funkce y = f(x) pro xe(a;b), pfimkami x=a, x=b a osou x (tj. pfimkou y=0). Piiklad
b
takového utvaru je znazornén na obr. 48. Pro jeho obsah pak plati: S(U)= I f(x)dx.

Muze se ale stat, ze integrovana funkce f nenabyva jen kladnych hodnot (viz obr. 49). Pro pfislusny

b
integral pak plati J‘ f (x)dx <0. V tomto ptipadé uréime obsah daného ttvaru tak, Ze vypocitame absolutni

a
b

J-f(x)dx

hodnotu piislusného ur¢itého integralu; tedy plati: S(U)=

b b
Je-li otz [ f(x)dx <0, pak —[ /(x)dx20.

rs

¥ ¥
/\b f
a |]| C d i,x=
B 0 b X obr. 49 obr. 50

obr. 48
Obecn¢ se ovsem muize stat, ze dana funkce f nabyva v uvazovaném intervalu <a;b> jak kladnych

funkénich hodnot, tak i zapornych funkénich hodnot. V tomto pfipade interval <a; b> rozdélime na intervaly, v

nichz funkce nabyva nekladnych funkénich hodnot (resp. nezapornych funkcnich hodnot), a pfislusné integraly
vypocteme podle vyse uvedenych vztahl. Pro obrazec na obr. 50 tedy bude platit vztah vyplyvajici z aditivnosti

If(x)dx

c d b c b
urditého integralu (vztah (42)) S(U) = [ £ (x)dx— [ £ (x)dx+ [ £ (x)dx = [ £ (x)dv+ [ £ ().
a c d a d

V kazdém ptipadé musi byt obsah jakékoliv plochy (at’ uz je nad osou x nebo pod osou x) kladny (nebo
nulovy).

2.4.1.2 Utvar omezeny grafy vice funkci

Na obr. 51 je znazornén utvar U =U (a,b, f, g), ktery je omezen grafem spojitych funkci fa g a
ptimkami x=a a x=>b. Pro viechna x € (a;b) plati f(x)> g(x) a ob& funkce jsou v uvazovaném intervalu
nezdporné. Oznatime-li S(U,)= S(U(a, b, f)) a S(Uy)= S(U(a, b, g)), pak pro obsah ttvaru U plati:
S(U)=8(U,)-5(U,)., .

b (46)

b
Pomoci integralu I f (x)dx totiz vypoéteme obsah plochy ohrani¢ené grafem funkce f, osou x a
a
pfimkami x=a a x=5. To je ale vic, nez je obsah vysrafovaného obrazce na obr. 51. Proto musime odecist tu
cast plochy, ktera lezi pod grafem funkce g (az k ose x) ve stejnych mezich.
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obr. 52
obr. 51

Vztah (46) plati i v pfipadé, kdy alespon jedna z funkci nabyva v intervalu (a; b> také zapornych hodnot.

Posunutim obou grafii po ose y tak, aby obé funkce byly nezdporné, prevedeme tento piipad na predchozi.
Posunem obou kiivek se obsah daného utvaru nezméni.

Na obr. 52 je znazornén piipad utvaru, ktery je na intervalu <a; b) ohranicen tfemi kfivkami. V tomto
piipade plati S(U)=S(U,)+S(U,), pfiGemz primikem atvari U, a U, je hraniéni usecka. Plochu Gtvaru U
pak vypocitame na zaklad¢ vztahu

C

S(U)= [ (x)=h(x)Jar+ [[g(x)-n(x)Jar.

a

(47)

Vztahy (46) a (47) jsou podobné - lisi se poctem funkci, které ohranicuji dany ploSny utvar U. Neni nutné
se ucit tyto vztahy nazpameét. Je dulezité chapat vyznam urcitého integralu a jeho souvislost s obsahem plochy
pod grafem dané funkce. U konkrétni ulohy pak ,,spravny vzorec” vymyslime snadno.

Ani v tomto pfipad¢ nezavisi na znaménkach funkénich hodnot funkci £, g a 4 v intervalu <a; b> .

2.4.2 Objem rotacniho télesa

Nyni se budeme zabyvat vypoétem objemu rota¢niho télesa, které vznikne rotaci utvaru U =U (a, b, f )

kolem osy x. Uvahy, pomoci nichz dospé&jeme k vyslednému vztahu, budou podobné jako tvahy, které vedly k
definici urcitého integralu (viz odstavec 2.3.1).

Na obr. 53 je zobrazen rovinny utvar, jehoz rotaci kolem osy x vznikne rotacni téleso. Jeho objem
oznacime V.

rs Fs rs

¥ ¥ ¥

L p%

I R— b x 0 an moh x 0 2 M, ™M=¢ m, l:=r-.f12=x

obr. 53 obr. 54 obr. 55

Pro prvni piiblizeni hrubého odhadu objemu ¥V vzniklého télesa vyjdeme z nasledujici uvahy: V grafu
funkce £ si ozna¢ime minimum funkce m a maximum funkce M. Cislo m oznaCuje polomér valce, ktery je
rotatnimu télesu vepsan, zatimco ¢islo M oznacuje polomér valce, ktery je rotacnimu télesu opsan (viz obr. 54,
ktery znazoriiuje rovinny utvar rotujici kolem osy x). Pro hledany objem rotacniho télesa plati tedy nerovnost:

ﬁmz(b—a)SVSﬂMz(b—a).

Pfi rotaci vySrafovaného utvaru z obr. 53 se kazdy bod daného utvaru pohybuje po kruznici, jejiz stred
lezi na ose x a jejiz polomér je roven vzdalenosti tohoto bodu od osy x. Napf. obdélnik o rozmérech M a b—a z
obr. 54 pfi rotaci kolem osy x tedy vytvofi valec o poloméru M a vySce b—a .

Tento odhad je pouze orientacni a je mozné ho dale zpfesnit tak, ze budeme interval (a; b) postupné delit

na dvé, tii, étyfi, pét, ... ¢asti. Na kazdou takto vytvorenou ¢ast znovu zopakujeme piedchazejici ivahu. Na obr.
55 je zobrazeno déleni intervalu <a; b> na dvé Casti tj. plati ¢c—a=»b—c. Na interval <a; c> aplikujeme vyse

uvedenou Gvahu: najdeme minimum funkce m; =c¢ a maximum funkce M, a vypocteme objem mnl2 (c—a)
vepsaného vélce dané ¢asti rotacniho télesa a objem 7M. 12 (c—a) opsaného valce dané ¢asti rotaéniho télesa.
Totéz provedeme na intervalu <c; b> a najdeme objem ﬂmg (b - c) vepsaného valce dané ¢asti rotacniho télesa
a objem 7M; (b—c) opsaného vélce dané &asti rota¢niho t&lesa.

Pro objem 14 rota¢niho télesa tedy plati nerovnost
m (c—a)+7zm§ (b—c)<V < M} (c—a)—i—;erz (b-c).
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Timto postupem bychom mohli pokracovat dale. S rostoucim poctem dilt, na néz rozdélime interval
(a; b) , poroste pfesnost uréeni objemu rotacniho télesa, které vzniklo rotaci utvaru U kolem osy x.

Nejpresnéjsi vysledek dostaneme, pokud by se ndm povedlo rozd¢lit interval (a; b) na velké mnozstvi

velmi Gzkych ¢asti, u nichz bychom mohli pfedpokladat, ze jsou natolik Gzké, Ze maximum funkce na daném
intervalu splyva s minimem funkce na tomtéz intervalu. Jinymi slovy, ze Sitka jedné takové casti je skoro nulova
(viz obr. 56).

Hledame tedy takové rozdéleni intervalu (a; b) , pro které plati

48
lim M:7zf2(x), “%)
Ax—0"
kde Ax je sitka ¢asti, na néz byl rozdélen interval (a; b) .

e

¥

-

obr. 56

Vzhledem k tomu, ze Ax ma vyznam délky (resp. Sitky déleni intervalu (a; b) )je Ax>0. Proto jsme

uvazovali pouze jednostrannou limitu (48).

Limita (48) je ovSem (dle vztahu (16)) derivace funkce V' podle proménné x v bodé x zprava. MizZeme

tedy psat lim A7 d—V(: V'). Svyuzitim limity (48) pak dostaneme: w_ 7f*(x), odkud ziskame
Ax—0" Ax dx dx
dV =z f*(x)dx.

Posledni provedena tprava neni matematicky zcela v poradku, nicméné pro ziskani spravné predstavy
zakladu integralniho poctu je postacujici. Z fyzikalniho hlediska (nebo geometrického hlediska) je tprava
naprosto v pofadku, protoze umoznuje vypocitat , kousek objemu na zakladé ptirGstku x-ové souradnice®.

Zavery tedy miazeme shrnout do nasledujici véty.
VETA: OBJEM V ROTACNIHO TELESA, KTERE VZNIKNE ROTACi UTVARU
U=U(a,b, /) KOLEM OSY x, JE DAN VZTAHEM
p (49)
V= 7Z'j f2 (x)dx .
a
Analogicky bychom postupovali v pfipad€, ze t€leso vznikne rotaci rovinného utvaru U =U (a, b, f )
kolem osy y. V tomto pfipadé by bylo nutné misto funkce f = f (x), ktera atvar ohranicuje, vyjadfit funkci

inverzni, tj. funkci g =g ( y) . Dale by bylo nutné ptepocitat meze, kterymi je dané téleso ohraniceno.

Tyto meze vstupuji pak do urcitého integralu, pomoci kterého ur¢ujeme objem daného rotacniho télesa.
Tyto meze v tomto ptipadé hleddme na ose y.

VETA: OBJEM V ROTACNIHO TELESA, KTERE VZNIKNE ROTACI UTVARU
U=U(a,b, f) KOLEM OSY y, JE DAN VZTAHEM
¥2 (50)
2
V=77J-g (y)dy.
Y1

Vztahy (49) a (50) jsou formalné stejné, lisi se jen osou, kolem které zadany tutvar rotuje a na které tedy
pak hleddme meze vymezujici rotujici utvar.

2.4.3 Délka krivky

Pro vypocet délky kiivky provedeme podobné uvahy, jako pii odvozovani obsahu plo$ného utvaru
ohraniceného grafem funkce (viz odstavec 2.4.1) nebo pfi odvozovani objemu rotacniho télesa (viz odstavec
2.4.2).

Na obr. 57 je zobrazena spojita funkce f, jejiz graf predstavuje urCitou kiivku. Jeji délku / v intervalu
(a; b> chceme nyni urcit. Jako prvni odhad délky poslouzi délka usecky AB spojujici krajni body dané kfivky na
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zadaném intervalu (viz obr. 58). Lep$i odhad ostaneme, pokud interval (a; b) rozdélime na vice ¢asti (viz obr.
59): zde délku kiivky (grafu funkce f) aproximujeme délkou lomené ¢ary ACB.

rs Fs rs

¥ ¥ ¥
f

-

obr. 57 obr. 58 obr. 59

Pravé uvedenym postupem je mozné pokracovat dale. S rostoucim poctem usekii lomené cary, kterd
nahradi uvazovanou kiivku, bude ocekavany vysledek (tj. délka lomené Cary A...B) presnéjsi a bude se stale vice
blizit délce skutecné kiivky. Idedlni by bylo, kdybychom interval <a; b) rozdélili na velké mnozstvi ¢asti, u
nichz bychom mohli pfedpokladat, ze lomena Cara je pfesné stejnd, jako délka kiivky na zvolené ¢asti intervalu
(a; b) . Jinymi slovy hledame takové rozdéleni intervalu (a; b), pii némz se délka jedné ¢asti intervalu (a; b)
blizi nule, tj. Ax — 0 (viz obr. 60).

v
Al f
hy
0 a  &x b x
obr. 60
Na zakladé¢ obr. 60 je mozné pro element Al délky kiivky ! podle Pythagorovy véty psat

2
Al = (Ax)2 +(Ay)2 . Tento vztah je mozné dale upravit na tvar Al = Ax l+(%) . Vzhledem k tomu, Ze
pozadujeme, aby se délka Ax jedné casti intervalu (a; b) limitn€ blizila nule, bude se limitné blizit nule i
prirGstek délky ktivky Al. Mizeme tedy psat
2 (51)
lim A = 1+(£j .
x>0t Ax
Vzhledem k tomu, ze Ax ma vyznam délky (resp. Sitky déleni intervalu (a; b) )je Ax>0. Proto jsme

uvazovali pouze jednostrannou limitu (51).
Limita (51) ale je derivace funkce / podle proménné x v bod¢ x zprava (viz vztah (16)). Mlizeme tedy psat
. Al l . .y . A . . o A ,
lim —= a4 . Analogicky muZeme pro podil 2§ soudtu pod odmocninou psat lim X Y =f (x) .
Aot Ax dx Ax Aot Ax o dx

2
S vyuzitim limity (51) a pravé uvedeného vztahu dostavame %: 1+(%) , odkud lze vyjadrit

dl = J1+(/'(x)) dx.

1] 2 i,fl] a ],x;l] a c h x

Posledni provedené Gpravy nejsou matematicky zcela v poradku, nicméné pro ziskani spravné predstavy
zékladl integralniho poctu jsou postacujici. Z fyzikalniho hlediska (nebo geometrického hlediska) je uprava
naprosto v poradku, protoze umoziuje vypocitat ,.kousek délky kiivky na zékladé prirtistku x-ové souradnice®.

VETA: NECHT JE DANA FUNKCE f, KTERA JE SPOJITA V INTERVALU (a;b) A

KTERA MA VE VSECH JEHO VNITRNICH BODECH DERIVACI. DELKA / KRIVKY, KTERA JE
GRAFEM TETO FUNKCE f NA INTERVALU (a;b), JE DANA VZTAHEM
b - (52)
1= [1+ (7 (%)) ar.
a

U tady funkci je velmi obtizné vypoditat tento integral, protoZe obsahuje odmocninu z vyrazu, v némz
vystupuje kvadrat derivace funkce. Pro vypocet délky kfivky na daném intervalu je tedy nutné volit n¢které
specialni substituce, které vypocet zjednodusi.
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2.4.4 Povrch rotacniho télesa

Nyni se budeme zabyvat vypoctem povrchu rotacni plochy, ktera vznikne rotaci grafu spojité funkce f
kolem osy x.

Bude nas zajimat jen povrch rotacni plochy, tj. obsah plasté rotacniho télesa - nebudeme tedy uvazovat
podstavy rotac¢niho télesa. Vzhledem k tomu, Ze bude rotovat jen graf funkce (tj. ,,¢ara”), bude téleso duté.
Analogicky by ale bylo mozné postupovat i tehdy, kdyz by rotoval néjaky tutvar, ktery je grafem funkce f
ohraniceny.

Uvahy, pomoci nichZ dosp&jeme k vyslednému vztahu, budou podobné jako tvahy, které vedly k definici
urcitého integralu (viz odstavec 2.3.1).

Na obr. 61 je zobrazen graf spojité funkce f definované na uzavieném intervalu (a; b), jehoz rotaci

kolem osy x vznikne rotacni plocha (resp. rotacni téleso). Povrch této rota¢ni plochy oznacime S.
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obr. 61 obr. 62 obr. 63

Pro prvni pfiblizeni hrubého odhadu povrchu S vzniklého télesa vyjdeme z nasledujici Gvahy: V grafu

funkce f'si oznacime jeji minimum m a jeji maximum M. Cislo m oznacuje polomér valce, ktery je rotacnimu

télesu vepsan, zatimco ¢islo M oznaduje polomér valce, ktery je rotaénimu télesu opsan (viz obr. 62, ktery

znazornuje graf funkce f rotujici kolem osy x). Pro hledany povrch rotacniho télesa plati tedy nerovnost:

EEm(b—a)SS SZﬂM(b—a) .

Tento odhad je pouze orientacni a je mozné ho dale zptesnit tak, ze budeme interval (a; b) postupné délit
na dveé, tii, Ctyfi, pét, ... ¢asti. Na kazdé takto vytvorené ¢asti znovu zopakujeme predchazejici ivahu. Na obr.
63 je zobrazeno dé¢leni intervalu (a; b) na dvé ¢asti, pficemz plati ¢ —a =b—c. Na interval <a; c> aplikujeme
vySe uvedenou uvahu: najdeme minimum funkce m; =c¢ a maximum funkce M, a vypocteme povrch
27zmy (¢ —a) vepsaného valce dané &asti rota¢niho télesa a povrch 27M,(c—a) opsaného vélce dané &asti
rotacniho télesa. Totéz provedeme na intervalu <c; b) a najdeme povrch 27zm, (b—c) vepsaného valce této Casti
rotacniho télesa a povrch 27M, (b - c) opsaného valce dané ¢asti rotacniho télesa.

Pro povrch S plasté rota¢niho télesa tedy plati nerovnost
27my (¢c—a)+2mmy (b—c)< S <27xM,(c—a)+2zM,(b—c).

Timto postupem bychom mohli pokracovat dale. S rostoucim poctem dilt, na néz rozdélime interval
(a; b) , poroste presnost uréeni povrchu rotacniho télesa, které vzniklo rotaci grafu funkce fkolem osy x.

Nejpresnéjsi vysledek dostaneme, pokud by se ndm povedlo rozd¢lit interval (a; b) na velké mnozstvi

velmi uzkych ¢asti, u nichz bychom mohli pfedpokladat, ze jsou natolik Gzké, Ze maximum funkce i minimum
funkce témet splyvaji. Jinymi slovy, Ze $iika jedné takové ¢asti se limitn€ blizi nule (viz obr. 64).

}rn.

obr. 64
Hledame tedy takové rozdéleni intervalu (a; b) , pro které plati
53
lim A—S:Zﬁf(x), (53)
Al—0T

kde Al je délka casti grafu funkce f, kterd odpovida ¢asti Ax intervalu (a; b> .

Element délky Al grafu funkce f pfedstavuje vysku elementarniho valecku, ktery na ¢asti Ax intervalu
(a; b) nahrazuje rotacni téleso.
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Vzhledem k tomu, ze Al mé vyznam délky casti kiivky grafu funkce fje A/ > 0. Proto jsme uvazovali

pouze jednostrannou limitu (53).

Limita (53) je (podle vztahu (16)) derivace funkce S podle proménné / v bod¢€ / zprava. Mizeme tedy psat

m AS = as . Na zaklad¢ limity (53) pak dostaneme: as = 27zf(x) , odkud ziskame dS = 27zf(x) dl.
Aot Al dl d/

Element d/ délky grafu funkce f je mozné napsat podle odvozeni z odstavce 2.4.3 ve tvaru:

dl:dx1l1+( f ’(x))z. Pro element dS povrchu uvaZovaného rotacniho télesa pak Ize tedy psat:

b
dS =27/ (x)di =27 f (x)\J1+(/"(x))” dx . Odtud pak dostavame § =27 [ 1 (x)1+(f"(x)) dx.

Posledni provedené tpravy, jak uz vime, nejsou matematicky zcela v pofadku. Nicméné pro ziskéani
zékladni predstavy ,,odvozeni® vztahu pro vypocet povrchu plasté rotaéniho télesa jsou postacujici.
Z fyzikalniho hlediska (nebo geometrického hlediska) jsou tpravy v pofadku, protoze umoznuji vypocitat
,kousek povrchu plasté rotaéniho télesa na zakladeé prirastku x-ové soutadnice (resp. délky kfivky)“. Odvozeni

ey

e

neni na urovni stfedni Skoly zcela trivialni.

VETA: NECHT JE DANA FUNKCE [, KTERA JE SPOJITA V INTERVALU (a;b) A

KTERA MA VE VSECH JEHO VNITRNICH BODECH DERIVACI. POVRCH S PLASTE
ROTACNIHO TELESA, KTERE VZNIKNE ROTACI GRAFU TETO FUNKCE f KOLEM OSY Xx,

s:zﬂjf(x),/u(f’(x))zdx.

Vypocet tohoto integralu neni trivialni - viz poznamka na konci odstavce 2.4.3.

JE DAN VZTAHEM
(54)

Analogicky bychom definovali vztah pro vypocet povrchu plasté rotaéniho télesa, které vznikne rotaci
grafu funkce kolem osy y.
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