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1. UvobD

Text, ktery jste pravé otevieli, dopliuje stfedoskolskou matematiku a fyziku. V prvni ¢asti detailnéji
rozviji ty Casti matematiky, které jsou stézejni pro dalsi studium na vysoké Skole. Jedna se zejména o
matematickou analyzu, tj. teorii funkci (elementarni funkce a jejich vlastnosti, limita funkce, derivace funkce,
primitivni funkce, ...) a algebru (vektory, matice, ...).

V dalsi ¢asti textu jsou ukazany nekteré aplikace téchto Casti matematiky na feseni fyzikalnich problémd.
Nekteré z predlozenych fyzikalnich problémt se vraceji ke stfedoSkolskému ucivu fyziku a rozvijeji jej a
dopliuji. Nekteré problémy sttedoskolskou latku vyrazné presahuji.

PREDLOZENY TEXT NENi V ZADNEM PRiPADE UCEBNICI MATEMATIKY CI FYZIKY!!!
Je psan volnéjsim stylem nez by méla byt psand ucebnice, chybi dikazy pfedkladanych matematickych vét,
nékteré poznatky jsou obclas vytrZzeny z kontextu, takze jsou obecné v dané podobé neplatné (ale pro danou
situaci pouzitelné), ...

Cilem textu je pfiblizit matematiku a jeji aplikace volnéj$im jazykem pro ty studenty stiedni Skoly, ktefi
uvazuji o studiu na vysokych Skolach technického sméru. Z vlastni zkuSenosti a z vypravéni byvalych spoluzakt
ze sttedni Skoly vim, Ze obcas se ve fyzice, elektronice, mechanice, ... vyskytne pouziti matematického aparatu,
ktery zatim nebyl v matematice probiran. Uvédomi-li si to pfislusny pfednasejici odborného predmétu, piiblizi
nékolika vétami, o co jde, jaké ,,to” ma vlastnosti, jak se s ,,tim“ pocita, ... Pokud ne a nebo prosté necha na
studentech, at’ si to zjisti sami, je mnohdy velmi obtizné sledovat dalsi vyklad! Pfislusny matematicky aparat pak
bude probiran i v matematice - ale az o nékolik semestrti pozd¢ji. A to uz nékdy byva pozde ...

Pokud text usnadni pochopeni piedkladané latky, budu rad. Pokud ho budete pouzivat i pfi studiu na
vysoké $kole, je nutné dbat vyse zminénych omezeni. Radu pojmii zde uvadénych budete probirat i na vysoké
Skole, ale pouze stylem definice - véta - diikaz - véta - dikaz - definice - véta - dikaz ... Pomohou-li vam
priklady a vysvétleni obsazené v tomto textu, pak text splnil svij ucel.

Text je psan pomoci n¢kolika zvlastnich stylt:
Bé&zny text, odvozovani vztaht, vysledné vztahy, ...
DEFINICE DULEZITYCH POJMU, ZAKONU, ROVNIC, ...

Komentaf, ktery probiranou latku rozsituje, upfesnuje ¢i dopliuje.

Zjednodusena tvrzeni pro lepsi pochopeni, ktera jsou tedy z matematického (fyzikalniho, ...) hlediska
nepresna, ale ktera mohou napomoci k leps§imu pochopeni probirané latky.

Text neprosel jazykovou ani odbornou kontrolou. Pokud se v textu nékde vyskytnou chyby, preklepy,
nejasnosti, ... omlouvam se a prosim na jejich upozornéni.

Jaroslav Reichl, srpen 2010
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2. MATEMATIKA

2.1 Filosoficka stranka matematiky aneb Hilbert versus mnoZiny
Matematika béhem svého vyvoje postupné prosla tfemi krizemi, které ovlivnily dalsi vyvoj a vétSinou ne
jen matematiky, ale i véd ptibuznych. Zpocatku vyvoje prvnich védeckych poznatki se totiz vétSinou ,,védec
(ucenec) zabyval védou bez rozdilu z4jmu. Takze v historickych a Zivotopisnych dilech miizeme najit o daném
ucenci, ze to byl matematik, astronom, filosof, lékaf, fecnik, pravnik, teolog, ... pozdgji (kdyz se zacala zhruba
od 14. stoleti rozvijet fyzika) i fyzik. Postupem ¢asu, jak se zvétSovalo mnozstvi poznatkt, které byly z danych
oborti objeveny, zacali se i v&dci (ucenci) specializovat, takze pozd&ji se v Zzivotopisech setkame ,jen” s
matematikem a fyzikem, fyzikem a astronomem, pravnikem, teologem a politikem (nahrada starovékych
fe¢nikd), ...
Zminéné 3 krize matematiky byly tyto:
1. krize matematiky - objevila se béhem tzv. hrdinského véku fecké matematiky (6. - 4. stoleti pf. n.
1.). Jeji pric¢inou byl objev nesouméfitelnosti usecek, tj. nemoznost vyjadfeni vsech ¢isel (isecek)
pomoci poméru (tj. pomoci Cisel racionalnich) - napf. strana ctverce a jeho uhlopficka (pomer je

1:42 ). Tento objev vychazel pfimo z u€eni pythagorejcti, kteti se snazili veSkeré déni ve svété
prevést na Cisla, takze se Cisly zabyvali dikladné. Hlavnim jejich pfedstavitelem byl Pyhtagoras
(asi 570- 500 pt. n. 1.).

2. krize matematiky - pfelom 18. a 19. stoleti; souvisi s nepfesnym zavadénim ,,nekone¢né malych® a
,hekoneéné velkych® veli¢in v souvislosti se zpfehlednénim a zpiesfiovanim zakladii matematické
analyzy (,,&—0 akrobatika® - definice limit, derivaci, ... jsou vystavény pravé na zaklade¢
,.hekoneén¢ malych“ a ,,nekonecné velkych* veli¢in).

3. krize matematiky - konec 19. stoleti, kdy rusky matematik George Cantor (1845 - 1918) zavadi
teorii mnozin (vychazi v roce 1874). Vybudovanim teorie mnozin se objevila fada paradoxd, které
se snazily teorii mnozin vyvratit. Problém byl v samotné axiomatické vystavbé teorie mnozin.
Tato (zatim posledni) krize matematiky trva v podstaté dodnes.

Problém, na zéklad¢ n¢hoz v podstaté vznikla tfeti krize matematiky, souvisi uzce teorii mnozin. Ta
operuje s pojmem ,nekonecno” a to bylo pravé pfi¢inou fady obtizi a paradoxt. Pfi zavadéni pojmu
,»hekoneéno® jsou mozné dva piistupy:

1. nekonecno potencialni (v moznosti) - ptistup star§ich matematiki, kdy nekone¢né mnoziny (napf.
mnozina pfirozenych cisel) byla budovana postupnym pfidavanim dalSich prvkl: z mnoziny
{1,2,3,...,n} vytvofim mnozinu {1,2,3,...,n, n+1}, z ni pak mnozinu {1,2,3,...,n,n+1, n+2},

..y pritom plati: {1,2,3,...,n} <{1,2,3,...,n,n+1} <{1,2,3,..,n,n+1,n+2} c ...

2. nekonecno aktudlni (v uskutecnéni) - pristup, ktery pievazuje dnes a ktery vychazi z toho, ze
vSechny nekone¢né mnoziny, které matematikové potiebuji, jsou jiz vytvoieny

Prvni znamky aktualniho nekonecna se zacinaji objevovat ve filosofii na pfelomu starovéku a novoveku -
némecky matematik Gottfried Wilhelm Leibniz (1. 7. 1646 - 14. 11. 1716) patii k prvnim zastancim aktualniho
nekonecna. Problém s nekone¢nymi mnozinami vznika ale uz diive. Galileo Galilei (15. 2. 1564 - 8. 1. 1642)
konstruuje (nekonetné) mnoziny {1,2,3,4,5,6,..} a {1,4,9,16,25,36,...; . Mezi t&mito mnoZinami existuje
vzajemné jednoznacné zobrazeni (druhd mocnina resp. druhd odmocnina). Jinymi slovy existuje vzajemné
jednoznacné zobrazeni mnoziny {1, 2,3,4,5,6, } na svoji podmnozinu {1, 4,9,16, 25, 36, } . To je ale ptitom

ve sporu s Euklidovym axiomem (postulatem), ktery fikd, ze celek je vzdy vétsi nez ¢ast. Obé uvazované
mnoziny jsou totiz nekonecné ...

Bernard Bolzano (1781 - 1848) pfistupuje k celé problematice nekonecen s teologickymi argumenty
(kromé toho, Ze je matematikem, je i profesorem teologie na Karlové Univerzité). Tento teologicky argument se
tyka pravé nekoneénych mnozin s aktualnim pfistupem: vytvorena (jiz existujici) nekoneéna mnozina vyzaduje
(aby byla uchovana) nekone¢nou mysl. Tu ma jediné Bih, ktery sice mize nekoneéné mnoziny (ptirozena ¢isla,
...) vytvofit, ale otazkou je, jestli to chce (jestli je to spravné, uziteéné, ...).

Poté, co v roce 1874 publikoval George Cantor (1845 - 1918) svoji teorii mnozin, problémy s nekoneény
se projevily jesté vice. Teorie mnozin obsahuje v§echny mnoziny a tedy i mnozin nekone¢né. A fada matematiki
se branila jejimu pfijeti - mély podobné rozporuplné pocity jako Galileo Galilei pii konstruovani svych dvou
mnozin.

Typickym piikladem, ktery se v této souvislosti objevuje jako ,,diikaz* neplatnosti teorie mnozin a na
kterém je zaloZena fada dalSich paradoxi, je piipad holi¢e ve mésté. Ve mésté zije holi¢, ktery nékteré obyvatele
holi, nékteti se holi sami. Kazdy obyvatel se tedy nechava holit bud’ holi¢em nebo se holi sam (nekombinuje ob¢
metody). Cilem je rozdélit mésto do dvou disjunktnich mnozin (mnozin s prazdnym prinikem), podle toho, jestli
je holi holi¢ nebo se holi sami. Kam ale s holicem? Holi¢e holi holi¢ a pfitom se ale holi sam!

Jinym ptikladem je tzv. Russeliiv paradox: zavedeme mnozinu M jako mnozinu vSech mnozin X, pro

které plati, ze mnozina X nepatii do X, tj. M = {X ; XeX } . A co mnozina M? Pokud M € M , pak to znamena

(podle konstrukce mnoziny M), ze M ¢ M . Pokud budeme ptedpokladat, ze M ¢ M , pak (opét podle zavedeni
mnoziny M) dojdeme k zavéru, ze M e M .
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Nepiijemné na celé situaci bylo, ze tyto uvedené spory a paradoxy se zaCaly objevovat v dob¢, kdy cela
matematika teorii mnozin uz pouzivala a zacala na ni budovat dalsi zaveéry.

Pokusem o zachranu nejen teorie mnozin se stala axiomaticka vystavba matematiky. Za axiom bylo v
rannych matematickych dobach (Euklides a jeho Zdklady) povazovano tvrzeni intuitivn€ jasné, které neni tfeba
dokazovat. Na pocatku 20. stoleti se vyznam axiom posunul: je to tvrzeni, které je vybrané pro dany tcel a z
né¢hoz se potom odvozuji dalsi tvrzeni a zavéry. Hlavnim iniciatorem tohoto snazeni byl némecky matematik a
fyzik David Hilbert (23. 1. 1862 - 14. 2. 1943), ktery formalizoval matematiku, tzn. Ze zavedl

1. systém symboll (jakousi abecedu) pouzivanou matematiky (latinska a feckd pismena, Cislice,
symboly, ...)
2. pravidla podle kterych se z abecedy tvofi slova (napf. x+y, y++/—ab++)(, ...)

Hilberttv formalismus fika, Ze matematik si nesmi nic pfedstavovat - pro néj existuji jen axiomy, na
realného svéta. Realny svét popisuje fyzika. Fyzik, pokud pusti ve vysce jednoho metru nad podlahou kédmen, vi,
ze kamen spadne na podlahu pod vlivem tihové sily Zemé. Dost t€zko mize rozvijet teorii, ktera bude popisovat,
jak pustény kamen bude levitovat nebo dokonce prorazi strop a vyleti smérem vzhiru, protoze to neodpovida
realit¢. Matematik tuto Silenou teorii budovat mize, protoze diky Hilbertovu formalismu neméa matematicka
teorie zadnou spojitost s praxi.

Soucasti Hilbertovy prace byly tyto podminky na matematickou teorii:

1. nezavislost axiomd - jsou ne¢které matematické teorie, kde se zavislé axiomy vyskytuji a je to ku
prospéchu véci

2. uplny systém - matematicka teorie musi byt Gplna (napf. je mozné dokazat platnost tvrzeni T nebo
jeho negaci)

3. bezesporny systém - v tomto systému neni mozné dokazat zaroven platnost tvrzeni T i jeho negaci

Na zaklad¢ téchto pozadavkil a zakladnich axiomtl by bylo mozné budovat jakoukoliv teorii. Hilbert véfil,
ze je poslednim skutecnym matematikem, ktery ,,néco vymyslel“. Byl pfesvédcen, ze je mozné nalézt
mechanické pravidlo pro hledani dikazu a cast svého Zivota vénoval hledani tohoto pravidla. Kdyby toto
pravidlo skute¢né nasel, pak by se velmi podstatnym zplGsobem snizila role matematikti - ti by se stali jen
pomocniky stroji, které by hledali ditkazy novych tvrzenich, formulovali tvrzeni nova, ...

Zacatkem tiicatych let 20. stoleti Kurt Godel dokazal vétu o nelplnosti, ¢imz zhroutil Hilbertovy
ptedstavy o ,.konci matematikt“. Godel vyuzil konecny systém axiomu a navrhl vétu, ktera odkazovala sama na
sebe a kterou Ize jednoduse formulovat takto:

V: Tato véta neni dokazatelna.

Pokud by byl Gddel schopen tuto vétu dokazat, véta by byla nepravdivé a to by byl problém. Zadna dobra
mnozina axiomu by totizZ neméla umoznit dokazat tvrzeni, které je nepravdivé. Pokud by naopak tuto vétu
nebylo mozné dokazat, byla by véta pravdiva, ale to neni mozné v ramci dané teorii dokazat. Matematika je tedy

Véta o neuplnosti tedy ik, ze kdyz mame k dispozici néjakou matematickou teorii (popsatelnou axiomy,
formulemi, ...), ktera obsahuje aritmetiku ptirozenych nebo celych ¢isel a ktera je bezesporna, pak tato teorie
nemuze byt Gplna. Jinymi slovy v této teorii je mozné formalnimi prostiedky dané teorie dokazat platnost tvrzeni
T i jeho negace nebo danymi prostfedky neni mozné dokazat ani tvrzeni 7 ani jeho negaci. Jista naprava by se
mohla na prvni pohled zdat v tom, Ze jedno z problematickych tvrzeni vezeme jako zdkladni axiom. Tim
zvétsime teorii, ale presto se zde vyskytne dalsi nedokazatelné tvrzeni.

Problém je v tom, Ze bezespornost dané teorie neni mozné dokazat v ramci této teorie, ale az v ramci
teorii $irsi. O té ale dopfedu nevime jestli je nebo neni bezesporna. (Napi. bezespornost realnych ¢isel neni
mozné dokazat v ramci redlnych Cisel, ale az v ramci Cisel komplexnich - viz definici komplexnich ¢isel jako
dvojice Cisel redlnych v odstavci 3)

2.2 Zakladni pojmy algebry

Algebra je cast matematiky, kterda se zabyva rlznymi matematickymi strukturami (grupy, télesa,
vektorové prostory, okruhy, obory integrity, ...), vztahy mezi témito strukturami a zobrazenimi mezi
jednotlivymi strukturami. Zabyva se témito strukturami jak na obecné turovni, tak potom na konkrétnich
aplikacich (napf. matice a feSeni linearnich rovnic a jejich soustav; ...). Pro dalsi vyklad bude nezbytné seznamit
se zakladnimi pojmy z linearni algebry.

2.2.1 Od kartézského soucinu k zobrazeni aneb co na stiredni §kole jesté bylo

Zacneme se zakladni definici, od niz se odviji vSe ostatni: kartézsky soucin.

KARTEZSKY SOUCIN MNOZIN A A B JE MNOZINA VSECH USPORADANYCH DVOJIC
[x;y] TAKOVYCH, ZE x€ A A ZAROVEN yeB.ZNACI SE AxB.

Pokud se budeme zabyvat specialni ptipadem kartézského soucinu, ve kterém kazdy prvek ma maximalné
jeden obraz, budeme mluvit o zobrazeni.
ZOBRAZENi MNOZINY 4 DO MNOZINY B JE PODMNOZINA KARTEZSKEHO SOUCINU
AxB, PRO JEJIiZ USPORADANE DVOJICE [x1 3V ] , [xz;yz] PLATI: y,#y, = X #x,.
Specialnim pfipadem zobrazeni je pak zobrazeni prosté, kdy kazdému obrazu odpovida maximalné jeden
vZor.
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ZOBRAZENiI U SE NAZYVA PROSTE, PRAVE TEHDY KDYZ PRO LIBOVOLNE DVA
PRVKY y, =U(x;) A y, =U(x,) ZOBRAZENI U PLATI: x; #x, = y; #),.
Jestlize se jednd o zobrazeni mnoziny 4 na mnozinu B, které je prosté, mluvime o vzijemné
jednoznac¢ném zobrazeni 4 na B.

2.2.2 Od operace k unitarnimu prostoru aneb co se dozvite aZ na vysoké skole

K dulezitym strukturam, které se zavadéji prave v algebie, je nutné zavést i pojem operace.

NECHT G JE NEPRAZNA MNOZINA. OPERACI (BINARNI OPERACI) NA MNOZINE G SE
ROZUMI KTEREKOLIV ZOBRAZENI f:GxG—>G.

Mame-li na neprazdné mnoziné G definovanou né&jakou operaci (napt. operaci * - ,,hvézdicka“), mizeme
zavést usporadanou dvojici (G, *), které se nazyva grupoid. Aby byl grupoid grupou, coz je dilezity pojem pro
dalsi vyklad, musi byt splnény urcité podminky.

GRUPOID (G, *) SE NAZYVA GRUPA, JSOU-LI SPLNENY NASLEDUJiCi PODMINKY:

1. PRO VSECHNA g, g, €G PLATI: g *g, €G,
2. PRO VSECHNA g.g,,8,€G PLATi: (g%g,)*g, =g *(g,*g;) (ASOCIATIVNI ZAKON),

3. EXISTUJE NEUTRALNI PRVEK neG TAKOVY, ZE PRO KAZDY PRVEK geG PLATI:
g¥n=n*g=g,
4. PRO KAZDY PRVEK geG EXISTUJE SYMETRICKY PRVEK se€G TAK, ZE PLATI:
g¥*s=s*g=n.

Pokud navic pro vSechna g, g, € G plati g, *g, = g, *g, hovoii se 0 komutativni (Abelové€) grupé.

Praveé uvedena definice grupy je oproti ostatnim (uvedenym diive) slozitéjsi, ale pokusime se ji rozebrat.
Prvni bod tika, ze pokud provedeme na libovolné dva prvky z mnoziny G definovanou operaci, vysledek musi
byt také prvkem z mnoziny G. Druhy bod je vyjadienim asociativniho zadkona. Tieti a ¢tvrty bod definuji jisté
»specialni® prvky v mnoziné G, které davaji grupam fadu vyhod. Jedna se ale o uéivo, které prekracuje ramec
tohoto ¢lanku.

V definici grupy jsou tyto ,,specialni prvky popsany v obecné podob¢, i kdyz se vétSinou pracuje s
konkrétnimi ptipady:

1. pro grupu s operaci ,,+ (tj. s¢itani) se neutralni prvek nazyva nulovy a symetricky prvek je prvek
opacény
2. pro grupu s operaci ,,.“ (tj. nasobeni) se neutralni prvek nazyva jednotkovy a symetricky prvek je
prvek inverzni.

Priklady grup jsou tyto grupoidy (Z,+), (R,+), (R—{0},.), ... ale uz ne (Z,.) (neexistuje prvek
inverzni), (N, +) (neexistuje prvek opacny), ...

Dalsi algebraickou strukturou je téleso, které mizeme zavést pomoci grup.

NECHT T JE NEPRAZDNA MNOZINA, NA KTERE JSOU DEFINOVANY DVE OPERACE:
SCITANI A NASOBENI. (T, +, ) JE TELESO, JSOU-LI SPLNENY NASLEDUJiCi PODMINKY:

1. PRO VSECHNA t,1,,t; €T PLATI: 1,.(t,+t;) =11, +1,.1; (DISTRIBUTIVNI ZAKON),
2. (T,+) JE KOMUTATIVNI GRUPA,

3. (T-{0},.) JE (KOMUTATIVNI) GRUPA.

Jako piiklady t&les je mozné uvést (Q,+,.), (R,+,.) a (C,+,.). Dal3i piiklady (s nimiZ se pracuje v
algebie) pro nas nejsou zadnym piinosem.

Dalsi strukturou, s niz pracuje i kvantova fyzika, je vektorovy prostor.

NECHT (T, +, ) JE TELESO. REKNEME, ZE V JE VEKTOROVY PROSTOR NAD

TELESEM T, JESTLIZE V JE NEPRAZDNA MNOZINA, NA NiZ JSOU DEFINOVANY OPERACE
SCITANi A ODCIiTANI A PRO VSECHNA A€T A VSECHNA velV JE DEFINOVAN PRVEK
AveV, PRICEMZ PLATI:

1. (V,+) JE KOMUTATIVNI GRUPA,
2. PRO VSECHNA «, €T A PRO VSECHNA velV JE a(pv)=(af)v,
3. PRO VSECHNA «,f €T A PRO VSECHNA veV JE (a+ﬂ)v:av+ﬁv,

4. PRO VSECHNA aeT A PRO VSECHNA u,velV JE a(u+v)=au+av,

5. PRO VSECHNA velV JE lv=v.

Prvky vektorového prostoru se nazyvaji vektory, prvky télesa, nad kterym je vektorovy prostor
definovan, jsou skalary. Prvky vektorového prostoru nemusi byt vektory v bézném slova smyslu, tj. ,,0secky se
Sipkou®. Jako vektory (tj. prvky vektorového prostoru) mohou vystupovat napt. realna cisla, ... Pfiklady

9
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vektorovych prostorti: komplexni Cisla (viz odstavec 3) lze chapat jako vektorovy prostor nad télesem realnych
¢isel, redlna Cisla je mozné chapat také jako vektorovy prostor nad télesem realnych Cisel, ...
Kazdy vektorovy prostor ma svoji bazi. Jedna se o skupinu vektord, kterd ma tyto vlastnosti:
1. pomoci vektorti baze je mozné vyjadtit libovolny vektor z daného vektorového prostoru (odborné
se tikd, ze uvazovana skupina vektort generuje cely vektorovy prostor)
2. vektory jsou linearn¢ nezavislé, tj. zadny vektor baze neni linearni kombinaci ostatnich vektort
3. pocet vektori baze je roven dimenzi daného vektorového prostoru
To, co na prvni pohled zni uceng, si lze velice jednoduse piedstavit napt. v kartézské soustave souradnic v
roviné. Rovinu je mozné chépat jako prostor dimenze 2 (mé 2 nezavislé smery, tj. dvé osy). Jako vektory baze
tohoto prostoru, tj. roviny, Ize volit napf. vektory # =(1;0) a v =(0;1) . Pomoci t&chto dvou vektori, které jsou

linearné nezéavislé (jeden neni linearni kombinaci druhého, tj. v tomto piipad¢ neni jeden nasobkem druhého), je
mozné vyjadfit skute¢né vSechny vektory. Tak napt. vektor w= (—3; 2) mizeme napsat jako tuto linearni
kombinaci vektord @ a v: w=-31+2v =-3(1;0)+2(0;1)=(-3;0)+(0;2) =(-3;2) (viz obr. 1). Analogicky
je mozné postupovat v ptipadé libovolného jiného vektoru.
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1.2
obr. 1

Je tieba si uvédomit, Ze zvolena baze (tj. vektory & =(1;0) a v =(0;1)) neni jedina. Existuje nekone¢né

mnozstvi dal$ich, ale tato je nejjednodussi - fikame, Ze je ortonormalni:
1. vektory baze jsou ortogonalni (navzajem kolmé)
2. vektory baze jsou normované, tj. jejich velikost je jedna
Pokud to je mozné vzdy se v daném vektorovém prostoru voli ortonormalni baze, protoze vektory takové
baze maji ,jednoduché* soufadnice, s nimiz se provadéji vypocty snadné€, navic v piipad¢ euklidovského
prostoru vektory lezi na osach kartézského systému.
UNITARNIM PROSTOREM SE ROZUMIi DVOJICE (V,g), KDE V JE VEKTOROVY

PROSTOR A g SKALARNI SOUCIN. PRO KAZDE u,velV JE g(u,v) SKALARNIi SOUCIN

UVEDENYCH DVOU VEKTORU u,v.
REKNEME, ZE VEKTORY u,velV JSOU NAVZAJEM ORTOGONALNi (KOLME), POKUD

g(u,v):O.

2.2.3 Konstrukce mnoziny moduldrnich mnoZiny
Pro pevné zvolené piirozené Cislo p a celé ¢Cislo m je mozné zkonstruovat mnozinu

m_p = { n € Z;nmod p =m mod p} , tj. mnozinu, ktera obsahuje ¢isla, kterd maji pfi déleni ¢islem p stejny zbytek
jako pfi déleni ¢islem m. Ptiklady uvedenych mnozin:

_3 = Z = {, —-6;-3;0;3;6;9; }

I, =4, = {5=5-21;4,7;10;..}

2,=5,= {s—4-125811..}

(=}

Symbolem Z se pak zna¢i mnoZina vSech riiznych mnoZin m_p pro meZ: Z, = {q, E; Z; ) —lp} .

Je-li p prvocislo a pokud dodefinujeme m, +h, =m +h a m, h, =m.h pro heZ, je mozné dokazat, Ze
timto zpisobem jsou korektnim zpiisobem na mnoZiné Z  definovany operace s¢itani a nasobeni, pfi nichZ je

(Zp, +, ) téleso.

Pfi s¢itani a nasobeni Cisel tvaru m, se postupuje stejné jako v piipad€, ze bychom pracovali v Ciselné
soustaveé o zakladu p. Napt. 2, +2, =4, =1,, 2,4, =8, =3, , ... Nekdy se této Casti aritmetiky ik aritmetika
hodinovych rucicek: pocitani s ni je podobné jako pocitani hodin na hodinach.
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2.3 Matice

2.3.1 Definice a zakladni operace

V tomto odstavci zminime zakladni informace o maticich a operacich, které je mozné s maticemi
provadét.

NECHT m,neN. MATICIi A SESTAVENOU Z PRVKU TELESA T ROZUMIME ZOBRAZENI

a, ay, - 4y
. . Gy Gyt Ay,

A:mxn—>T, A:(z,])—>al./.eT. TATO MATICE SE ZNACI A=| : NEBO
aml amZ amn

Az(aij). MNOZINU VSECH TAKOVYCH MATIC BUDEME ZNACIT T™". O MATICICH Z

MNOZINY T™" RiKAME, ZE MAJI m RADKU A n SLOUPCU , TJ. JDE O MATICE TYPU
(m,n).
V PRiPADE, ZE m=n, HOVORIME O CTVERCOVE MATICI STUPNE 7.

Diulezitym pojmem u matice je jeji hodnost:

HODNOST MATICE M TYPU (m,n) UDAVA MAXIMALNI POCET LINEARNE
NEZAVISLYCH RADKU, KTERY JE ROVEN MAXIMALNIMU POCTU LINEARNE NEZAVISLYCH
SLOUPCU DANE MATICE. ZNACI SE h(M)

1 2 3

3
6|ic n(4)=2. ...
2 4 6 2Je()’

Priklad: Hodnost matice M :(

— AN

1
jje h(M)=1, pro matici 4=|2
3

Hodnost matice 4 se nezméni (tj. z matice 4 vytvofime novou matici B o téze hodnosti), pokud s fadky
resp. sloupci provedeme nékterou z téchto elementarnich uprav:
1. napiSeme fadky (resp. sloupce) matice A v jiném poradi
2. nasobime néktery fadek (resp. sloupec) matice A nenulovym skaldrem
3. priddme k matici A tadek (resp. sloupec), ktery je linedrni kombinaci ostatnich fadka (resp.

sloupcti)

4. vynechame v matici A fadek (resp. sloupec), ktery je linearni kombinaci ostatnich radkt (resp.
sloupcii)

5. pfi¢teme k nékterému fadku (resp. sloupci) matice A linearni kombinaci ostatnich fadkt (resp.
sloupcii)

V tom pripad¢€ se matice nazyvaji ekvivalentni matice.
Operace, které je mozné provadét s maticemi jsou tyto:

PRO MATICE A:(a) A Bz(b) TYPU (m,n) SE DEFINUJE SOUCET MATIC A+B

i i
JAKO MATICE C TYPU (mn), PRO KTEROU PLATI: C:(cij), KDE ¢;=a;+b; PRO
i=L2,...m, j=L2,..,n.

PRO MATICI A:(aij) TYPU (mn) A AeT SE DEFINUJE NASOBEK MATICE A4
SKALAREM A A4 JAKO MATICE D TYPU (m,n), PRO KTEROU PLATI: Dz(dij), KDE
dj=Aa; PRO i=12,...,m, j=12,..,n.

PRO MATICE Az(aij) TYPU (m,n) A B=(bij) TYPU (n,k) SE DEFINUJE SOUCIN MATIC
AB JAKO MATICE F TYPU (m,k), PRO KTEROU PLATI: Fz(ﬁ), KDE fij:i:aisbsj PRO
s=1
i=L2,.,m, j=12,..,k.

n
Pozndamka: Formuli f, = Zaisbsj z definice soucinu dvou matic Ize opsat slovy tak, Ze nasobime i-ty radek
s=1

matice A j-tym radkem matice B.

Nasobeni matic neni obecné komutativni!!!

Tak jako v grupach a télesu (viz odstavec 2.2.2) existoval jednotkovy prvek, existuje ,,jednotkovy prvek*
i pro matice - je jim jednotkova matice:

11
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01 -0 o . y
MATICE E, =| . SE NAZYVA JEDNOTKOVA MATICE STUPNE m.

Podobné jako existoval v grupach a télesech (viz odstavec 2.2.2) prvek inverzni k danému prvku, existuje
»Hinverzni prvek® i pro matice - je jim inverzni matice:

CTVERCOVA MATICE M™', PRO KTEROU PLATI M 'M=MM"'=E, SE NAZYVA
INVERZNI MATICE KE CTVERCOVE MATICI M.

Najit inverzni matici M~ k matici M je mozné nékolika zpiisoby:

1. pomoci nasobeni dvou matic (piesné podle definice inverzni matice a definice nasobeni matic) s
tim, ze budeme fesit soustavu nékolika rovnic, v nichz neznamé budou jednotlivé koeficienty
hledané inverzni matice M ™

2. ,fintou”, kterad spociva v tom, Ze si napiSeme danou matici M a jednotkovou matici do ,,velké
matice* (M 'E ) a pomoci povolenych tprav matic (nasobeni fadku, pficteni fadku k jinému
fadku, vyména tadkd, ...) dojdeme do tvaru, kdy jednotkova matice E bude ,,v levé Casti velké

matice* - ,,v pravé ¢asti velké matice* pak bude matice M, t. (E M _1)

1 2
Priklad: Naleznéte inverzni matici k matici M =( 3 OJ'

y . . . 1 2 .
Reseni: K nalezeni inverzni matice k matici M :[ 3 Oj pouZzijeme pravé popsanou ,,fintu“. Podle navodu

o . 2I11 0 , 1 211 0 -3 00 1
vytvofime matici , kterou budeme dale upravovat:
-3 00 1 -3 0/0 1 1 21 0
1 1
3 00 1 1o” 3 . . 12y N
= . Inverzni matice k matici M = je tedy matice M~ =
0 63 1 0 13 1 -3 0 11
6 6 2 6

L . 4 1({0 =2
Tuto matici je mozné dale upravit na tvar M~ = 8[3 { ] .

Pro inverzni matice plati tato pravidla:
-1
Lo(M7) =M
_ 1. _ .
2. (AM) ! :EM ' kde A €T je nenulovy skalar

3. (M My My M) = MM MG M
Na zékladé existence inverzni matice se matice déli do dvou disjunktnich skupin:
MATICE, K NiZ EXISTUJE INVERZNI MATICE, SE NAZYVA REGULARNI MATICE. V
OPACNEM PRiPADE SE NAZYVA SINGULARNI.
Pii pocitani s matice je mozné se téz setkat s matici transponovanou:

NECHT MATICE M:(a,,

U) JE TYPU (m,n). MATICIi TRANSPONOVANOU K MATICI M

ROZUMIME MATICI MT:(bji) TYPU (n,m), KDE (bji)z(aij) PRO i=1,2,..m, j=12,...n.

1
1 2 -3
Ptiklad: matici transponovanou k matici M :(5 4 Oj jematice M" =| 2 4.
-3 0

Pro transponované matice plati tato pravidla:
T
Lo (M) =M

2. (AM )T =AMT kde A eT jenenulovy skalar

-
30 (My+My+ o+ My, + M) =M +MT + .+ ML+ M
4. (

T T 24T T 24T
M\ My... M M) =My M ..M, M

12
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2.3.2 Pouziti matic pri FeSeni soustav rovnic

Pii feSeni soustavy rovnic hraje dilezitou ulohu matice stupnovitého tvaru:

MATICE M TYPU (m, n) SE NAZYVA MATICE STUPNOVITEHO TVARU, MA-LI TVAR:

0 - 0 a * .. *
o 0 -- 0 ay, x ... *

M=|: A : * 1, KDE 1<i <i, <...<i, <n, keN,
o 0 - 0 ay * - %
o 0 -- 0

a

, #0na, #0A..Ana; #0 A * ZNACI LIBOVOLNY PRVEK Z TELESA T.

Specialnim pfipadem matice stupniovitého tvaru je matice trojuhelnikova.

Vyznamnou roli hraji matice pfi feSeni soustavy rovnic, kdy maticovy zapis vyrazné zptehledni feSeni
této soustavy a eliminuje moznost vzniku chyby.
Uvazme soustavu m linedrnich rovnic o #» nezndmych x,, x,,...x, ve tvaru:

a,x, +a,x, +..+a,x, =b

Ay X, +apX, + ...+ a,,x, =b,

kde a;,
a.,x +a,x,+..+a x =b_,

mn~“"n

b by, .nb, €T

SOUSTAVA ROVNIC SE NAZYVA HOMOGENNIi, JESTLIZE b =0 PRO i=L2,.,m.
SOUSTAVA ROVNICE SE NAZYVA NEHOMOGENN{, JESTLIZE b #0 ALESPON PRO JEDEN
INDEX i=1,2,....,m.

Pro snadné urCeni fesitelnosti dané soustavy rovnic se zavadi dvé matice:

a, 4 4
Ay Gyp vt Oy, I
MATICE A=| SE NAZYVA MATICE SOUSTAVY ROVNIC. MATICE
aml amZ amn
all a12 a]n b]
* Ay Gy Ay, b Lo e ,
A =| SE NAZYVA ROZSIRENA MATICE SOUSTAVY ROVNIC.
aml amZ amnbm

Na zakladé hodnosti matice soustavy rovnic a hodnosti rozsifené matice soustavy rovnic je mozné urcit
pocet feseni dané nehomogenni soustavy rovnic (matematicky se jedna o Frobeniovu vétu):

1. h(A4)=h (A*) =n - soustava rovnic ma pravé jedno feseni
2. h(A4)=h (A* ) < n - soustava rovnice ma nekone&n& mnoho feseni
3. h(A)=h (A*) - soustava rovnic nema zadné fedeni.
Homogenni soustava rovnic ma vzdy netrividlni feSeni (alespoil jedno z x; pro i=12,..,n je

nenulové), pravé kdyz h(A4)<n.

Postup, kterym je mozné pomoci maticového zapisu vyfeSit soustavu m rovnic o n neznamych,
formuloval uz Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855). Na jeho pocest se tato metoda nazyva Gaussova elimina¢ni
metoda:

1. pomoci elementarnich Uiprav pievést rozsifenou matici soustavy rovnic na matici stupnovitého
tvaru

2. v pfipadé, Ze ma soustava feSeni, pak m—n neznamych (je-li m—n>0) zvolit jako parametr
(pokud m =n tento krok odpada)

3. pomoci tzv. zpétného chodu dopocitavat jednotlivé nezndmé ,,odspodu‘‘ matice stupiiovitého tvaru
- vypocitat a dosadit do fadku o jeden vyse

2.4 Determinanty

2.4.1 Definice, zakladni vlastnosti
Determinant je pojem, ktery souvisi pfimo s maticemi. Jedna se o Cislo, které ze €tvercové matice

v

ziskame piedem definovanym zpiisobem. Nejjednodussi je determinant matice druhého stupné.
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NECHT T JE TELESO A a,b,c,de€T. DETERMINANTEM MATICE DRUHEHO STUPNE

b
=ad —bc.
d

b
(a dj ROZUMIME PRVEK ad—-bceTl . ZAPIS:
C C

Pozndmka: Determinant matice A byva nékdy zvykem znacit téz det A.

Podobnym zplsobem je mozné vypocitat i determinant matice tfettho stupné. Vypocet tohoto
determinantu je mozny pomoci Sarrusova pravidla:

Ay G Gy
Ay, Gy Oy | = Ay sy + A0y, 05, + Q305,05 — A),0y,05, — 01585,05; — d33a5,d5, - Pamatovat si Sarrusovo pravidlo
@ 43 dsy

v tomto tvaru je asi dost naro¢né (i kdyz jistou zavislost pro vytvoreni néjaké mnemotechnické pomicky by se

NS

a, 4, 4y ay 4, ap|dy 4y
stupné. Staci si determinant |a,, a,, a,| piepsat do pomocného tvaru |a,, a,, ay|a, a,, anyniuZfesit
a3 Ay Ay a3 Q3 Ayl Ay
analogicky jako determinant matice druhého stupné. Na tfech ,,diagonalach®, které mifi ,,zleva shora doprava
doli” vynasobime prvky a vzniklé souciny seCteme. Na tiech ,,diagonalach®, které jdou ,,zleva zdola doprava

nahoru® opét vynasobime prvky a vzniklé souciny secteme. Tento vysledek odecteme od souctu ziskaného z
diagonal jdoucich ,,zleva shora doprava doli** a determinant je vypocteny.

1 -1 2
Pfiklad: Vypoctéte determinant matice | 2 4 -3
-1 0 1
1 -1 2|1-1
Redeni: Determinant si piepiSeme v pomocném tvaru [2 4 -3[2 4 a nyni uz miZzeme poditat:
-1 0 1|-10
1.4.1+(-1).(-3).(-1)+2.2.0-(-1).4.2-0.(-3).1-1.2.(-1) . Po vy¢isleni dostaneme: 4-3+0+8+0+2=11.
1 -1 2
Tedy |2 4 -3|=11.
-1 0 1

w7

2.4.2 Vypocet determinantii vysSich stupii
Determinant ¢tvercové matice vyS$iho stupné nez tii se pocita podle jistych pravidel. Odvozeni téchto

pravidel jde ale za ramec stfedoSkolské matematiky a nebudeme je zde proto uvadét. Pripomeneme vlastnosti
determinantti:

1. determinant jednotkové matice je |

2. vyménou libovolnych dvou fadkl se zméni znaménko determinantu

3. ma-li matice libovolné dva fadky stejné, pak jeji determinant je nulovy

4. vynésobenim libovolného tadku matice nenulovym skalarem A se determinant pfisluSné matice

zvysi A -krat
5. determinant singularni matice je nulovy; determinant regularni matice je nenulovy

2.4.2.1 Soucin prvkii na hlavni diagondle

V piipadé¢, ze je nutné vypocitat determinant vysSiho nez tretiho stupné, je mozné pouzit nasledujici
pravidlo: Upravime-li matici do trojuhelnikového tvaru, tj. pod hlavni diagonalou jsou samé nuly, je hodnota
determinantu rovna soucinu prvkil na hlavni diagondle. Pii upravach je tfeba dbat na to, abychom hodnotu
determinantu nezvysovali. Zejména bod 4 z praveé uvedenych vlastnosti determinanti by mohl ptisobit potize. Je
tedy mozné nasobit libovolnym nenulovym realnym cislem A libovolny fadek determinantu. Pokud ale s
fadkem nic neprovadime, hodnota determinantu se A -krat zvysi. Nasobime-li fadek, ktery potom pficitame k
dal$imu, neni nutné provadét zadné korekce pii vypoctu determinantu - jeho hodnota se tim neméni.

Konkrétngji asi vse vysvétli nasledujici piklad.

31111
1 2111
Priklad: Vypoctéte determinant {1 1 3 1 1.
11121
1 1113

Redeni: Determinant vypoéteme zejména s vyuzitim bodu 4 uvedeného ve vlastnostech determinantil. Aby se
hodnota determinantu nezménila, je tfeba uvazovanym skalarem A determinant ihned vyd¢lit:
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31111 B 1111 301 1 1 1
12111 1 211 1)(3) | 0 -5 2 =2 -2/.(-2)
1131 1=t 131 1(3)=—+]0 2 -8 2 2 =
1112111121.(—3)(_3)0—2—2—5—2
111 13 |t 11 1 3.(3) 0 -2 2 -2 -8
31 1 1 1 301 1 1 1
0 -5 2 -2 =2 0 -5 -2 =2 =2
-~ 0 =36 6 -6 .(—%j: Lo 0o 3 -6 -6 -
(35 0 6 21 -6 )5 0 0 20 -s
0 0 -6 -6 -36 0 0 0 -5 -35.(4)
11 1 1
-5 2 2 =2
1 3.(-5).(-36).(-20).135

0 36 -6 -6 = )
0 0 20 -5 (3)5(-4)

0 0 0 135.(-4)

Il
S O O O W

Problematika A - nasobku snad vynikla a byla vysvétlena. Ve tfetim kroku, kde se nasobi tieti tadek
. . 1 wi s L . a y o
determinantu skalarem [—gj se zadna korekce na vypocet determinantu neprovadi, protoze tento tieti fadek

pricitame k radku ctvrtému a patému. V ostatnich pfipade je nutné korekce provést, protoze vzdy nasobime
tadek, do néhoz se pficita, tj. se faddkem samotnym se vlastné jakoby nehybe.

2.4.2.2 Rozvoj podle daného sloupce nebo Fadku

Diive nez za¢neme s vypoctem determinantu pomoci rozvoje podle daného sloupce resp. fadku, je tfeba
zavést nekteré dilezité pojmy.

NECHT MATICE A:(aii) JE TYPU (m,n). VZNIKNE-LI MATICE M TAK, ZE Z MATICE

ylyyeens
’ e .. . . . . , 9 12> 522> %h
A VYNECHAME RADKY i,i,,....i, A SLOUPCE j, j,,..., j,, BUDEME PSAT M =4 ( : ) ]
.]19 .]2""’ ]k
A BUDEME RIKAT, ZE MATICE M JE SUBMATICE MATICE A.

1 2 3 45 1 3 1
Ptiklad: Je dana matice 4=/ 0 1 2 3 4/|.Urete 4° {2 J a A’ (2 4) '
1 01 2 3

5

L 1 3

Reseni: Submatice 4’ [2 3) vznikne z matice 4 vynechanim 1. a 3. fadku a 2. a 3. sloupce, tedy z matice
L (1 3

4 |. Proto dostdvame: A 5 3 =(0 3 4).

3

1 0 2 4
Analogickym postupem dostaneme: A4° = .
SICKYI POSTP (24)[-113}

Pomoci submatice dané matice je mozné zavést téz subdeterminant a algebraicky doplnék.
NECHT M, MATICE TYPU (k,k), JE SUBMATICE MATICE A TYPU (m,n), KDE

lskﬁmin(m,n). PRVEK detM:|M| SE NAZYVA SUBDETERMINANT MATICE 4.

NECHT MATICE A:(aij) JE CTVERCOVA MATICE STUPNE m. PRO SUBMATICI

i i+j N N
j ZAVADIME Aij*:dethdetAg[ j A DALE DEFINUJEME 4, =(-1)" 4, PRICEMZ
J J

PRVEK 4; SE NAZYVA ALGEBRAICKY DOPLNEK PRVKU g; V MATICI 4.

i

MzAg(

Nyni je mozné napsat rozvoj determinantu pomoci daného sloupce: Pro matici typu 4 typu (m, m) a pro

i,prokteré 1<i<m,plati: det A =a, 4, +a, 4, +...+a,4,.

Analogicky je mozné postupovat pfi rozvoji determinantu pomoci daného fadku: Pro matici typu 4 typu
(m,n) aproi,prokteré 1<i<m,plati: det 4 =a, 4, +a,4, +..+a,4

im*7im *
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Tento zpisob vypoctu determinantu je mozné pouzit v pripadé determinanti vysSSich stupiit, které
obsahuji v nékterém sloupci ¢i fadku ,,velké mnozstvi nul“. V ten okamzik se vypocet determinantu vyrazné
urychli. Nicméné tato pravidla maji obecnou platnost.

3 02 -1 2

. . -1 5 1

Priklad: Vypoctéte determinant matice M = s 3 2
-1 -1 0 -2

Regeni: Vzhledem k tomu, Ze se jedna o determinant &tvrtého stupng, nemiizeme pouzit Sarrusovo pravidlo. To
bychom mohli pouzit az na determinanty tfetiho stupné, které vzniknou po rozvoji determinantu dané matice
napt. podle prvniho sloupce:

32 -1 2
1 -1 5 1
0 2 -3 2 = a4, +ay 4, +ay 4y + a4, =
-1 -1 0 =2

2+1 4+1

= anAﬁ (_1)1“ +a21A2+1 (_1) +a31A3+1 (_1)3+1 +a41A4+1 (_1) =

-1 5 1 2 -1 2 2 -1 2 2 -1 2
=3.(-1)" 2 3 20+ (=1)"2 3 2(+0. (=) 1 5 1|+(=1).(-0)" 1 5 1=
-1 0 -2 -1 0 -2 1.0 2 2 32

-1 5 1} (2 -1 2| (2 -1 2
=32 -3 2|-|2 -3 2|+|-1 5 1|= (nynipouzijeme Sarrusovo pravidlo)
-1 0 -2/ -1 0 -2/ |2 -3 2

-1 5 1|-15 |2 -1 2(2-1 |2 -1 2/2-1
=32 3 2(2-3-|2 -3 2(2-3+-1 5 1|-15=
-1 0 -2-10 |-1 0 -=2/-10 |2 -3 2(2-3

3 (- 1)( 3)( 2)+5.2.(=1)+1.2.0-((~1).(-3).1+02.(-1)+(-2) 2.5) |-
~[2.(-3).(-2)+ (-1)-2.(~1)+22.0—((-1).(-3) 2+02.2+(-2).2.(-1)) ]+
[252+4(=1)12+2.(-1).(-3)—(2.52+(-3).12+2.(-1).(-1)) | =

=3(~16+17)—(14-10)+(24-16)=3-4+8=7

+

2.4.3 Pouziti determinanti
Vyznam determinanti spociva v jejich pouziti pii feSeni soustavy rovnic. Kromé Gaussovy eliminaéni
metody (viz odstavec 2.3.2) je mozné k feSeni soustavy m rovnic o n neznamych, kde m = n , pouzit Cramerovo

i

. . . A
pravidlo publikované S§vycarskym matematikem Gabrielem Cramerem (1704 - 1752): Plati: x; :X pro

i=12,..,n,kde A je determinant matice soustavy linearnich rovnic (viz odstavec 2.3.2) a A, je determinant

matice, kterou ziskdme z matice soustavy linearnich rovnic tak, Ze i-ty sloupec nahradime sloupcem pravych
stran soustavy linearnich rovnic.

Otazkou je, zda se jedna o velkou vyhodu. Resit napf. soustavu 5 rovnic o 5 nezndamych znamena pii
pouziti Cramerova pravidla vyfesit 6 determinantll paté¢ho stupné. Mozna, ze Gaussovou eliminaéni metodou se
dostaneme k vysledku diive ... Ale to zavisi na konkrétnich prvcich matice - pokud jich bude ,né€kolik na
spravnych mistech” nulovych, vypocet determinantt se zjednodusi.

2.5 Systemy souiadnic

V matematice a ve fyzice je tfeba vySetiovat rizné ulohy, které se vyrazné zjednodusi, pokud si tlohu
prekreslime do systému soufadnic. Podle zadani tilohy a zptisobu vypoctu je mozné volit z nékolika systémi
soufadnic.

2.5.1 Kartézskv systém souiadnic

Za nazev kartézského systému soufadnic je zodpovédny francouzsky filosof, matematik, fyzik a fyziolog
René Descartes (1596 -1650), ktery zacal v matematice jako prvni hledat souvislosti mezi geometrii a algebrou.
Proto byl po ném pojmenovan nejjednodussi systém soutfadnic. Soustava soufadnic (a nejen kartézska) slouzi
jednak geometrickému nahledu na danou situaci a jednak umoziiuje pomoci algebraickych struktur a pravidel
pocitat zakladni veli¢iny spojené s timto systémem soufadnic.

Kartézska soustava soutfadnic v roviné (resp. prostoru) je tvofena dvémi (resp. tfemi) navzajem kolmymi
osami x a y (resp. x, y a z), které¢ se protinaji v pocatku soustavy souradnic O. Timto zpisobem je zvolena
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ortogonalni (pravothld) soustava souradnic, ktera je specidlnim pfipadem tzv. kosotihlé soustavy soufadnic,
kde soutadnicové osy sviraji libovolny uhel. Tento obecny pfipad ale probirat nebudeme, protoze se pouziva jen
ve zcela vyjimecénych ptipadech.

Pomoci dvou (resp. tfi) vektori eT a 5 (resp. eT , g a Z ), které lezi postupné na osach x a y (resp. x, y
a z) zvolime tzv. bazi kartézského systému soufadnic, tj. vektory, pomoci nichz je mozné vyjadfit soufadnice
jakéhokoliv bodu a vektoru v daném kartézském systému soufadnic (obsirngji je baze popsana v odstavci 2.2.2).

Zvolime-li uvazované vektory tak, aby e, = (1,0;0), e, =(0;1,0) a e =(0;0;1), ziskime tzv. normované
vektory, tj. vektory, které maji jednotkovou velikost, tj. ‘ej‘ = ‘g‘ = ‘g =1.

Timto zpisobem byl vytvofen ortonormalni (ortogonalni a normovany) systém soufadnic.
»Speciality kartézskych souradnic:
1. jedna zuvazovanych soufadnic je konstantni - ziskdme rovinu, ktera je kolma k ose, jejiz
soutadnice je konstantni (napf. vSechny body, pro néz z =7 vytvofi rovinu, ktera je kolma k ose
Z a tuto osu protind v bod¢ z=7)
2. dvé soufadnice konstantni - ziskame pfimku, ktera je rovnobézna s tieti osou (napf. vSechny body,
pro které je x=5 a y =-2 vytvoii pfimku rovnob&znou s osou z, ktera protne rovinu xy v bod¢

[5:-2])
Kartézské soutadnice v tfirozmérném prostoru se dale rozlisuji na:
1. pravotocivé - viz obr. 2; v takovém systému soufadnic plati: e; = ¢ x e,
2. levotoCive™- viz obr. 3; pro vektory baze e, , e, a e, plati: e; = e, x¢

Rozdil mezi pravotoCivym a levotoCivym kartézskym systémem souiadnice se bézné piili§ neprojevi.
Rozdily se objevuji v okamziku, kdy pocitdme néjaky ptiklad (vektory, derivace, ...) po slozkach. Pravotocivy
systém se vétSinou pouziva ve fyzice, levotoCivy v matematice.

obr. 2

2.5.2 Polarni souradnice

Poléarni soufadnice jsou soufadnice rovinné. Jsou urCeny pocatkem (pdlem) O a polarni osou o, ktera
prochazi pocatkem (polem) O. Polohu libovolného bodu A4 uré¢ime v polarnich soufadnicich (viz obr. 4):

1. vzdalenosti » bodu 4 od polu O; jedna se o velikost vektoru 04, ktery se nazyva polohovy vektor
(radius vektor, pruvodi€); r je realné nezaporné Cislo
2. zakladni velikosti orientovaného uhlu ¢, ktery se nazyva polarni uhel (argument, amplituda);
uthel ¢ je zintervalu (O; 27[) (otevienost intervalu u hodnoty 27 je zduvodu zabranéni
duplicitam)
Poloha bodu 4 je tedy dana v podstaté¢ polomérem kruznice se stiedem v bod¢ O, na niz bod 4 lezi, a

uhlem, ktery svira v kladném sméru jeho privodic s osou o. Timto zpisobem je tedy zavedena polarni soustava
soutadnic Org.

T

obr. 5

-

AN

obr. 4

»Speciality” polarnich soutadnic:
1. 7 =konst. - ziskame body, které lezi na kruznici o poloméru r se stiedem v pocatku
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2. @=konst. - ziskame body, které¢ lezi polopfimce prochazejici po¢atkem O, ktera svira s osou o
kladn¢ orientovany tihel ¢

Chceme-li vyjadfit polarni soufadnice bodu A= [r; gp] v kartézské soustavé soufadnic, tj. urcit
A=[x,;y,],Je mozné pouzit obr. 5. Z tohoto obrazku je mozné uréit: x, =rcosp a y, =rsing.

Pro opacny prevod, tj. pfevod z kartézské soustavy souradnic do polarni soustavy soufadnic, je mozné téz
pouzit obr. 5 a pravé odvozené vztahy. Z obrazku je zfejmé, Ze r=./x, +y; , coz vyplyva i ze vztahil
x, =rcos@ a y, =rsing, které staci dat na druhou a secist. Z téchto vztahli je moZné podilem vyjéadrit i thel
p: Yo _rsing

: =tgp.
X, Frcosg

Tento vztah je tieba ale jesté okomentovat, protoze funkce tangens je nespojita a pro nékteré hodnoty je
nedefinovana:

1. ¢)=arctgy—A pro x, >0 a y, >0
A

2. ¢=% pro x, =0 a y, >0

3. (p=7z+arctgy—A pro x4, <0 a y, eR
A

3
4, ¢)=7ﬁ pro x, =0 a y, <0

5. go:27r+arctgy—A pro x, >0 a y, <0
'xA
Pravé uvedeny rozpis neni nutné si pamatovat, staci jen premyslet a védét, ze hodnota uhlu ¢ je

z intervalu (0; 27r) .

2.5.3 Cylindrické (valcové) souradnice

V odstavci 2.5.2 byly popsany polarni soutadnice v rovin€. Jejich tfirozmérnou analogii jsou soufadnice
cylindrické (vélcové). K rovin€, v niz jsou zavedeny polarni soufadnice, vedeme kolmici z pocatkem (pdlem)
polarnich soufadnic O (viz obr. 6). Polarni soufadnice 7 a ¢ pak jsou soufadnicemi primétu A" daného bodu 4

do roviny, v niz jsou poléarni soufadnice zavedeny. Timto zplisobem je tedy zavedena cylindricka (valcova)
soustava soufadnic Orez .

»Speciality cylindrickych soufadnic:
1. r=konst. - ziskdme body, které lezi na rota¢nich valcovych plochach se spole¢nou osou z
2. @ =konst. - ziskame body, které lezi v polorovinach, jejichz hrani¢nimi pfimkami je osa z
3. z=konst. - ziskame body, které lezi v rovinach kolmych k ose z
Chceme-li nyni vyjadfit soufadnice bodu A= [r; o; z] v kartézské soustavé soufadnic, tj. urcit
A= [x; V; z] je mozné postupovat podle obrazku obr. 7. Z obrazku je vidét, Ze pro x-ovou a y-ovou soufadnice
libovolného bodu, jehoz soufadnice jsou udany pomoci cylindrického systému soufadnic, plati: x=rcos@ a
y=rsing. Tedy naprosto totéz, jako pro prevod soufadnic polarnich na kartézské (viz odstavec 2.5.2). Treti
soufadnice zlstava beze zmény, tedy z =z .
z

A

.._+

-

\ :5"7 <

A o A

br. 6
oor obr. 7
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Pro inverzni pfevod, tj. pfevod soufadnic kartézskych na soutadnice cylindrické, je situace opét podobna

jako v odstavcei 2.5.2. Pro libovolny bod, jehoZ soufadnice v kartézské soustavé soufadnic jsou 4 = [x; Vv, z] po

ptevodu do cylindrickych soufadnic plati: » = /x* +* , tgp = R tedy ¢ = arctgZ a z =z . Diskuse pro thel
b X

@ je uvedena v odstavci 2.5.2. Kdyz si ale uvédomime defini¢ni obor uhlu ¢ a vlastnosti funkce tangens, je
mozné vSechny pfipady (znaménka soufadnic x, y a nulovost soufadnice x) dat dohromady bez jakychkoliv
problému.

V ptipadé, ze by kartézsky systém byl levotocivy, vyméni se x-ové a y-ové soutadnice.

2.5.4 Sférické (kulové) souradnice

Stérické (kulové) soufadnice je mozné zavést nasledujicim zpisobem. V prostoru zvolime rovinu a v ni
bod O, ktery bude pocatkem sférické soustavy soufadnic. Bodem O pak v této zvolené rovin¢ vedeme
polopfimku o, . Dale vedeme bodem O piimku o, kolmo ke zvolené roviné. Polohu libovolného bodu A4 v této

soustavé soutfadnice uré¢ime (viz obr. 8):

1. vzdalenosti » bodu 4 od pocatku O soustavy soufadnic; jedna se o velikost vektoru 04, ktery se
nazyva polohovy vektor (radius vektor, privodic); r je realné nezaporné Cislo

2. velikosti orientovaného thlu ¢, ktery svira polopiimka o, s polopiimkou OA4", kde A4’ je primeét
bodu 4 do zvolené roviny; tthel ¢ je z intervalu <0; 27[) (otevienost intervalu u hodnoty 27 je
z diivodu zabranéni duplicitam)

3. velikosti orientovaného thlu &, ktery svird polopiimka OA s pfimkou o, ; Gthel $ je z intervalu
(0:7)

»Speciality sférickych souradnic:

1. r=konst. - ziskdme body, které¢ lezi na soustiednych kulovych plochach se sttedem v pocatku O

2. @ =konst. - ziskdme body, které lezi v polorovinach, jejichz hrani¢nimi pfimkami je pfimka o,

3. 9 =rkonst. - ziskdme body, které lezi na rotaénich kuzelovych plochach s vrcholem v poc¢atku O a
s osou splyvajici s pfimkou o,

0, z

-

obr. 8
obr. 9

Chceme-li nyni vyjadfit soufadnice bodu A=[r;p; 9] v kartézské soustavé soufadnic, tj. urdit

A= [x; V5 z] , je mozné postupovat podle obr. 9. Z tohoto obrazku je mozné urcit x-ovou, y-ovou a z-ovou

soufadnici libovolného bodu. Nejprve je tieba uréit vzdalenost pocatku O sférickych soutradnic od primétu
daného bodu do roviny polarnich soufadnic, tj. do roviny xy (na obrazku se jedna o pramét bodu 4 - bod 4" 4").
Tato vzdalenost je |OA’| = |OA|sin3 =rsin g |0A'| = |0A|sin9 =rsind. Nyni je mozné jiz uréit x-ovou

soufadnici daného bodu: x:|OA’| cosp =rsindcose. Analogicky pro y-ovou soufadnici dostavame:
y =|04'|sin ¢ = rsin 9sin ¢ . Soufadnice z je nejjednoduddi: z =rcos 9.

Zpétny pievod, tj. ptevod ze soutfadnic kartézskych do sférickych vyplyva rovnéz z obr. 9. Plati:
r=yx*+y*+z°. Uhel ¢ zintervalu (0;27) lze urdit na zikladé platnosti téchto dvou vztahi:

Y _r
VX' +y? P +y° '

z nichz je mozné thel 4 urcit: sin 9 =

z

sing = a cosp= Konec¢né pro uhel ¢ zintervalu (0; 7r> plati nasledujici podminky,

m_ \/xz+y2 _\/ x2+y2 z z

= = cosd=—=———a2a
r \/xz+y2—|-z2

2 2 2 B 2 )
Xty +z r X +y +z

tg8=
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V piipadg, Ze by kartézsky systém byl levotocivy, zaméni se x-ové a y-ové soufadnice.

2.6 Transformace kartézského systému souvadnic
Nejbéznéji pouzivanym systémem soufadnic a nejjednodussim na vypocty je kartézsky systém souradnic
(viz odstavec 2.5.1). Neékdy je téz Gcelné systém soufadnic transformovat tak, aby Iépe vyhovoval feseni dané
ulohy. Vyklad provedeme pouze pro kartézsky systém soufadnic. Ten je mozné transformovat:
1. posunutim - posunutim celého systému soufadnic tak, Ze pocatek soustavy soufadnic piejde do
bodu o soufadnicich [x,; y, |

2. otocenim - otoceni kolem daného bodu (v nejjednodussim piipadé kolem pocatku kartézského
systému soufadnic) o thel
2.6.1 Kartézsky systém souradnic v roviné

Kartézsky systém soufadnic v roviné je dan dvéma navzajem kolmymi osami x a y a pocatkem O:
hovotime o kartézském systému souiadnic Oxy.

2.6.1.1 Posunuti
Pii posunuti piechazi kartézsky systém soufadnic Oxy na systém soufadnic Ox'y’ jak je ukazano na obr.

10.

Pii ptechodu od kartézského systému Ox'y’ ke kartézskému systému Oxy plati nasledujici transformaéni
vztahy: x=x"+x, a y=y"+y,.

Pii pfechodu od necarkovaného systému k carkovanému systému plati vztahy, které z predchozich
ziskame jednoduchou matematickou Gpravou: x'=x—x, a y'=y—y,.

Bod o soufadnicich [xo; yo] (v necarkovaném systému soufadnic) uruje bod, do kterého se posunul

pocatek carkovaného systému soutadnic.
S vyuzitim maticového poctu (viz odstavec 2.3) je mozné vySe uvedené transformacni vztahy vyjadrit

o (1)) o )-GO

2.6.1.2 Otoleni

relativn€ jednoduché vztahy, které je mozné odvodit z obr. 11.

Bod 4 mé v ¢arkované soustavé souiadnic (tj. v té, kterd byla oproti necarkované soustave otoc¢ena o tihel
a v kladném smyslu) souradnice 4 = [x/;; y;] , Tentyz bod ma v ne¢arkované (ptivodni) soustavé soufadnic
soufadnice A =[x,;y,]|. Z obr. 11 je vid&t, Ze pro x-ové soufadnice plati: x, =a—b=1x, cosa—y) sina.
Analogicky pro y-ové soufadnice lze psat: y, =c+d =x, sina+y, cosa .

Je tedy mozné napsat transformacni rovnice pifi prechodu od c¢arkované soustavé soufadnic
k ne¢arkované: x=x'cosa—y'sina a y=x'sina+y'cosa. Tyto transformacni rovnice je mozné zapsat

) o x cosa -—sina )\ x'
s vyuzitim matic (viz odstavec 2.3): [ j :( j[ j .

y sina  cosa J\ )
vt }r,L R y
¥
u.
i i o ) A -
% % S
C
v & By .
’ 0: *s b i
0 E x ‘
obr. 10 obr. 1 1

cosa -—sina

Matice, ktera vystupuje v pravé zformulovaném zapisu, tj. matice | .
sina  cosa

J byva v algebie

nazyvana matice prechodu od jedné soustavy soufadnic k jiné. Ve skute¢nosti se jedna o matici pfechodu od
jedné baze k bazi druhé, ale v tomto specialnim piipadé je mozné hovofit jen o soufadnicich. Neni to zcela
presné, ale postacujici. Podrobnéji je o bazich pojednéano v odstavcei 2.2.2.
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Pii hleddni inverzni transformace (tedy transformaci, kterd odpovida ptrechodu od necarkovanych
k ¢arkovanym soufadnicim) je mozné postupovat trojim zptisobem:
1. zopakovat pravé provedené odvozeni s drobné¢jSimi tipravami
2. vyuzit maticového zapisu transformacniho vztahu a k matici prechodu najit matici inverzni
3. pfi zaméné soutadnic x a y za soufadnice x' a y' nahradit thel ¢ thlem —a a uvédomit si, Ze
funkce sinus je licha, zatimco funkce kosinus suda
Vzhledem k tomu, ze odvozovani z obrazku by bylo hodné podobné, jako odvozeni ukézané, a zaména
uhlu za uhel opacny je velmi trividlni, pouzijeme druhy zptsob: najdeme inverzni matici k matici
(cosa —sina

. ) s vyuzitim znalosti z odstavce 2.3.1. Tento zptisob volime proto, abychom si uvédomili
sina cosa

pouzitelnost inverznich matic a zopakovali si jejich vypocet.

o e , .. .. [cosa —sina
Ptiklad: Najdéte inverzni matici k matici ( j

sina  cosa

Reseni: Pouzijeme metodu pomoci jednotkové matice:

1 0 cosa —sina 1 0 cosa —sina
0 1) | 0 sina+cos’al-sina cosa) | 0 1
0 1 |-sina cosa 0 1| —sinx cosa 0 1
“lcosa —sinal 1 0 ) |cosa Oll—sin’a cosasina) |cosa O
0 1|-sina cosa 1 0
"1 ol cosa sina) |0 1

cosa sina
—sina cosa

cosa —sina
sina cosa

1 0
—sina cosa

—sina cosa J

~

cos’a cosasina

cosa sina cosa —sina

J. Tedy inverzni matice k matici [ j je matice

—sina cosa sin cosa

Nyni je mozné napsat transformacni rovnici pro prechod od necarkovanych souradnic k ¢arkovanym:

y' —sina cosa

naznac¢ené nasobeni dvou matic a dostaneme: x'=xcosa + ysina a y'=—xsina+ ycosa .

x' cosa sina \[ x e . , D e e e, Y i
( j:( j[ ] Zjistit, jak budou vypadat rovnice pro x' a y' je jiz trivialni - staci provést
y

Nasledujici ptiklad ukazuje, kde je mozné se s timto typem transformace soustavy soufadnic setkat.

Priklad: Napiste obecnou rovnici elipsy, ktera ma tyto vlastnosti: stied elipsy je v pocatku soustavy soufadnic,
jeji hlavni osa svird s osou x thel 30°, délka hlavni poloosy je 5 a délka vedlejsi poloosy je 3.

Reseni: Nez napiSeme obecnou rovnici elipsy v soufadnicich x a y, nejprve vyfesime jednodussi tlohu: napiSeme
rovnici elipsy v soufadnicich x" a y', pfiemz osa x' svira s osou x pozadovany tthel 30°. Jinymi slovy:

v soustavé soufadnic Ox'y" lezi hlavni poloosa v ose x'. Takovou elipsu ale neni problém popsat obecnou

2 2

s . . “ . ; , X y . ;
rovnici. Vyjdeme z rovnice sttedové, kterou pak upravime na obecny tvar: —2+b—2 =1. Tuto rovnici upravime
a

na tvar b’x> +a’y"” =a’h’ a viechny &leny prevedeme na levou stranu rovnice b’x”* +a’y”” —a’h*> =0. Po
dosazeni: 9x"> +25y"* —225=0.

Nyni chceme napsat rovnici této elipsy v soustavé Oxy. K tomu budeme potfebovat transformacni vztahy
x'=xcosa+ysina a y =-xsina+ycosa. Ty nyni dosadime do odvozené rovnice elipsy:

. 2 . 2 ;e sy )
b*(xcosa+ysina) +a’(—xsina+ycosa) —a’b’ =0 a postupnymi Upravami ziskime:
b*x* cos® a+2b*xysinacosa +b*y” sin* a +a’x’ sin® @ —2a’xysina cosa +a’ y* cos’ a —a’h> =0
x’ <b2 cos’ a +a’ sin’ a)+ y <b2 sin® a +a* cos’ a)+ 2xy<b2 —az)sinacosa -a’h* =0.

Uz nyni je vidét, ze v obecné rovnici elipsy pfibyl navic clen, ktery obsahuje soucin xy. Po dosazeni hodnot ze
zadani dostaneme:
x’ (9 cos” 30°+25sin’ 300) +y° (9 sin® 30°+25cos’ 300) +2xy(9-25)sin30°c0830°-225=0
3.1 1.3 143
¥ 9.5+25.~ [+17 9.=+25.= |+ 2xy(9-25).—.—
4 4 7 4 4 w ) 2 2

52x% +84y> —3243xy =900 =0

-225=0

13x> +21y% —8/3xy-225=0.

Obecné rovnice elipsy, kterd vyhovuje zadani, ma tedy tvar 13x* +21y° —8+/3xy—225=0.
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2.6.1.3 Posunuti a otoceni

Transformace uvedené v odstavcich 2.6.1.1 a 2.6.1.2 je mozné kombinovat. Slozena transformace nemusi
byt obecné¢ komutativni, nicméné je mozné odvodit transformacni vztahy v konkrétnim piipad¢ na zaklade¢
poradi skladani transformaci.

V ptipad€ pouziti maticového zapisu pro otoceni, je mozné vztahy odvozovat velice lehce. Je tieba jen
davat pozor na provadéné matematické operace a na poradi jednotlivych transformaci:

. . X cosa —sina \( x' X,
1. posunuti a pak otoceni: =| . e resp.
y sina  cosa )\ y Yo
x") (cosa sina ) x-x,
y') \-sina cosa )\ y—y,
. : X cosa  sina \( x'+x,
2. otoceni a pak posunuti: = . , resp.
y —sina cosa )\ y'+y,

x") (cosa —sina)(x) (x,
y' sinad  cosa )\ y Yo

2.6.2 Kartézskv systém souiadnic v 3D prostoru

Kasrtézsky systém soufadnic v prostoru je dan tfemi navzdjem kolmymi osami x, y a z, které se protinaji
v jednom bode¢ - tzv. pocatku O: hovorime o kartézském systému soutadnic Oxyz.

2.6.2.1 Posunuti
Pfi posunuti prechazi kartézsky systém soufadnic Oxyz na systém soufadnic Ox'y'z'. Situace je

analogickd jako pii posunuti kartézského systému soufadnic v roviné (viz odstavec 2.6.1.1).

Pii pfechodu od Kkartézského systému Ox'y'z" ke kartézskému systému Oxyz plati nasledujici
transformacni vztahy: x=x"+x,, y=y"+y, a z=z"+z,.

Pii prechodu od necarkovaného systému k ¢arkovanému systému plati vztahy, které z ptedchozich
ziskame jednoduchou matematickou upravou: x'=x—-x,, y'=y—-y,a z'=z—z,.

Bod o soutadnicich [xo; Vo' zo] (v ne¢arkovaném systému soutadnic) urcuje bod, do kterého se posunul

pocatek ¢arkovaného systému soutadnic.
S vyuzitim matic (podrobnéji o maticich je pojednino v odstavci 2.3) je mozné pravé uvedené

! !
X X X, x x X,

transformacni vztahy vyjadrit takto: | y |=| »" |+| », | resp. | V' |=| ¥ |—| ¥,

’ ’

z z Z, z z Z

2.6.2.2 Otoleni
Otoceni kartézské soustavy Oxyz, pii kterém piejde na soustavu Ox'y'z’, je naro¢né na piedstavu i na

spravné zakresleni. Proto vztahy, které toto otoceni popisuji nebudeme odvozovat, ale pouze napiSeme jejich
vyslednou podobu.

Pii pfechodu od kartézského systému Ox'y’z' ke kartézskému systému Oxypz resp. od kartézského

systému Oxyz ke kartézskému systému Ox'y'z’, plati nasledujici transformacni vztahy:

x=x"cosa, +y'cosa, +z'cosa, resp. x'=xcosa, + ycos f, +zcosy,
y=x"cos B, +y'cos 3, +z' cos 5, y'=xcosa, +ycos 3, +zcosy,
z=x'cosy, +y'cosy, +z'cosy, z'=xcosa, + ycos S, +zcosy,,

kde
a,, B, 7, jsou velikosti Ghld, které svira kladna poloosa x’ s kladnymi poloosami x, y, z;

a,, B,, 7, jsou velikosti hlf, které svira kladna poloosa y’ s kladnymi poloosami x, y, z;
a,, B, v, jsou velikosti Ghld, které svira kladna poloosa z' s kladnymi poloosami x, y, z.

Hodnoty uvedenych deviti uhli nejsou samoziejmé nezavislé. Plati nasledujici vztahy (dalsi je mozné
ziskat cyklickou zdménou):

cos’ @, +cos” B +cos’ y, =1 cos ¢, cosa, +cos f3, cos B, +cosy, cosy, =0
cos’ a, +cos’ @, +cos’ a; =1 cosa, cos 3, +cosa, cos 5, +cosa; cos 5, =0

S vyuzitim maticového poctu (o kterém je detailné pojednano v odstavci 2.3) je mozné pravé uvedené
transformacni vztahy pfepsat ve tvaru:
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x cosa, cosa, cosa, \(x' resp. x cosa, cospf, cosy, \[x
y|=|cosf cospf, cosp | ¥ y'|=|cosa, cosfB, cosy, ||y
z cosy, cosy, cosy, )\z' z' cosa, cosf;, cosy, )\ z

Tato transformace je nesmirné dilezita pro zavedeni tenzord.

2.7 Matematicke vyjadiovani a zanedbavani

2.7.1 Matematické vyjadieni slovniho projevu
Ve fyzice se vétsina zakont, které popisuji urcité jevy, vyjadiuje pomoci matematického zapisu (vztahu).
U nékterych zakonti nebude tieba dilezité piesné znéni vztahu (nebo piesné znéni je natolik matematicky

vvvvvv

uvédomit si, na ¢em zkoumana veli¢ina zavisi. Proto je dobré seznamit se s nasledujicimi formulacemi:

1. veli¢ina a zavisi pfimo imérné na veli¢ing€ b (a je pfimo umérné b) - znamena, ze s tim, jak roste
(linearng) velicina b, roste také linearné a. Skutec¢nost, ze veliina a je pfimo umérna veli¢iné b, je
mozné zapsat timto zapisem: a ~ b (napf. obvod Ctverce je pfimo imérny délce jeho strany - ¢im
delsi je strana Ctverce, tim je vétsi i jeho obvod; ...).

2. veli¢ina a je nepfimo imérna veli¢in€ b - znamena, Ze s rostoucim b a klesa (nebo naopak), ¢ili
¢im veEtsi b, tim mensi a. Jako priklad 1ze uvést skupinu délnikd, ktefi maji postavit dim: ¢im vice
bude délniki, tim mensi ¢as budou potfebovat na stavbu domu.

3. konstantou umérnosti mezi veli¢inou a a b je k - znamena, ze veli¢inu a lze zapsat takto: a = kb
(napf. konstantou imérnosti mezi obvodem kruhu a jeho primérem je r, ...).

4. veli€ina a je imérna ¢tverci (druhé mocnin€) veli€iny b - znamena, Ze roste-li veliina b linearné,
roste veli¢ina a jako druha mocnina. Veli¢inu a lze v tomto ptipadé zapsat zépisem: a = kb* (napf-.
obsah kruhu je umérny druhé mocnin€ poloméru s konstantou umérnosti =, ...).

5. veli¢ina a je umérna n-t¢ mocning veli€iny b - lze chapat tak, Ze roste-1i veli¢ina b linearné, roste
veliina a jako n-td& mocnina. Zapis veli¢iny a: a =b" nebo a =kb" . Pfirodni zékony svéta, v
némz zijeme, jsou takové, Ze jen mala ¢ast veli€in zavisi na vétsi mocniné nez 2 resp. 3.

2.7.2 Priblizné vztahy aneb co lze zanedbat
Ve fyzice se Casto postupuje tak, Ze z jednoho vztahu (ktery je matematickym vyjadienim urcitého

vlastnosti daného jevu. Pfi odvozovani nékterych zavislosti se obcas stane, zZe nekteré veli€iny jsou natolik malé,
ze vysledek ovlivni velice nepatrné€. Takové veliiny pak miizeme zanedbat a vypocet (i pfislusny vzorec) si tak
zjednodusit. Je ovSem nutno pfihlizet, ne k tomu, jak je zanedbavana veli¢ina velka (resp. mald), ale k tomu, jak
je velka (resp. mala) vzhledem k jiné veli¢ing (konstant€).

Priblizné vztahy, které mnohdy usnadni vypocet, uvadime spolu s jejich odvozenim. VSechny uvedené

vztahy plati pro |g| <<1:

(1te) =142 +&’ =1£2¢

1 1 1xe 1x¢e . 1F¢ _
= —= 3 = :1+€
e 1xe 15 1-¢ 1
&Y A% &
\lligi\/li{f'ﬁ‘(zj Z\/(ligj =[1+—

2.7.3 ZjednodusSeni matematickych vyrazu

V matematice (a hlavné¢ pak v jejich aplikacich jako je fyzika, elektrotechnika, ...) se Casto pouzivaji
nasledujici zjednoduseni matematickych zapisi.

2.7.3.1 Kroneckerity symbol

Pro zkraceni n€kterych typti zapisi se pouziva tzv. Kroneckertiv symbol &, ktery je definovan takto:
1. 6;=0,jestlize i # j

2. 6;=1,jestlize i=j

Piiklad: V kartézské soustavé soufadnic jsou dany tii vektory: e, = (1, 0;0), e, = (0;1;0) a e = (0;0;1). Urcete
skalarni soucin libovolnych dvou téchto vektorti.

Reseni: Podle zadani vektor(i je ziejmé, Ze se jedna o vektory, které lezi postupné na osach x, y a z kartézského
systému soufadnic a jejichz velikost je 1. Uvazované vektory jsou tedy vzajemné kolmé (a tim padem linearné
nezavislé), takze tvori bazi kartézské soustavy soutadnic (o bazi podrobnéji v odstavci 2.2.2). Pro jejich skalarni
soucin bude platit: skalarni sou¢in dvou stejnych vektorti (podle definice z odstavce 2.8.1) bude 1, zatimco
skalarni sou¢in dvou ridznych vektorli bude nulovy (vektory jsou vzajemné kolmé). To je mozné pomoci prave

zavedeného symbolu zapsat takto: Ei_gj =4;.
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Pravé uvedeny ptiklad byl pomérné jednoduchy, nicméné v tad¢ situaci Kroneckertiv symbol znaéné
uleh¢i zapis.
Kroneckertiv symbol je vlastné jednotkovy tenzor druhého fadu (viz detailné odstavec 6.3.3).

2.7.3.2 Levi-Civitity symbol

Jedna se o dalsi symbol, ktery (stejné jako Kroneckerovo delta - viz odstavec 2.7.3.1) maze fadu priklada
zjednodusit. Vzhledem k tomu, ze se opét (jako u Kroneckerova delta) jedna o tenzor, je tento symbol (tenzor)
vysvétlen az v odstavci 6.4.

2.7.3.3 Einsteinovo sumacni pravidlo
Drive nez pfistoupime k vysvétleni Einsteinova sumacniho pravidla, je tfeba se zminit o sumé a vysvétlit
jeji matematické pouziti.
Pojem ,,suma‘“ (jak nabizi i praktické¢ pouzivani tohoto slova - zejména ve spojeni s financemi) se tyka
souctu. Konkrétné pomoci sumy je mozné zkratit zapis nékterych vyrazi:
1. Soucet vSech ptirozenych cCisel od jedné do sta. Misto standardniho zapisu 1+2+3+...+100
100
mizeme pouzit zapis pomoci sumy: Zi , ktery ¢teme ,,suma i pro i od jedné do sta“.
i=1

2. Definice skalarniho sou¢inu dvou vektord wu =(u;;u,;u5) a v=(v;v,;v;) lze misto zapisu

3

uy =uv, +u,v, +u,v, zjednodusit zapisem u.v = Z:uivi , ktery se cte: ,,suma w,v, pro i od jedné
i=1

do tri.

Uz samo pouziti sumacniho znaménka je vyraznym zkracenym zapisu daného matematického vyrazu.

Albert Einstein pfisel s dal$im zjednoduSenim. Ve fyzice se vétSinou pracuje v tiirozmémém kartézském
3

systému soufadnic a proto se tedy Casto vyskytuje zapis, v némz vystupuji vyrazy qu ,e proi=1,23,..
i=l1

Proto zavedl Einstein nésledujici pravidla, ktera se souhrnné oznacuji jako Einsteinovo sumacni pravidlo:
1. kazdy index, ktery se v jednoclenu pfislusného vyrazu vyskytuje pouze jednou, mize nabyvat
hodnot 1, 2, 3; pf. vyrazem x; se rozumi trojice x,, x,, X; ; zapisem x;; se rozumi skupina veli¢in

Xi1o Xi2> X135 X1 Xog> Xo35 X315 X335 X335 -
2. vyskytne-li se v jednoClenu vyrazu tyz index dvakrat, rozumi se tim sc¢itdni od 1 do 3; pf.

3
, pgs _ s i ; ,
vyrazem x; se rozumi zapis Zxﬁ =X, +X, +X,,; zapisem x;y'z, se rozumi vyraz

i=l1

3 3

i i 1 2 3\ .
zxiylzk :Zkzxiyl =2z (xly +X,y+ Xy ),
il P

2.8 Soudiny s vektory; pravidlo pravé ruky

Ve fyzice se pouzivaji i vektorové fyzikalni veliéiny. V ramci bézného studia fyziky se skute¢nost, Ze
dana fyzikalni veli¢ina je vektorova, projevi v jejim zobrazeni (,useCka se Sipkou™), v moznosti ziskani
zaporného vysledku pii po€itani (to pak znamena, Ze byla nakreslena opa¢né, nez vyzadovala situace), ... (Skoro)
nikdy se ale nevyuziva tento vektor pfi odvozovani dalSich riznych vztahd. Divodem je, ze fyzika (i v tomto
ohledu) predbiha matematiku. Takze ve fyzice ,,se to okeca* a teprve az prithled do matematiky ukaze zajimavé
souvislosti.

Nezbytnym predpokladem prace s vektory kromé zakladnich operaci jako je soucet, rozdil, nasobek
skalarnim ¢islem a rozklad do dvou danych smért je i znalost skalarniho a vektorového soucinu.

2.8.1 Skalarni soucin
SKALARNI SOUCIN #.v DVOU NENULOVYCH VEKTORU u# A v JE REALNE CisSLO
ii.v =ii|[|.cosp, KDE ¢ JE UHEL SEVRENY UVAZOVANYMI VEKTORY. JE-LI ALESPON

JEDEN Z VEKTORU NULOVY, DEFINUJEME u.v=0.
Jsou-li vektory # a v definované v roviné a maji-li soutadnice u = (ux;uy) av= (vx; vy), je mozné

skalarni soucin téchto dvou vektort vyjadfit ve tvaru u.v = u, vy, +uyv, .

Analogicka je situace i pro dva vektory v prostoru - jen se pfida dalsi soufadnice. Vektory u# a v pak
maji soufadnice u = (ux; uy; uz) a v= (vx; Vys vz) a jejich skalarni souin je mozné vyjadiit ve tvaru
uyv =u vy tuyvy +u,v,.

Na zékladé defini¢niho vztahu skalarniho soucinu je mozné i urcovat kolmost dvou nenulovych vektort.
Skaldrni soucin dvou vektorti je nulovy v téchto piipadech:

1. alespoii jeden z vektort je nulovy (tj. alespoii jeden z vektorti ma velikost 0)
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2. cosp=0 -to ale znamena, ze ¢ =% (vzhledem k tomu, ze se jedna o uthel dvou vektori nema

smysl uvazovat dalsi feSeni, protoze ihel sevieny dvéma vektory lezi v intervalu (0; 7r> )

Budou-li tedy dva vektory nenulové a piesto jejich skalarni soucin bude roven nule, znamena to jedno

T y . o T o .
jediné: uvazované vektory sviraji thel ¢ = Ex tj. jsou vzajemné kolmé.

2.8.2 Vektorovy soucin

Nejen v analytické geometrii v prostoru, ale i ve fyzice je Casto potfeba najit vektor w, ktery by byl
kolmy ke dvéma vektorim u a v v prostoru, které nelezi na jedné piimce (tj. jsou linearné nezavislé). Pfitom

vektor # ma soufadnice u = (u uy;u, ) a vektor v soufadnice v= (v VgV, ) Vektor kolmy k obéma

vektorim je mozné urcit pomoci skalarniho soucinu. Skalarni soucin vektort u a w musi byt v tom piipadé
nulovy, stejné tak skalarni soucin vektort v a w. Musi tedy platit: u.w=0 a zarovein v.w=0. Ma-li vektor w

soufadnice w = (wx; Wy W, ) , je mozné skalarni souciny rozepsat takto:

o = =
vw=0 VoW, +vow, +v,w, =0 “u v w, —uvw —uvw, =0

uw=0 uw, +uw, +u,w, =0 vauw, +vauw, +vu,w, =0 }
w, (uyvX —uxvy)+ w, (uzvx -uv, ) =0.
Posledni rovnice (o dvou neznamych w, a w, je splnéna, napf. pokud w, =u,v -uyv, a

w, =-u v, +u,v, . Dosazenim do rovnice u, w, +u,w, +u,w, =0 je mozné urCit w, takto: w, =u v, —u,v, .

Hledany vektor w ma tedy soufadnice: w= (uy V, ULV U,V UGV, U Yy — uyvx).

Poznamka: Jak urcit souradnice vektorového soucinu, je mozné si pamatovat podle nasledujici pomiicky dle obr.

12. Prvni souradnici ziskame na zaklade druhych a tretich souradnic vektorii u a v, druhou na zékladé prvnich
a tretich a treti na zaklade prvnich a druhych. Vyndsobime souradnice, které jsou spojené Sipkou zleva doprava
a od tohoto souctu odecteme soucin souradnic spojenych Sipkou zprava doleva. Pouze u druhé souradnice
vysledného vektoru zménime znaménko

(030 W) (U5 0 Ua) (U5 U3 1)
Civaivy)  Bpivivy)  Givein))

N
obr. 12.
Vektorovy soucin dvou vektorti u a v nelezicich na piimce je vektor w, ktery ma tyto vlastnosti:
1. vektor w je kolmy k obéma vektorim uav
2. smér vektoru w je mozné ur€it podle pravidla pravé ruky: Polozime-li pravou ruku do roviny, v
niz lezi vektory u av tak, ze pokréené prsty této ruky ukazuji smér otaceni, které prevede vektor
u na vektor v (v nejkrat$im sméru, tj. vnitikem konvexniho thlu, ktery vektory u a v sviraji),

ukéze vztyCeny palec smér vysledného vektoru w . Dalsi podrobnosti o pravidlu pravé ruky viz
odstavec 2.8.3.

3. pro velikost vektoru w plati: ‘v—v‘ = MM sina , kde « je thel vektord uav
4. velikost vektorového soudinu dvou vektorti u a v je ¢iselné rovna obsahu rovnobéznika uréeného
vektory u a v. Pokud totiz bude jedna strana rovnobéznika dana napf. vektorem u, pak vyraz
|\7 | sina udava délku vysky na stranu u. (Analogické je vysvétleni i pro piipad zamény vektora u
a ;.)
Vektorovy souéin w vektort u a v seznadf w=uxv.
Pii zjistovani vektorového soucinu dvou vektort (jak soufadnic, tak sméru p0m001 prav1dla pravé ruky),
je tieba davat pozor na poradi vektorti. Vektorovy soucin totiz neni komutativni. Plati: UXV=—VXU .
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Vektorovy soudin w dvou vektord u = (ux; uy; uz) a v= (vx; vy vz) lze vyjadfit téZ pomoci

i

bl

.|, kde i je jednotkovy vektor ve sméru osy x, ;

<

V.

X

J
determinantu matice (viz odstavec 2.4): W=uxy= u, u,
v, v,
je jednotkovy vektor ve sméru osy y a k je jednotkovy vektor ve sméru osy z.

2.8.3 Pravidlo pravé ruky

Fyzikalni veli€iny, u nichz potfebujeme znat kromé ¢iselné hodnoty piislusné veli€iny i jejich smér, jsou
reprezentovany vektory. Vystupuje-li v jednom zdkonu (rovnici) vice vektorovych veli¢in, pak se mize (a
nemusi) stat, ze vysledna veli¢ina bude opét vektor, a v tom ptipad¢ je nutno urcit jeji smér. U velicin (vektort),
které jsou vyjadieny pomoci vektorového soucinu (viz odstavec 2.8.2) dvou jinych vektorovych fyzikalnich
veli¢in, postupujeme pfi urCovani sméru veli¢iny vysledné podle pravidla pravé ruky (pravotoc¢ivého Sroubu):

Naznacime-li uchopeni obou vektor do pravé ruky tak, jako bychom prsty pravé ruky chtéli dva zadané
vektory ,,zmacknout“ k sobé, ukaze odtazeny palec smér vysledného vektoru. (Pro spravnou ptedstavu
»zmacknuti“ vektord, je nutno si tyto vektory pomysiné posunout tak, aby méli spoleény pocatek.)

Uvazujme dva vektory (resp. dvé vektorové fyzikalni veli¢iny) u a v z obr. 13, které definuji vektor w
timto zptsobem: w=uxVv . Provést u nich pomyslné zmacknuti nebude t€zké, nebot’ vektory maji spole¢ny
pocatek. Dostavame tedy smér vektoru w svisle vzhlru. V piipad€, ze bychom uvazovali vektor x ve tvaru
X =vxu, dostaneme vektor X v opatném sméru, neZ je smér vektoru w (coz je v poradku - viz vlastnosti
vektorového soucinu v odstavci 2.8.2).

Nyni budeme uvazovat vektory u a v takové, které nemaji spole¢ny pocatek (situaci Ize sledovat na obr.
14). A opét chceme urcit smér vektoru w definovaného vztahem w=uxv . Abychom mohli lépe aplikovat
pravidlo pravé ruky, pieneseme si vektor u do stejného pocatku jako ma vektor v . Nyni jiz ur¢ime opét
jednoduse smér vektoru w - pomoci pravidla pravé ruky aplikovaného na vektory u, a v .

Ve fyzice se vyskytuje cela fada fyzikalnich veli¢in, jejichz smér se uruje pravé na zakladé pravidla
pravé ruky - moment sily, smér sily psobici na vodic¢ s proudem, ...

—
4 w /.'
_'. _’ *
w u
— — \ Y \4 1
v - T r
ooy,
—+ r ——
;’ u u
obr. 14
obr. 13

V matematice je mozné vektory libovolné€ posouvat jednak po vektorovych ptimkach, na nichz lezi, ale
také je prendSet na libovolné rovnobézky. Tato druhd pomocna konstrukce ma vsak ve fyzice jisté omezeni:
budeme-li chtit napfiklad vektorové séitat dvé riznobézné sily, které nemaji spoleéné plsobisté, zmeénime
posunutim jedné sily na rovnobézku prochazejici pocatkem druhé sily moment této sily. Pro ziskani sméru
vektoru, ktery je vysledkem vektorového soucinu dvou vektort, 1ze tuto konstrukci pomysiné provést s tim, Ze
pocatek vektoru ur¢ime spravné na zakladé fyzikalnich znalosti s ohledem na to, o jakou fyzikalni veli¢inu se
bude konkrétné jednat.

2.8.4 SmiSeny soucin

SMISENYM SOUCINEM TRi VEKTORU d, b A C¢SE ROZUMIi SE ROZUMIi CisLO
a(bx¢).
SmiSeny soucin tii vektord, které maji soutadnice d@=(a;a,;a,), b=(b;b;b,) a ¢=(c;c,5¢,), je
a. a, a5
mozné vyjadrit takto: ﬁ.(l; xc ) =|b, b, b,|. O platnosti tohoto tvrzeni je mozné se presveédcit ,,odzadu®, tj.
G G G

zacit upravovat vysledny determinant - a to rozvojem dle prvniho fadku (viz odstavec 2.4.2.2), ¢imZ dostaneme:

a a a
b, b 21lb, b s lb, b b, b b b b b
b b, b =al(—1)+ : 3+az(—1)+ ' 3+a3(—1)+ O =a | Cea| ! e =
G G G G G G G G ¢ G G G
G 6 G
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b2 b3 b3 bl bl b2

G G G G

=gq, +a, +a, (nyni jsme pouzili vlastnost determinantu, kdy pii zaméné dvou

G G
sloupcti se méni znaménko determinantu). V Upravach pokracujeme urcenim determinantli druhych stupiti (viz
b2 b3 b3 bl bl b2

G G

podrobné&ji odstavec 2.4.1): a, +a, +a, = a,(byc; —bye, ) +a, (bye, —biey ) +as (b, —byey) .

G G 1 G

Srovname-li nyni vyrazy v zavorkach se soufadnicemi vektorového soucinu vektort » a ¢ (podle definice
vektorového soucinu v odstavci 2.8.2) a uvédomime si, jak je definovany skalarni soucin dvou vektord (viz

odstavec 2.8.1), je jasné, Ze posledni vyraz je mozné ptepsat ve tvaru Zz.(l; xc ) .

Geometricka interpretace smiSeného soucinu je nasledujici: absolutni hodnota smisené¢ho soucinu tfi
vektort @, b a ¢ je rovna objemu rovnobéznosténu, jehoz tfi hrany, vychazejici z téhoz vrcholu, jsou urceny
danymi vektory a, bac. Vyplyva to z geometrické interpretace vektorového soucinu (viz odstavec 2.8.2):
plati ‘5.(5x5)‘ =|&|.‘E><E‘cos¢ (kde @ je uhel, ktery svira vektor G s vektorem bx¢ ) a piitom ‘EXE‘ je

roven obsahu zéklady rovnobéznosténu a |d| cos@ je vyska daného rovnobéznosténu.

2.8.5 Vyrazy obsahujici smésici soucinii
Vzhledem k tomu, ze uz byl definovan skalarni, vektorovy i smiSeny soucin, je mozné si fici nékteré
dodatky, které budou vyuzity zejména v odstavci 6.6.2, v némz budou zavedeny linearni diferencialni operatory.

Necht a, b a ¢ jsou tfi vektory. Pro jejich ,dvojity vektorovy soucin“ plati:
ax (l; X 2) = 13(212) —E(Zl.l;) . Toto je ovSem jen jedna z moznych variant zapisu, nebot je tfeba si uvédomit, Ze:
1. skalarni soucin je komutativni - tj. kolem ,,tecky* je mozné libovolné prohazovat vektory
2. vektorovy soucin neni komutativni - tj. prohozeni dvou vektort kolem ,.kiizku* zptisobi zménu
znaménka daného vektorového soucinu
3. nasobek vektoru skaldrem je komutativni - tj. prohozeni skalaru a vektoru kolem ,ni¢eho*
(nasobek skalaru a vektoru se piSe bez tecky) je seriozni matematicka operace, pii niz se vysledek
nezmeéni
Pravé popsané prohazovani muze velmi zjednodusit sloZzitéjsi zapisy - zejména u linearnich
diferencialnich operatort (viz odstavec 6.6.2).
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3. KOMPLEXNI CISLAA KVATERNIONY

3.1 Komplexni cisla

3.1.1 Zavedeni komplexnich cisel

Komplexni ¢isla se pokusime zavést tak, aby pfirozenym zplsobem zavrsila vyvoj ¢iselnych soustav.
Jedna se vyvoj Ciselnych soustav, ktery je spjaty s vyvojem lidské spolecnosti. Prvni lidské spolecnosti vystacily
se znalosti €isel prirozenych, protoze jediné, co potfebovaly bylo pocitat dobytek, pocitat rodu (napt. pomoci
kosi, nadob, ...). S ristem majetkovych rozdild jednotlivych jedinct lidské spolecnosti doslo k tomu, ze nekteti
méeli vétsi majetek nez druzi. Ti bohatsi zacali ostatnim pijcovat - no a pro vyjadieni dluhu zcela nutné vyvstala
potieba zapornych ¢isel - vznikla €isla cela. S dal$im vyvojem spoleCnosti bylo zapotfebi zavést i Cisla
racionalni (vypocet obsahi pozemkd, vypocet dani, ...). S vyvojem matematiky ptisla potieba mit ¢isla, ktera
nesla vyjadrit pomoci zlomku (hodnoty goniometrickych funkci, hodnoty logaritmu, ...), a tak byla zavedena
Cisla realna.

Shrnuto: umime najit takovy ¢&isel obor, v némz je mozné (aniz bychom se s vysledkem dostali do
néjakych potizi) séitat (Cisla pfirozenad), od¢itat (Cisla cela), délit (Cisla racionalni), ale zatim ne vSechna Cisla
umime odmocnovat (v realnych ¢islech umime odmocnovat jen ¢isla nezaporna).

Uz z pravé popsaného historického vyvoje je ziejmé, ze ,slozitéjsi” Ciselny obor je vzdy jakousi

vvvvvv

definovany v oboru ,,jednodussim®, ale zde jsou jesté néjaké operace navic (viz schématicky obr. 15).

obr. 15
V algebte se vSechny Ciselné obory zavadéji pomoci definic, ale drzi se pravé zminéného pravidla - tj.

vvvvvv 3

novy (,,slozitéjsi*) Ciselny obor se definuje vzdy na zékladé oboru predchoziho (napf. ¢isla racionalni jako podil
dvou nesoudélnych ¢isel celych, z nichz ¢islo ve jmenovateli je nenulové).

Podobnym zptisobem se definuji i ¢isla komplexni, tj. pomoci ¢isel realnych.

KOMPLEXNIM CiSLEM SE NAZYVA VYRAZ TVARU a+bi, KDE a,beR A i JE CiSLO,

PRO KTERE PLATi i’=-1. V KOMPLEXNIM CiSLE a+bi SE CiSLO & NAZYVA REALNA
CAST, CiSLO b IMAGINARNI CAST A CiSLO i IMAGINARNI JEDNOTKA.

ZAPIS KOMPLEXNIHO CiSLA Z VE TVARU a+bi SE NAZYVA ALGEBRAICKY TVAR
KOMPLEXNIHO CiSLA Zz.

Specialni piipad nastava pro Cisla a+bi , pro které je b# 0 - ta se nazyvaji imaginarni, je-li navic jesté
a =0 nazyvaji se ryze imaginarni. Cisla a+bi, pro které je =0, jsou ¢&isla redlna (ale je mozné je fadit i
mezi ¢isla komplexni).
3.1.2 Pocetni operace s komplexnimi ¢isly

V mnoziné komplexnich ¢isel jsou definovany pocetni operace podobné jako v mnozing ¢isel realnych:

1. s¢itani - pro kazdda dvé komplexni ¢Cisla z,=a+bi a z,=c+di plati:
2 +2y =(a+bi)+(c+ci)=(a+c)+(b+d)i

2. nasobeni - pro kazdda dveé komplexni <Cisla z, =a+bi a z,=c+di plati:
Z1.Zy = (a +bi).(c+ci): (ac—bd)+(ad +bc)i

Poznamka: Scitani a nasobeni komplexnich cisel se tedy provadi analogicky jako scitani a nasobeni polynomai.

3. opacné ¢&islo - ke kazdému komplexnimu &islu z = a +bi existuje ¢islo z' tak, ze plati: z+z'=0;
islo z'=—a—bi je &islo opacné k &islu z.

4. rozdil z; —z, komplexnich ¢isel z,, z, je soucet Cisla z, a Cisla opacného ke komplexnimu ¢islu
25—z =7 +(2,)

5. rovnost dvou komplexnich ¢isel a + bi a ¢ + di nastava prave tehdy, kdyz a=cAb=d
Cislo komplexné sdruzené (komplexni ¢islo sdruzené) s Cislem z =a+bi je Cislo z = a —bi

4 Z ’ ~ 7 . o ~7r w7 ~ 4 r wr
7. podil Z—l komplexnich ¢isel z; a z, #0 je souCin Cisla z; a Cisla pfevracené¢ho k cislu z, .
2

Vysledkem je opét komplexni ¢islo, tj. Cislo ve tvaru a+bi. Abychom se k tomuto tvaru dostali,
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21 Z1 Zp

je doporuceno déleni provadét nasledujicim postupem: , tj. rozsifit zlomek

2y 22 Zp
komplexné sdruzenym ¢islem z, k ¢islu z, .
Podil dvou komplexnich ¢isel je zaloZen na nasledujici vlastnosti komplexnich ¢isel: Soucin komplexniho
¢isla z a Cisla z s nim sdruzeného je redlné nezaporné ¢islo, pfiCemz rovnost z.z =0 nastava pouze pro piipad
z=0.

3.1.3 Absolutni hodnota a grafické znazornéni komplexnich isel

Dalsi ,,operaci®, kterou zname z Cisel realnych je absolutni hodnota. Absolutni hodnota redlného cisla je
pojem dobfe znamy - jedna se vzdy o realné nezaporné Cislo. Pojem absolutni hodnoty 1ze rozsitit i na Cisla
komplexni. Zatim jedina operace, aplikovana na komplexni Cislo z, ktera dava jako vysledek nezaporné realné
¢islo, je soucin daného komplexniho ¢isla z a Cisla z s nim komplexné sdruzené¢ho. Tento soucin dava:

zz = (a + bi)(a —bi) =a” +b* . Realna &isla jsou ale zvlatnim piipadem &isel komplexnich (5 =0), proto by v

tomto pfipadé méla byt absolutni hodnota ¢isla komplexniho totozna s absolutni hodnotou ¢isla realného. Z toho
diivodu je tieba jeste ,,pfidat” odmocninu.

ABSOLUTNi HODNOTA KOMPLEXNIHO CiSLA z JE €isLO |2 =+/zZ .
Vlastnosti absolutni hodnoty komplexniho ¢isla:
1. Pro z#0 je |Z|>0,pro z=0 je |z|:O.Pr0 z=a+bi je |z|:x/az+b2 .
2. Pro libovolna komplexni ¢isla z;, z, plati: |zlzz|:|z1 |.|22|. Je-li navic z, #0, pak plati:
_lal
2|

KOMPLEXNi JEDNOTKA JE KOMPLEXNI CISLO, JEHOZ ABSOLUTNi HODNOTA JE
ROVNA JEDNE.

Je dulezité si uvédomit, ze urcité operace maji v komplexnich Cislech (na rozdil od redlnych) jista
omezeni:

4l

Zy

1. Mnozinu komplexnich ¢isel C nelze na rozdil od mnoziny realnych ¢isel R uspotradat podle
velikosti, tj. pro komplexni ¢isla nelze zavést vztah nerovnosti tak, aby spliioval v§echny vlastnosti
jako u ¢isel realnych.

2. YaeR:ad’ = |a : , v oboru komplexnich &isel tato rovnost obecné neplati. VzeC:z’ =zz a

2

2 . Py . _ 1z y
rovnost z :|z| plati jen pro ta komplexni Cisla, pro které z =z, tj. Cisla redlna. Napft. pro

C 12 .
z=1+i je |z| =2, ale z2 =2i.
v e X . . o . 22 . . 2, .2
3. V realnych ¢islech je mozné rozlozit dvojélen x“ —y~, ale jiz ne dvojélen x“ +y~. V oboru
P . oo . 2,.2_ .2 2.2 : .
komplexnich ¢isel je ale mozné rozlozit i tento dvoj¢len: x“ + y”~ =x"—i“y” = (x + yl)(x - yl) .
Redlna ¢isla je mozné znazornit na piimku, tj. existuje vzajemné jednoznacné zobrazeni mnoziny R na
mnozinu bodi piimky. Analogicky existuje vzajemné jednoznacné zobrazeni mnoziny R xR na mnozinu vSech
bodu roviny, tj. vSechny uspotadané dvojice realnych Cisel je mozné znazornit v roviné. Cisla komplexni lze
chépat jako usporadanou dvojici realnych cisel: [a;b]za+bi. Komplexni ¢isla je tedy mozné zndzornit v
roving.

ROVINA KOMPLEXNICH CiSEL (GAUSSOVA ROVINA) JE ROVINA, JEJiZ BODY
POVAZUJEME ZA OBRAZY KOMPLEXNIiCH CiSEL.

e rs

¥ ¥

Z(a+hi) Z(a+hi) |
B (hi) bi

EAN.

A@ 0 x a0 x

-

obr. 16 obr. 17
Vzajemné pfifazeni komplexnich ¢isel a bodi Gaussovy roviny je zprostfedkovano pomoci kartézské
soustavy soufadnic Oxy, na jejiz ose x jsou zobrazena realna ¢isla a na ose y ¢isla ryze imaginarni. Osa x se
proto nazyva realna osa, osa y pak imaginarni osa.

Absolutni hodnota realného Cisla je rovna vzdalenosti jeho obrazu od pocatku na Ciselné ose. Otazkou je,
zda tuto vlastnost ma také absolutni hodnota ¢isel komplexnich. Uvazujme proto v Gaussové roving bod Z, ktery
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je obrazem komplexniho ¢isla z = a +bi a uréeme vzdalenost d tohoto bodu od pocatku O kartézského systému

soutadnic. Podle obr. 16 plati: d = |OZ| = \/|0A|2 +|OB|2 = \/|a|2 +|b|2 =+a’ +b% = |z| )

Z praveé uvedeného vyplyva, Ze vSechna komplexni ¢isla z, kterd maji tutéz absolutni hodnotu, lezi v
Gaussove rovin€ na kruZznici se stfedem v pocatku a s polomérem rovnym |z| .

Absolutni hodnota rozdilu dvou komplexnich ¢isel urcuje jejich vzdalenost v Gaussové roving.

3.1.4 Goniometricky tvar komplexnich ¢isel
V Gaussové roving€ je mozné uréit obraz Z libovolného komplexniho Cisla z =a+bi pomoci kartézské
soustavy soufadnic dvojim zpisobem:
1. pomoci soutadnic x a y tak, Ze za x-ovou soufadnici vezmeme realnou ¢ast komplexniho ¢isla z a
za y-ovou souiadnici jeho ¢ast imaginarni;
2. pomoci vzdalenosti obrazu Z od pocéatku soustavy soufadnic a pomoci velikosti orientovaného
uhlu ¢, jehoz pocatecni rameno je kladna poloosa x a koncové rameno polopiimka OZ.

Tyto zplsoby znazornéni komplexnich cisel v Gaussové roviné€ tak pfipominaji kartézsky systém
soufadnic a polarni soufadnice - viz odstavce 2.5.1 a 2.5.2.

Realné ¢islo urcujici velikost tohoto orientovaného thlu se nazyva argument komplexniho ¢isla z. Z
vlastnosti orientovaného thlu plyne: ma-li komplexni ¢islo z # 0 argument ¢, ma téz argument ¢+ 2kz , kde
k € Z . Onou zminénu vzdalenosti obrazu Z od pocatku soustavy soufadnic je absolutni hodnota komplexniho
Cisla z.

a r s r s
A cos@=-—_. Pro komplexni Cislo z pak dostavame:

&

s o b

Podle obr. 17 je vidét, ze plati: sm(pzﬂ

z

z=a+bi:|z|cos¢+(|z|sin(p)i=|z|(cos¢)+isingo).

GONIOMETRICKY TVAR KOMPLEXNIHO CiSLA z#0 JE JEHO VYJADRENI VE TVARU:
z=|z|(cosgo+isin¢)), KDE @ JE ARGUMENT KOMPLEXNiHO CiSLA Z.

Goniometricky tvar komplexnich ¢isel umoziuje jejich snadné nasobeni a déleni:
1. Soucin libovolnych nenulovych komplexnich ¢isel z;, z,v goniometrickém tvaru

z, = |zl|(cos @, +isin (/’1) a z,= |22|(cos @, +isin ¢)2) je roven komplexnimu Cislu
z= |z1 |.|z2 |.[cos(go1 +¢, )+ i sin(gu1 +¢, )] .
2. Podil libovolnych nenulovych komplexnich ¢&isel z;, z,v goniometrickém tvaru
z, = |zl|(cos @, +isin qal) a z,= |zz|(cos @, +ising,) je rtoven komplexnimu &islu
&l

z= —.[cos((ol @, )+ i Sin(% %) )]
|Zz|

Zobecnénim opakovaného nasobeni tymz ¢Cislem (jak v realnych ¢&islech, tak v komplexnich) je
umociovani. V oboru komplexnich ¢&isel dava navod, jakym zptisobem umociovat komplexni ¢isla zapsand v
goniometrickém tvaru, Moivreova véta:

Moivreova véta: Pro kazdé celé n a libovolny argument ¢ plati: [|z|(cos¢+ isin go)T =|2|" (cosng+isinnp).

Je-1i tteba umocnit komplexni Cislo v algebraickém tvaru, nejprve jej prevedeme na tvar goniometricky,
protoze umocnovat komplexni €isla v goniometrickém tvaru je diky Moivreove vété snadné.

3.1.5 Exponencialni tvar komplexnich éisel

Ve fyzice, elektrotechnice a dalSich oborech, které pracuji s komplexnimi ¢isly, je dtlezité znat dalsi tvar
komplexniho ¢isla - exponencialni tvar komplexniho ¢isla. Pfi jeho odvozovani vyjdeme z tzv. Eulerovych
vzorci, které lze odvodit s pouzitim vy$$i matematiky (matematickd analyza v komplexnim oboru, ...).
Eulerovy vzorce vyjadiuji vztah mezi eulerovym Cislem e (e =2,7182818...) a argumentem komplexniho ¢isla:

1. €®=cosp+ising
2. e =cosp—ising
. L . e . ef —ei® e e i®
Odtud je mozné jednoduse vyjadrit sing a cos¢@ takto: sing = Y acosp= —
i
Komplexni ¢islo v goniometrickém tvaru je mozné psat ve tvaru z = |z|(cos¢)+i sin (p). Po dosazeni z

prave vyjadienych goniometrickych funkci z Eulerovych vzorcl dostavame:
ip | i ip _ =i
e’ +e e’ —e 1/ 4 i S i
z:|z| +1i - :|z|—(e”p+e P e —e 1‘p):|z|e“p
2 2i 2
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EXPONENCIALNI TVAR KOMPLEXNIHO CISLA z#0 JE JEHO VYJADRENI VE TVARU:

z=|z|¢, KDE ¢ JE ARGUMENT KOMPLEXNIHO CiSLA Z.

3.1.6 Graficka interpretace pocetnich operaci

Pocetni operace provadéné s komplexnimi ¢isly (popsané v odstavich 3.1.2 a 3.1.3) Ize interpretovat i
graficky pomoci zobrazeni komplexnich ¢isel v Gaussove roving.

Scitani a odc¢itani lze v Gaussove roviné chépat jako s¢itani dvou vektord, jejichz pocatecni bod lezi
v pocatku Gaussovy roviny a koncovy bod splyva s obrazem daného komplexniho ¢isla. Pro dvé komplexni ¢isla
zy=a,+bi a z, =a, +byi totiz plati: z; £z, =a,ta, +i(b1 ibz) . Tento zapis je analogicky s¢ina (odcitani)
dvou vektorl po slozkach; ralna ¢ast komplexniho ¢isla odpovida x-ové soutadnici vektoru, imaginarni ¢ast pak
y-ové soufadnici.

Na obr. 18 je tato operace zobrazena pro komplexni ¢isla z; =4+2i a z, =—6—1i.

rFs

I

obr. 18

Obraz opacéného ¢&isla z' ke komplexnimu &islu z vznikne v Gaussové roviné jako obraz obrazu
komplexniho ¢isla z vytvofeny ve stiedové soumérnosti se sttedem v pocatku Gaussovy roviny.

Obraz Cisla z komplexné sdruzeného ke komplexnimu ¢islu z vznikne v Gaussové roviné jako obraz
obrazu komplexniho ¢isla z vyvofeny v osové soumérnosti s imaginarni osou.

Nasobeni komplexnich ¢isel v Gauussové roviné odpovida v podstaté otoceni. Vyplyva to ze vztahu pro
nasobeni dvou komplexnich ¢isel v goniometrickém tvaru (viz odstavec 0). Obraz komplexniho ¢isla, které je
souc¢inem dvou zadanych komplexnich Cisel, ziskdme tak, ze jedno ze zadanych komplexnich Cisel otoc¢ime
kolem pocatku Gaussovy roviny o argument druhého komplexniho ¢isla. Poté vynasobime absolutni hodnoty
obou zadanych ¢isel a ziskame absolutni hodnotu hledaného soucinu.

Pfi déleni komplexnich ¢isel postupujeme analogicky. V obou ptfipadech je nutné brat v tvahu zamnénko
argumentu komplexnich Cisel.

Im

obr. 19

Umociiovani komplexniho ¢isla znamena otacet jeho obraz v Gaussové roviné v kladném smyslu. Kazdé
umocnéni znamena pootoceni obrazu pivodniho komplexniho ¢isla o jeho argument a umocnéni jeho absolutni
hodnoty. Obraz komplexniho ¢isla se tak bude postupné v Gaussové roving ,,pohybovat®:

1. po kruznici - komplexni ¢isla z, pro néz je |z| =1
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2. po zmensujici se spirale - komplexni ¢isla, pro néz je |z| <1 (viz obr. 19)

3. po zvétsujici se spirale - komplexni Cisla, pro néz je |z| >1 (viz obr. 20)

Re

obr. 20

. A . 2k . . .,
Umocnime-li komplexni ¢islo z=cos@+ising na s (argument ¢ je vyjadien v radidnech a

®
keZ), ziskame totéz komplexni <¢islo z. Umocnime-li na tento exponent komplexni d&islo

z= |z|(cosgo+ isin (p) , ziskdme komplexni ¢islo, které bude mit tentyz argument jako zadané komplexni ¢islo z,

ale bude mit jinou absolutni hodnotu; jeho obraz tedy bude leze na stejné polopfimce vychazejici z pocatku
Gaussovy roviny jako komplexni ¢islo z.

3.1.7 Kvadratické rovnice reSené v oboru komplexnich Cisel

Komplexni ¢isla (jak bylo zminéno na zacatku odstavce o komplexnich Cislech) jsou &isla, v nichzZ je
mozné s€itat, odcCitat, nasobit, d¢lit, umocnovat, ale i odmociovat, aniz bychom museli mit obavu, ze se
dostaneme k nefeSitelnému problému. To znamena, Zze v oboru komplexnich ¢isel maji feSeni vSechny
kvadratické rovnice. A to i ty, jejichz diskriminant je zaporny. Je mozné dokazat, ze pokud ma kvadraticka
rovnice komplexni kofeny, pak se jedna o komplexni ¢isla vzajemné komplexné sdruzena.

3.1.8 Binomické rovnice
Zavrsenim povidani o komplexnich ¢islech jsou tzv. binomické rovnice.

BINOMICKOU ROVNICi SE NAZYVA ROVNICE TVARU x"—-a=0, KDE a JE DANE
KOMPLEXNI CiSLO, x NEZNAMA A n>1 JE CiSLO PRIROZENE.

Pii feSeni této rovnice, tj. pfi hledani komplexniho &isla x spliujici binomickou rovnici, je mozné
predpokladat, ze a # 0 . Je totiz ziejmé, Ze v piipadé a =0 ma pfislusna binomicka rovnice pouze jedno feseni,
a to x=0. Predpoklad nenulovosti a navic umozni vyjadfit Cislo a v goniometrickém tvaru:
a= |a|(cos a+isin a). Resenim binomické rovnice je komplexni &islo x, které je mozné vyjadiit téz v

goniometrickém tvaru: x = |x|(cos @+isin (p) .

Binomickou rovnici tedy miizeme psit ve tvaru: [|x|(cosg+ising)] —|a|(cosa +isina)=0. Pomoci
Moivreovy véty ji piepiseme do tvaru |x|" (cosng+isinng)=|a|(cosa+isina). Odud je ziejmé, Ze dand
rovnost plati, pokud |x|" =|a| a zarovef np = a+2kzx , kde k € Z . Odtud jiz pro neznamé |x| a ¢ dostavame:

a+2krx . L . . .
|x| =1 a| a Q= — takze  komplexni ¢islo x je mozné psat ve  tvaru:

x:I{/H(cos(wrnym+isina+nzkﬂj,kde kel.

Na prvni pohled to vypada, ze prave vyfesena goniometricka rovnice ma nekonecné mnoho feseni, nebot’
k € Z . Vzhledem k periodicité¢ funkci sinus a kosinus tomu tak ale neni. VSechny rizné kotfeny binomické

rovnice x" —a=0 lze ziskat dosazenim za k pouze &isel 0,1,2,...,n—1. Pt zakresleni kofend binomické
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rovnice do Gaussovy roviny zjistime, Ze tyto body tvofi vrcholy pravidelného n-uhelniku vepsaného do kruznice

se sttedem v pocatku soustavy soutfadnic a s polomérem 1nl|a| .

Kofeny binomické rovnice x" —1=0 maji tyto vlastnosti:
1. kofeny jsou komplexni jednotky
2. soucin libovolnych dvou kofent je opét kofenem této rovnice

3. pro viechna k plati: x, = x;

Binomicka rovnice je pomérné slusny a pritom jednoduchy nastroj pro vySetfovani pravidelnych n-
uhelnikt.

3.2 ***Kyaterniony

Poznamka: Tento odstavec ma pouze informativni charakter, protoze neni mozné v tomto textu postihnout
vSechny viastnosti kvaternionii. Navic kvaterniony nepatri mezi béznou napli prednadsek na vysokych skolach.

Kromé komplexnich ¢isel (viz odstavec 3), ktera I1ze chapat jako uspoiadané dvojice realnych cisel, zacali
fyzikové rozvijet i dalsi Ciselné struktury, které mély byt jesté obecné€jsi nez cisla komplexni. Logickym
roz§ifenim mnoziny komplexnich ¢isel by se zdalo zavést takovou strukturu, ktera by byla tvorena trojicemi
realnych Cisel. Praci na této struktufe se vénoval irsky matematik a fyzik William Rowan Hamilton (1805 -
1865), ktery se podilel i na vybudovani komplexnich ¢isel.

Bohuzel struktura, ktera by byla jakousi ,,nadstavbou komplexnich ¢isel a jejiz prvky by byly tvoteny
trojici realnych ¢isel, se ukazala pro dalsi pouziti v matematice nepouzitelna. Problém nastaval pii nasobeni resp.
déleni. Pfi nasobeni nékterych dvou nenulovych prvkl vySel nulovy soucin. To znamend, Ze v této struktuie
existuji netrivialni délitelé nuly a neni mozné obecné definovat operaci déleni, aniz bychom méli zaruku, Ze se
nebude délit nulou.

Nicméné Ctvefice realnych cisel uz tento problém nevykazovaly. A tak se Kkvaterniony zacaly
v matematice pouZzivat.

KVATERNION ¢g JE CISLO VE TVARU q=w+xi+yj+zk, KDE x, ¥y A zJSOU REALNA

CiSLA A i, j A k JSOU KVATERNIONOVE JEDNOTKY (i ODPOVIDA IMAGINARNI
JEDNOTCE), PRO KTERE PLATI: ij=—ji=k, jk=—kji=i, ki=—ik=j A i’ =j2 = k? =ijjk=-1.
Vsechny uvedené vztahy mezi kvaternionovymi jednotkami jsou nadbytecné. K plnému urceni jejich
vlastnosti jich postacuje méné.
Scitani a nasobeni dvou kvaternionti se provadi po slozkach, tj. pro kvaterniony q, =w, +xi+y,j+z;k a
qy =Wy + X0+ ¥, j+ 2,k plati: q=q, £q, =w tw, +(x1 ixz)i+(y1 iyz)j+(z1 J_rzz)k .
Sou¢in dvou kvaternioni ziskame analogicky jako soudin dvou polynomi. Lze tedy psat:
q=q,q, = (wl +x1i+y1j+zlk)(w2 + Xl + Y, )+ zzk) =WWy + WXyl + WV, ] + W Zok + X)Wyl + xlxzi2 + X V,if + X, z,0k +
. .. 2 . . . 2
FVWo ]+ VX Jit VYo V2o Jh + 2 Wk + 21 x0ki + 2 Y,k + 212,k =
= WiWy + WXl + Wy Yy ]+ Wi Zok + Xy Wal = XX + Xy 0ok = X125+ YWy = ik = iy + N2l 2wk 200 f - 2 vyl — 212, =
= (Wiwy =302 = Vs =212, ) H (Wi + X)Wy + 2120 =20, )i H(Wpy =2y + 0wy + 212 ) jH(Wzy + X, = 0 + 2wy )k
Kvaterniony Ize také chapat tak, Ze jsou sloZeny ze skalarni Casti sa vektorové &asti v. Kvaternion

q=w+xi+yj+zk lze tedy zapsat ve tvaru qz(s, 17), kde s=w a v=(x,»,z). Pro nasobeni dvou

kvaterniont q; = (sl, vl) aq,= (sz, E) lze odvodit q,q, = (sls2 -V, slg+s2\71 +\71><g) .
Lze definovat i skalarni soucin dvou kvaterniont q; = (sl, 171) a q,= (sz, E), pro ktery plati
q,d; =WWy + XX + 0V, + 2125
Kvaternion sdruzeny ke kvaternionu q = w+xi+ )j+zk je kvaternion a: w—xi—yj —zk . Pro velikost
kvaternionu pak Ize psat: |q| = Jwlxi4yi4z? = \/qa .
Pro dva kvaterniony p a q plati:
1. pq=qp
2. |pa|=p| Jal
KVATERNION, JEHOZ VELIKOST JE JEDNA, SE NAZYVA JEDNOTKOVY KVATERNION.
Pro jednotkovy kvaternion plati: qq=qq =1.

Stejné tak, jako lze na komplexni ¢isla nahlizet jako na uspotfadané dvojice realnych cisel, 1ze chéapat
kvaterniony jako usporadané dvojice ¢isel komplexnich.
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4. DIFERENCIALNI POCET

Zaklady diferencialniho a integralniho poctu, ktery byva téz nazyvan pocet infinitezimalni (latinky
infinitesimalis znamena nekone¢né maly), vytvorili anglicky matematik, fyzik a astronom Isaac Newton (1642 -
1727) a némecky matematik, fyzik, filosof, pravnik a diplomat Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716). Tato
matematicka disciplina, ktera je zalozena ,na nekonecné malych veli¢inach®, nalezla rychle uplatnéni v
nastupujicim 18. stoleti, protoze méla pouziti nejen v samotné matematice, ale i v ptirodnich védach a technice.

4.1 Elementarni funkce

Vzhledem k tomu, Ze problematika diferencialniho a integralniho poctu je zaloZena na pojmu funkce, je
tieba bezpodminecné ovladat zakladni (tzv. elementarni) funkce a jejich vlastnosti (graf, transformace grafu v
soustavé soufadnic, definicni obor a obor hodnot, monotonie, ryzi monotonie, omezenost, inverzni funkce,
periodicka funkce, ...).

Pii vypoctu limit, derivaci a integrali se casto vyuziva rovnost funkci a navic vétSina z vySetfovanych
funkci budou funkce sloZené, je tfeba tyto pojmy upiesnit.

FUNKCE f A g SE ROVNAJi NA MNOZINE M =D(f)nD(g), PLATi-LI PRO KAZDE

xeM: f(x):g(x).

REKNEME, ZE FUNKCE /& JE SLOZENA (/& JE SLOZENA FUNKCE) Z FUNKCI fA g,
PRAVE TEHDY KDYZ PLATI: D(h)={xeD(f);f(x)eD(g)} A VxeD(h):h(x)=g(f(x)).
FUNKCE /& SE ZNACi SYMBOLEM: h=gof. SKLADANI FUNKCi NENi OBECNE
KOMUTATIVNI.

Mé&jme napf. funkce f:y=x> a g:y=sinx. Dvé& funkce miZeme sloZit dvojim zptsobem. Funkce
h=go f je funkce, kterou ziskame tak, ze funkci g aplikujeme na funkci /. Tedy nejdiive zpracujeme funkci f'a
poté az funkci g, tj. h=go f =sinx’. Funkci j= fog ziskdme tak, Ze na funkci g aplikujeme funkci £, tj.

j:fogI(Sinx)2 =sin® x.

Spolu se zakladnimi funkcemi (elementarnimi funkcemi), které jsou znamé ze stiedosSkolské matematiky,
je tfeba znat i jejich grafy (v€etné transformace grafu - posunuti po jednotlivych osach kartézského systému,
nasobky, ...). Pfehled zékladnich (elementarnich) funkeci:

1. polynomicka: fiy=ax"+a, x"" +a, X"+ . +ax+a,, kde nely,
Ay, ly 1,8y o, dy, g €R, a,#0 a D(f)=R (jejimi zvlaStnimi piipady jsou funkce
konstantni, linedrni a kvadraticka);

n n-1 n-2
_ P, (x) B o T S R e B AR A
On(x) b x™+b, X" +b, ,x™ 2+ .. +hx+h

oborem jsou realnd ¢isla vyjma vSech nulovych bodl polynomu Q,, (x) (jejimi zvlastnimi ptipady

, Jjejimz  defini¢nim

2. racionalni: f:y

jsou nepiima umeérnost a linearni lomena funkce);
3. mocninna: f:y=x",kde:
a) neNaD(f)=R;
b) neZ aD(f)=R-{0};
) neQ aD(f)=R";
4. exponencidlni: f:y=a",kde aeR" -{l} a D(f)=R;
5. logaritmicka: f:y=log, x,kde aeR" —{l} a D(f)=R";

6. goniometrické:
a) f:y=sinx,kde D(f)=R;

b) f:y=cosx,kde D(f)=R;

¢) fiy=tgx,kde D(f)zR—{%+k7z;keZ};

d) f:y=cotgx,kde D(f)=R—-{kr;keZ};
—1lprox<0

7. funkce signum: f(x)= Oprox=0 ,kde D(f)=R.
Iprox>0
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4.2 Limita funkce

4.2.1 Zakladni pojmy, zavedeni pojmu limita

Pojem limita funkce je dllezitym pojmem nejen v oblasti diferencialniho a integralniho poctu, ale v celé
matematice vibec. Na zakladé limit je moZné pfesné popsat fadu pojmi a vypocitat fadu tdaja, které by ziistaly
bez pouziti limit skryty.

Pii vySetfovani limit funkce (a nasledné i spojitosti funkce - viz odstavec 4.3) budeme vysetfovat
vlastnosti funkce f v urCitém konkrétnim bod¢ a z defini¢niho oboru dané funkce, tj. a € D( f ) . To ale

neznamena jen vypocitat funkéni hodnotu v daném bodé (pokud funkeni hodnota existuje), ale hlavné zjistovat,
jak se méni funkéni hodnoty f'(x) v okoli daného bodu a.

Tj. jak moc se méni funkéni hodnoty, kdyz se budeme k danému bodu blizit zleva a zprava.

Pted vyslovenim definice prozkoumame limity intuitivn€ na konkrétnim ptikladu.
1 .
Je dana funkce f:y= 3 + 2. Z grafu funkce f, ktery je zobrazen na obr. 21, vyplyva, Ze:
X+

1. pro velka x (patfici do defini¢niho oboru) se funkéni hodnoty blizi stale vice k hodnoté y =2, ale

nikdy ji nedosédhnou (tj. rovnice +2 =2 nema feSeni). Proto se fik4, ze funkcni hodnoty se

X+
pro velkd x blizi k ¢&islu 2. Pro velkd x tedy existuje limita (viz odstavec 4.2.1.4):

lim( 1 +2j:2.
x—o\ X +3

2. pro cisla v okoli bodu x=-3, ktery nepatii do defini¢niho oboru funkce, ale uz nedostaneme
jednu hodnotu, k niz se blizi funkéni hodnoty dané funkce. Budeme-li vySetfovat ta x v okoli bodu
-3, ktera jsou vétsi nez -3, budou funkéni hodnoty velka kladna ¢isla. Podivame-li se ale na Cisla
v blizkosti bodu x=-3, kterda jsou mensi nez -3, budou funkéni hodnoty zaporné a jejich
absolutni hodnoty budou velké. Tj. pro bod x=-3 se nepodaii nalézt jednu funkéni hodnotu:

+2j:oo a

existuji tedy tzv. dvé jednostranné limity (viz odstavec 4.2.1.1.0) lim (

x—>-3t\x+ 3

. 1 T ,
lim +2 | =—o0, ale neexistuje limita oboustranna.
>3 \X+3

»
LI

-k

obr. 21

x2

Iustraéni piiklad: Je dana funkce f:y ="
X—

4 . gy e e .
. UrcCete jeji defini¢ni obor, nacrtnéte jeji graf a pokuste se ji

,»prirozenym zpisobem* dodefinovat v bodech, v nichz neni definovana.

Regeni: Defini¢ni obor funkce je D(f)=R—{2}. Na defini¢nim oboru dané funkce je mozné predpis funkce

] X2 —4 (x—2)(x+2) L ) o, .
upravit takto: 3 = 5 =x+2 a ziskame tak funkci g:y=x+2. Kraceni vyrazem x-2 je
x- X -
matematicky v pofadku - na zakladé definicniho oboru funkce f* totiz vime, Zze vyraz x—2 nemuze nikdy
nabyvat nulové hodnoty.
Funkce g, ktera vznikla tUpravou vyrazu zfunkce f, ma stejny definiéni obor jako funkce f, tj.

D(g)=D(f)=R—-{2}. Jeji graf je zndzornén na obr. 22. Jedinym bodem, kde neni funkce g definovana je

bod 2. Kdybychom ale nevédéli, ze funkce g vznikla tpravou funkce f, mohli bychom ji v bodé¢ x=2
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dodefinovat velice snadno - prostym dosazenim bodu x =2 do piedpisu funkce g: g(2) =2+2=4.Bod o

soufadnicich [2; 4] skute¢né lezi na grafu funkce g i f, ackoliv v bodé 2 neni funkce f definovana.

Touto tpravou jsme tedy dodefinovali ,,pfirozenym zptisobem*™ i funkei f'v bodé 2.

Dodefinovat funkci ,,pfirozenym zptisobem™ znamena dodefinovat ji tak, pokud je to mozné, abychom
ziskali spojitou funkci (viz odstavec 4.3).

Limitu je tieba chapat jako jakousi ,,ndhrazku* funkéni hodnoty v daném bodé: nejde-li funkéni hodnota
spocitat primo, podivame se, jak se chovaji funkéni hodnoty v okoli ,,problematického bodu®, a dodefinujeme
funkéni hodnotu tak, aby dodefinovany bod na grafu funkce ,,nevycuhoval®.

hd

obr. 22

4.2.1.1 Limita v bodé

Nyni nasleduje n€kolik definic, které jsou nezbytné pro matematické zavedeni pojmu limita. Na trovni
stiedni Skoly nejsou zdaleka vSechny potieba, jsou zde uvedeny pouze pro plnost.

OKOLI BODU a SE NAZYVA OTEVRENY INTERVAL (a—5;a+5), KDE O JE KLADNE
REALNE CisLO. CISLO a SE NAZYVA STRED OKOLI, CiSLO § POLOMER OKOLi. OKOL{
BODU a O POLOMERU & SE ZNACI U(a,d).

Nékdy se téz pouziva nazev o -okoli bodu a. Do mnoziny U (a, 1) ) patii vSechna realna cisla x, ktera

vyhovuji nerovnostem a—d <x<a+9d, tj. |x—a| <J.

Do mnoziny U (a, o ) tedy patfi vSechny body x na redlné ose, jejichz vzdalenost od daného bodu a je

mensinez o .

LEVE OKOLI BODU a SE NAZYVA POLOUZAVRENY INTERVAL (a—5;a), KDE 6 JE

KLADNE REALNE CisLo.
Levé okoli bodu a tvoii tedy vSechna realna ¢isla x, ktera vyhovuji nerovnostem a -6 <x<a.

Jsou to tedy vSechna realna ¢isla x, ktera lezi na realné ose vlevo od bodu a ve vzdalenosti nejvyse o .

PRAVE OKOLI BODU a SE NAZYVA POLOUZAVRENY INTERVAL (a;a+5), KDE 6 JE

KLADNE REALNE CiSLoO.
Pravé okoli bodu a tvoii tedy vSechna redlna Cisla x, ktera vyhovuji nerovnostem a<x<a+0 .

Do pravého okoli bodu a tedy patii vSechna realna x lezici vpravo od bodu a ve vzdalenosti nejvyse o .

PRSTENCOVE OKOLi BODU a SE NAZYVA MNOZINA (a—&;a)U(a;a+65), TI.
MNOZINA U(a,8)—{a}.

Tuto mnozinu tvoii vSechna redlna ¢isla x, kterd vyhovuji nerovnostem a—90 <x<a nebo a<x<a+7,
tj.0<|x—a|<5.

Prstencové okoli daného bodu a je tedy ,,normalni* okoli bodu a, ze kterého vynechame bod a.

Nyni mizeme definovat limitu funkce v bod¢ a.
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FUNKCE f MA V BODE g LIMITU L, JESTLIZE K LIBOVOLNE ZVOLENEMU OKOLIi
BODU L EXISTUJE PRSTENCOVE OKOLi BODU a TAK, ZE PRO VSECHNA x Z TOHOTO
PRSTENCOVEHO OKOLI BODU a NALEZi FUNKCNi HODNOTY f(x) ZVOLENEMU OKOLI{

BODU L. TUTO SKUTECNOST ZAPISUJEME VYRAZEM lim f(x)=L.

xX—a
S vyuzitim matematické symboliky je mozné definici piepsat ve tvaru: Funkce f ma v bod¢ a limitu L,
pravé tehdy kdyz V& >035 > 0:VxeU(a,8)—{a} = |/ (x)-L|<e&.

Zapis lim f(x)=L se ¢te:, limita funkce f(x) pro x bliZici se k a je rovna L.
x—>a

Obsah praveé uvedené definice je mozné vysvétlit nasledujicim zptisobem. Pokud se podafi uzaviit kolem
bodu L takovy interval (pas), Ze pro kazdou jeho $itku najdeme na ose x takové okoli bodu a, ze pro vSechny
body z tohoto okoli budou jejich funkéni hodnoty lezet v intervalu kolem bodu L, pak ma dana funkce v bod¢ a
limitu L. Cilem neni najit Siroky pas kolem budu L. Naopak: snahou je pokusit se najit pds co mozna nejuzsi, aby
bylo hledani intervalu na ose x namahavéjsi. Je-li mozné najit libovoln€ maly pas kolem bodu L (jeho Sitka je
2¢), k némuz lze najit na ose x interval kolem bodu «a (Sitka toho intervalu je 26 ), pak dana funkce ma limitu L
v bod¢ a. Pokud neni mozné obecné takovy pas najit, funkce v daném bod¢ limitu nema.

Snaha najit libovolny interval (tedy co nejuzsi interval, nebot’ pro Siroké intervaly jsou podminky splnéné
snaze) odpovida v definici limity ptedpokladu ,.k libovolné zvolenému okoli bodu L* resp. ,,pro kazdé kladné

113

& .

Jako ptiklad funkce, ktera ma v bod¢€ a limitu L, je mozné uvést funkci na obr. 23. Pro jakkoliv Siroky pas
v okoli bodu L (pro vSechna kladna ¢ ) jsme schopni najit interval na ose x (existuje kladné ¢islo &) takovy, Ze

funkéni hodnoty vsech bodd z okoli bodu a (vSechna x z mnoziny (a—&;a+8)—{a}) lezi v pfedem daném
pasu kolem bodu L (v intervalu (L—&; L+¢)).

Na obr. 24 je priiklad funkce, kterd v bod¢ a sice ma limitu, ale ta neni rovna funkéni hodnoté dané
funkce. Tato funkce tedy neni v bod€ a spojita (viz odstavec 4.3).

e rs

¥ ¥
Lt+te
L+afL .
L—al
L-e L+e
2 2 i
f £+31L ...................... f ___.Wa-f
&
L_E; /
0 a x 0 a X'
obr. 23 obr. 24

Zakladni vlastnosti limity funkce:
1. Funkce fma v bod¢€ a nejvyse jednu limitu.

2. Vxe U(a, 5)—{a} : f(x) = g(x)/\ limg(x) =L=3 limf(x): lim f(x) = lim g(x) =L
x—a x—a x—a x—a
(Rovnaji-li se dvé funkce v prstencovém okoli bodu a, v némz ma navic jedna z funkci limitu, ma
limitu i druhé funkce a obé limity se rovnaji.)
3. Jestlize pro viechna x z mnoziny U(a,&)—{a} plati f(x)<g(x)<h(x) a soucasné

lim f(x)=lim 2(x)= L, potom existuje také limita funkce g v bodé a a plati lim g(x)=L.
xX—a x—a xX—a

Je to tzv. véta o dvou policajtech - funkce fa & ,,sviraji* funkei g jako dva policajti - viz obr. 25.

4. Limita sou¢tu dvou funkci f(x) a g(x) je rovna souétu limit danych funkei, tj. plati:
lim(/(x) + () = lim £ (x) + lim ¢ ()

5. Limita soucinu dvou funkei f(x) a g(x) je rovna soucinu limit danych funkci, tj. plati:
lim (£ (x).g(x))=lim f(x).lim g(x)
x—a x—a x—a

6. Limita podilu dvou funkei f(x) a g(x), pficemz lim g(x)=0, je rovna podilu limit danych

[2e)_mr)

X—a

funkei, tj. plati: lim

xX—a
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Pro fadu matematickych uloh, ale i fyzikdlnich aplikaci, je dobré zndt hodnotu této limity:
sin x

lim = lim =1.

x>0 Xx x—0sin x

. sinx .
Vztah lim —— = lim —
x>0 Xx x—0SIn x

=1 lze interpretovat graficky. Do téhoz grafu sestrojime graf funkce

f:y=sinx a graf funkce g:y=x.Z grafu na obr. 26 je ziejm¢, ze pro x v okoli bodu x =0 nabyvaji ob¢
funkce téméf stejnych hodnot.

To znamena, ze podil téchto funkci v limité pro x jdouci k nule je roven jedné.

¥ ¥
#(x)

g(x)

NAASLAN, A~ .
=

fix)

obr. 25 obr. 26

4.2.1.2 Jednostrannd limita

X
Uvazme grafy nasledujicich funkci: f:y= X , giy= |sgn x| , h:y= U a k:y=sgnx. Jejich defini¢ni
X X
obory jsou D(f)=D(h)=R-{0} a D(g)=D(k)=R. Jejich grafy jsou zobrazeny na obr. 27 az obr. 30.
Tyto grafy jsou velmi podobné, ale lisi se definici a pribéhem funkce vbodé x=0. Plati
lim f(x)=limg(x)=1, zatimco limh(x) a limk(x) neexistuji. Nicméné z obrazkii je vidét, Ze i funkce / a
x—0 x—0
k se v bod¢ 0 priblizuji k né¢jaké hodnoté - zavisi ovSem na tom, z jaké strany se k nule budeme piiblizovat: zda
zleva nebo zprava.
Na zékladé toho je potom mozné mluvit o jednostranné limite:
1. funkce 4 (resp. k) maji v bod¢ nule zleva jednostrannou limitu, ktera je rovna -1;
2. funkce 4 (resp. k) maji v bod¢ nule zprava jednostrannou limitu, ktera je rovna 1.

¥ ¥
x & x
obr. 27 obr. 28
¥ ¥
¢ G
x ® x
& @
obr. 29 obr. 30

Nyni vyslovime definice jednostrannych limit.
FUNKCE f MA V BODE a LIMITU L ZLEVA, JESTLIZE K LIBOVOLNE ZVOLENEMU
OKOLI BODU L EXISTUJE LEVE OKOLi BODU a TAK, ZE PRO VSECHNA x Z TOHOTO
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LEVEHO OKOLi BODU a NALEZi HODNOTY f(x) ZVOLENEMU OKOLi BODU L. TuTO
SKUTECNOST ZAPISUJEME ZAPISEM lim f(x)=L.
xX—a
S vyuzitim matematické symboliky je mozné pravé uvedenou definici piepsat ve tvaru:
lim f(x):L<:>Vg>05I5>O:Vxe(a—é‘,a):|f(x)—L|<8.

x—a

Jedna se tedy o analogii oboustranné limity (viz odstavec 4.2.1.1), ale v tomto pfipad¢ se zajimame pouze
0 body od bodu a vlevo. To znamena, ze k bodu a se blizime z oblasti ¢isel, ktera jsou mensi nez bod a.

FUNKCE f MA V BODE a LIMITU L ZPRAVA, JESTLIZE K LIBOVOLNE ZVOLENEMU
OKOLi BODU L EXISTUJE PRAVE OKOLI BODU a TAK, ZE PRO VSECHNA x Z TOHOTO
PRAVEHO OKOLi BODU a NALEZi HODNOTY f(x) ZVOLENEMU OKOLi BODU L. TUTO
SKUTECNOST ZAPISUJEME ZAPISEM lim f(x)=L.

x—>a+
S vyuzitim matematické symboliky je mozné pravé uvedenou definici piepsat ve tvaru:
lim f(x):L<:>Vg>OEI5>O:Vxe(a,a+5):|f(x)—L|<g.

x—>a+

I~y

V tomto piipad¢ se tedy k bodu a blizime zprava, tj. z oblasti Cisel, kterd jsou vétsi nez bod a.

Na zékladé pravé uvedenych definic je mozné urc¢it podminku pro existenci limity funkce v zadaném
bodé¢:

LIMITA FUNKCE f V BODE a EXISTUJE PRAVE TEHDY, KDYZ EXISTUJi V BODE «a
LIMITA ZPRAVA A LIMITA ZLEVA A TYTO LIMITY JSOU SI ROVNY. POTOM SE LIMITA
FUNKCE f V BODE ¢ ROVNA SPOLECNE HODNOTE LIMIT ZLEVA A ZPRAVA.

Pokud jedna z jednostrannych limit zleva nebo zprava neexistuje nebo tyto jednostranné limity jsou
navzajem ruzné, oboustranna limita (tj. ,,normalni limita“) v daném bod¢ neexistuje.

4.2.1.3 Nevlastni limity funkce v bodé

Az dosud bylo vysledkem pocitani limity vzdy redlné Cislo, tj. Cislo z intervalu (—oo; oo) . Jsou ale funkce,

které dosahuji v absolutni hodnoté velkych funk¢nich hodnot a tedy limity v danych bodech budou rist nade
vSechny meze. Takovym limitam se fika nevlastni limity.

FUNKCE f MA V BODE @ NEVLASTNi LIMITU o, JESTLIZE K LIBOVOLNE
ZVOLENEMU CISLU K EXISTUJE PRSTENCOVE OKOLi BODU a TAK, ZE PRO VSECHNA x
Z TOHOTO PRSTENCOVEHO OKOL{ BODU a JE f(x)>K.TUTO SKUTECNOST ZAPISUJEME

ZAPISEM lim f(x)=o0.
xX—a

Struény zéapis definice: lim /' (x)=c0 < VK eR35>0:VxeU(a,6)—{a}= f(x)>K .

X—a

Piiklad: Nevlastni limitu co maji napf. funkce: f:y= ;2 vbodé3, g:y= ;4 v bodé -5, ...
(x - 3) (x + 5)

Funkce tedy v daném bodé ,,utece” do nekonecna - funkéni hodnoty budou pii pfiblizovani se k danému
bodu stéle rust.

FUNKCE f MA V BODE a NEVLASTNi LIMITU -, JESTLIZE K LIBOVOLNE
ZVOLENEMU CiSLU K EXISTUJE PRSTENCOVE OKOLI BODU a TAK, ZE PRO VSECHNA Xx
Z TOHOTO PRSTENCOVEHO OKOLi BODU a JE f(x)<K.TUTO SKUTECNOST ZAPISUJEME

ZAPISEM lim f(x)=—oo.

X—a

Stru¢ny zépis definice: lim f(x)=-0< VK eR35>0:VxeU(a,5)-{a}= f(x)<K.

X—a

> v bod¢ -1, g:y:—L8 v bodé¢ 0,

Priklad: Nevlastni limitu —co maji napf. funkce: f:y=-
(x+1) x

h:y=In|x| vbod&O, ...

Funk¢éni hodnoty budou pfi pfiblizovani se k danému bodu tentokrate ,,utikat” do velmi malych hodnot
(tj. do zapornych hodnot, jejichz absolutni hodnota je velka).

FUNKCE f MA V BODE a NEVLASTNI LIMITU o ZLEVA, JESTLIZE K LIBOVOLNE
ZVOLENEMU CISLU K EXISTUJE LEVE PRSTENCOVE OKOLi BODU a TAK, ZE PRO
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VSECHNA X Z TOHOTO LEVEHO PRSTENCOVEHO OKOLi BODU a JE f(x)>K. TuTO
SKUTECNOST ZAPISUJEME ZAPISEM lim f(x):oo.

x—a~

Struény zapis definice: lim f(x)=0 < VK eR3I5>0:Vxe(a-5,a)= f(x)>K .

x—a~

Ptiklad: Nevlastni limitu « v daném bod¢ zleva maji napi. funkce: f:y=-— ! 2 vbodé-4, g:y= —log(—x)

X+

vbod€ 0, h:y=tgx vbode %,

FUNKCE f MA V BODE a NEVLASTNI LIMITU o ZPRAVA, JESTLIZE K LIBOVOLNE
ZVOLENEMU CiSLU K EXISTUJE PRAVE PRSTENCOVE OKOLI BODU a TAK, ZE PRO
VSECHNA X Z TOHOTO PRAVEHO PRSTENCOVEHO OKOLi BODU a JE f(x)>K. TuTO
SKUTECNOST ZAPISUJEME ZAPISEM 1im+f(x):oo.

X—a

Struény zapis definice: lim f(x)=o0 < VK eR3IF>0:Vxe(a,a+5)= f(x)>K.

x~>a+

- . 1
Priklad: Nevlastni limitu o vdaném bodé zprava maji napf. funkce: f:y =—4 v bodé¢ -4,
X+

fiy=-log(x-2) vbod&2, h:y=cotgx vbodo,...

FUNKCE f MA V BODE a NEVLASTNi LIMITU —© ZLEVA, JESTLIZE K LIBOVOLNE
ZVOLENEMU CISLU K EXISTUJE LEVE PRSTENCOVE OKOLi BODU a TAK, ZE PRO
VSECHNA x Z TOHOTO LEVEHO PRSTENCOVEHO OKOLi BODU a JE f(x)<K. TuTO
SKUTECNOST ZAPISUJEME ZAPISEM lim f(x):—oo.

x—a~

Struény zépis definice: lim f(x)=o0 < VK eR35>0:Vxe(a-5,a)= f(x)<K.

X—a

Priklad: Nevlastni limitu —oo vdaném bod¢ =zleva maji napi. funkce: f: y:% v bod¢ -4,
X+

g:yzlog(—x+1) vbodé 1, h:y=cotgx vbodé «, ...

FUNKCE f MA V BODE a NEVLASTNi LIMITU —o ZPRAVA, JESTLIZE K LIBOVOLNE
ZVOLENEMU CiSLU K EXISTUJE PRAVE PRSTENCOVE OKOLi BODU a TAK, ZE PRO
VSECHNA x Z TOHOTO PRAVEHO PRSTENCOVEHO OKOLi BODU a JE f(x)<K. TuToO

SKUTECNOST ZAPISUJEME ZAPISEM lim f(x)=—o.
x—>a+
Struény zéapis definice: lim f(x)=0< VK eR3IF>0:Vxe(a,a+5)= f(x)<K.

x—>a+

. . 1
Priklad: Nevlastni limitu —oo vdaném bodé zprava maji napt. funkce: f:y=—-—— v bodé -4,
X+

g:y=log(x+3) vbods-3, h:y=tgx vbode =7, ...

3
2

4.2.1.4 Limita funkce v nevlastnim bodé

Zatim jsme definovali vlastni i nevlastni limity v libovolném bod¢ a z intervalu (—oo; ). Je mozné ale

vySetfovat funkéni hodnoty funkce v krajich bodech uvedeného intervalu (—oo; oo) .

Tj. je mozné vySettovat i limity v bodech o« a —o.

Takovym limitdm fikame limita v nevlastnim bodé. Limita v nevlastnim bodé pfitom mize byt vlastni i
nevlastni.

FUNKCE f MA V NEVLASTNiM BODE o VLASTNI LIMITU L, JESTLIZE
K LIBOVOLNE ZVOLENEMU KLADNEMU CiSLU & EXISTUJE TAKOVY BOD Xx,, ZE PRO
VSECHNA x>x, PATRi FUNKCNi HODNOTY f(x) DO INTERVALU (L—g;L+g). TuTto

SKUTECNOST ZAPISUJEME ZAPISEM lim f(x)=L.

X—>0

Struény zéapis definice: lim f(x)=L < Ve>03x,:Vx>x, = |f(x)—L| <g.

X—>0
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- . 1 . -
Priklad: Vlastni limitu v nevlastnim bod¢ co maji napt. funkce: f:y=— a lim f (x) =0, g:y=2"43 a
X X—>00

lim g(x):3,

X—>0

FUNKCE f MA V NEVLASTNiIM BODE - VLASTN[ LIMITU L, JESTLIZE
K LIBOVOLNE ZVOLENEMU KLADNEMU CISLU & EXISTUJE TAKOVY BOD Xx,, ZE PRO
VSECHNA x<x, PATRi FUNKCNi HODNOTY f(x) DO INTERVALU (L-¢&L+¢). TUuTO

SKUTECNOST ZAPISUJEME ZAPISEM lim f(x)=L.

X—>—00

Struény zépis definice: lim f(x)=L < Ve >03x,:Vx<x, = |f(x)—L| <eg.

X—>—0
Ptiklad: Vlastni limitu v nevlastnim bod& —oo maji napf. funkce: f:y=2%-1 a lim f(x)=1, g:y= _i4
X—>—00 X
li =0, ...
i 109,

FUNKCE f MA V NEVLASTNiIM BODE o NEVLASTNI LIMITU o, JESTLIZE
K LIBOVOLNE ZVOLENEMU KLADNEMU CiSLU K EXISTUJE TAKOVY BOD Xx,, ZE PRO
VSECHNA x>x; PLATI f(x)>K.TUTO SKUTECNOST ZAPISUJEME ZAPISEM lim f(x)=o0.

X—>0

Struény zéapis definice: lim f(x)=00 < VK e R 3x,:Vx>x) = f(x)> K.

X—>0

Priklad: Nevlastni limitu o v nevlastnim bod¢€ o« maji napt. funkce: f:y=Inx, g:y=3x+1, ...

FUNKCE f MA V NEVLASTNIM BODE o NEVLASTNi LIMITU -, JESTLIZE
K LIBOVOLNE ZVOLENEMU KLADNEMU CiSLU K EXISTUJE TAKOVY BOD Xx,, ZE PRO
VSECHNA x>x; PLATI f(x)<K.TUTO SKUTECNOST ZAPISUJEME ZAPISEM lim f(x)=—c.

X—>0

Struény zépis definice: lim f(x)=—-0 < VK e R3x, : Vx> x, = f(x)<K .

X—0

Pfiklad: Nevlastni limitu —oo v nevlastnim bod& o maji napf. funkce: f:y=—x>, g:y=-2x+3, ...

FUNKCE f MA V NEVLASTNIM BODE -0 NEVLASTNi LIMITU o, JESTLIZE
K LIBOVOLNE ZVOLENEMU KLADNEMU CiSLU K EXISTUJE TAKOVY BOD Xx,, ZE PRO
VSECHNA x <X, PLATI f(x)>K. TUTO SKUTECNOST ZAPISUJEME ZAPISEM lim f(x):oo.

X—>—00

Struény zapis definice: lim f(x)=o0w < VK e R 3y, :Vx<xy = f(x)>K.
X—>—0

Priklad: Nevlastni limitu o v nevlastnim bodé¢ —o maji napf. funkce: f:y= X%, g:y= -, ..

FUNKCE f MA V NEVLASTNIM BODE -0 NEVLASTNI LIMITU -0, JESTLIZE
K LIBOVOLNE ZVOLENEMU KLADNEMU CiSLU K EXISTUJE TAKOVY BOD Xx,, ZE PRO
VSECHNA  x<Xx, PLATIi f(x)<K. TUTO SKUTECNOST ZAPISUJEME ZAPISEM

lim f(x)=—0.

X——0

Struény zéapis definice: lim f(x)=-0 < VK eR 3y, :Vx<xy = f(x)<K.

X—>—00

Piiklad: Nevlastni limitu —oo v nevlastnim bodé —oo maji napf. funkce: f:y=-x*, g:y=x+5, ...

4.2.2 Neurdité vyrazy

Pfi vypoctu limit se mizeme Casto setkat s tzv. neurditymi vyrazy. Nazev neurcity vyraz zde neni zcela
pfesné na misté, protoze limita je definovana ptesné a korektné a neni na ni nic neurcitého. Nazev je ale natolik
vzity, ze nema smysl ho ménit. Neur€ité vyrazy, tedy vyrazy, které neni mozné pocitat pfimym vypoctem, jsou

, 0 o0 © 0 0
tyto vyrazy: —, —, 0.0, c0o—o00, 17, 00", 0.
0

Limity, v nichz se vyskytnou neurCité vyrazy, je nutné pocitat s vyuzitim né&jaké fintou (rozsifenim,
zkracenim problematického Clenu, ...).

Vlastnosti limit - napf. pocitani s limitami (limita souctu, limita rozdilu, ...), které byly uvedeny pro
vlastni limity ve vlastnich bodech v odstavci 4.2.1.1, plati i pro nevlastni limity v nevlastnich bodech, pouze s
vyjimkou neur¢itych vyraza.
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4.2.3 Dulezité limity

vvvvvv

spravné aplikovat. Hodnoty téchto limit je v nékterych pfipadech také vycist z grafu dané funkce.

Hodnoty limit v nevlastnich bodech (tj. limity pro x blizici se k o0 ) je mozné intuitivné uhodnout, pokud
dobfe zname prubeh grafu dané funkce. Misto ,x se blizi k *oo “ si lze fict ,,pro hodné velka x* resp. ,,hodné
velka zaporna x*“. Analogicky lze u limit pro x blizici se k nule pouzivat zjednoduseni ,,pro malicka x*.

Dulezité limity tedy jsou:

.1 .1 N .1 ! L
lim —=-o lim —=o lim —=1lim—=0 | lim—=0; neN | lim— neexistuje
x>0~ X x—0T X X—>—0 X Xx—owX x—w x" x—0 X
pro a €(0;1)
lim a* = lim a* =0 lim log, x =0 lim log, x = —o0
X——0 X—>0 x—0t X0
pro a e (1; o)
lim a* =0 lim a* = oo lim log, x = - lim log, x = o
xX—>—00 x>0 x—0t X0
lim sin x neexistuje lim sin x neexistuje lim cos x neexistuje lim cosx neexistuje
X—>00 X—>—00 X—>00 X—>—00
lim tgx=oc0 lim tgx=-o0 lim cotgx = - lim cotgx =
7~ zt x—0" x—0"
x—>= PN
2 2
. sinx . tgx X _ o o In(x+1
lim =1 lim 2% =1 lim £ 1:1 hmgzl
x=>0 Xx x—=0 Xx =0 x x—0 X

Pfi vypocétu limit je vZzdy doporuceno postupovat dle nasledujiciho postupu:

. . < Co C w1 < , 0 .
1. limita ve vlastnim bodé a - vede-li vypocet po dosazeni piislusného a k neuréitému vyrazu o’ je

nutné pomoci algebraickych tprav vyraz v Citateli i ve jmenovateli vyjadfit jako souéin nékolika
Ciniteld, z nichz jeden je ten, ktery zpisobuje vysledny soucin nulovy - tj. ¢initel x —a . Kracenim
zlomku timto Cinitelem, obejdeme neurity vyraz. SkuteCnost, ze kratit jde, nas nemusi
piekvapovat. V definici limit se vzdy objevuje prstencové okoli pfislusného bodu a. Pozor! I
limita ve vlastnim bodé mize byt nevlastni, tj. mize vyjit oo .

Prstencové okoli bodu a znamena, ze jsme ,,straslivé blizko bodu a, ale nikdy ne pfimo v ném®. Proto
mizeme Cinitelem x—a cely zlomek délit.

2. limita v nevlastnim bod¢€ - neobsahuje-li zadani ulohy zlomek, je mozné pfimo dopocitat danou
limitu. Je-1i zadani ve forme zlomku, pak se doporucuje v Citateli i jmenovateli vytknout nejvyssi
mocninu neznamé (v Citateli a jmenovateli pfitom neni nutné vytykat tutéz mocninu). Po vytknuti
je mozné ve zlomku kratit a poté jiz op&t limitu dopocitat.

V ptipadé vypoctu limit v nevlastnim bod¢ neni mozné dosazovat pfimo znak pro nekonecno, ale je
mozné dosazovat pouze v hlave ,,strasné velka Cisla®.

(x2 +x—6)(x4 —16)
Priklad: Vypoététe lim .
X2 (x2 —4x+4)()c2 —9)

ReSeni: Zadana limita je typu e tedy jeden z neurcitych vyrazi. Postupnymi algebraickymi upravami proto

upravime zadanou limitu do tvaru, do kterého je mozné dosadit:
(x2+x—6)(x4—16) _ (x—2)(x+3)(x2—4)(x2+4) (x—2)(x+3)(x—2)(x+2)(x2+4)

lim = lim = lim =
=2 (x2—4x+4)(x2—9) X2 (x—2)2 (x—3)(x+3) X2 (x—2)2 (x—3)(x+3)

. (x+2)(x2 +4) (2+2)(22 +4) 438
= lim (x-3)  (2-3) =T T

Dosazovat do zadané funkce konkrétni bod, ve kterém limitu pocitime, je mozné az poté, co jsme
odstranili neur€ité vyrazy. Jakmile dosadime konkrétni bod, nepiSeme jiz pred funkci lim.

3 2
. 2x" —4x—
Piiklad: Vypoététe lim x+4x—2x6
- x=-0  x" +5x"+4

Reseni: Presné podle vyse uvedeného navodu dostaneme:
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3 2 4 6 2 4 6
5 5 e I+—————
. X +2x"—-4x-6 . x xt x . x x2 x 1+0-0-0
hm#:hm " = lim s 2 :1. 0 0:
o xT45xT+4 o X4(1+2+4j x_)_wx(l+2+4) x—lglwx'( +0+0)
x° x X

Z tohoto piikladu je vidét, Ze u vypoctu limity podilu dvou polynomi v nevlastnim bod¢ zavisi vysledek pouze
na stupni polynomu v ¢itateli a stupni polynomu ve jmenovateli.

4.2.4 Uziti limity funkce

4.2.4.1 Asymptoty grafu funkce

Pojem asymptota byl uveden pii probirani uc¢iva o hyperbole, jakozto zvlastni ptipad pfimky, kterd nema
s hyperbolou Zadny spoleény zadny bod. S asymptotami se ale setkdvame v matematice nejen u hyperbol (coz
obecné nemusi byt funkce), ale i u funkci: linearn¢ lomena (rovnoosa hyperbola), exponencialni, logaritmicka,
funkce tangens a kotangens, ... Pozdé&ji uvidime, ze znalost asymptoty funkce je velmi dulezitd pro spravné
sestrojeni grafu funkce: vlastnosti funkce v nevlastnich bodech a v okoli bodti, v nichZ funkce neni definovana,
velmi tizce souvisi s asymptotami funkce. Jsou pochopiteln¢ i funkce, které asymptoty nemaji (sinus, kosinus,
kvadraticka funkce, ...).

Existuji dva druhy asymptot:

1. asymptoty se smérnici - jsou to piimky, které maji rovnici y =ax+b,kde aeR —{0} ,beR,a

jsou to asymptoty funkce v nevlastnich bodech;
2. asymptoty bez smérnice - jsou pfimky ve tvaru x=c, kde ¢ € R, a jsou to asymptoty funkce v
takovych bodech ¢, v nichz neni funkce definovana.

4.2.4.1.1 ASYMPTOTY SE SMERNICI

Iustracni priklad: V analytické geometrii kvadratickych ttvard v roviné byla probrana hyperbola. Uvazme nyni
2 2
hyperbolu %_i}_6 =1. Jedna se hyperbolu, kterd ma stied v pocatku soustavy soufadnic a jejiz hlavni osa je

totoZzna s osou y (viz obr. 31). Na zaklad¢ znalosti z analytické geometrie vime, Ze tato hyperbola ma dvé

Lo 4
asymptoty dané rovnicemi: y = igx .

Jde tedy o ptiklad asymptot se smérnici, piestoze UVEDENA HYPERBOLA NENi FUNKCE.
PRIMKA y=ax+b SE NAZYVA ASYMPTOTA SE SMERNICI GRAFU FUNKCE f,
JESTLIZE

)}i_r)r;[f(x)—(ax+b)}:0 M
. xlilgo[f(x)—(ax+b)] =0. )

Definice plné odpovida intuitivni predstavé, Ze asymptota je primka, ktera nemd s grafem funkce
spole¢ny zadny bod, pouze se ke grafu ,,pfimykava a dotkne se ho az v nekonecnu*.

Predstavime-li si pohyb dvou mravenct, z nichz jeden ptjde do nekonecna po hyperbole zobrazené na
obr. 31 a druhy ptjde do nekonecné po jeji asymptoté, pujdou od jistého bodu témét po stejné care - po
asymptotc.

Vypocet koeficienti a a b, které urcuji prisluSnou asymptotu, je mozné provést na zaklad¢ definice
asymptoty a upravou defini¢niho vztahu napf. (1). Pokud totiz plati vztah (1), tim spiSe bude platit
x)—(ax+b 3)
fim /() =@ h) o
X—>0 X

Vydélime-1i velkym ¢islem vyraz, ktery se rovnal nule, bude vysledek opét nulovy.

Vztah (3) je mozné dale upravit: 0= lim S (x)=(ax+b) = lim [‘f(x)—a—éJz lim M—a—O.

X—>0 X X—>00 X X xX—wo X

Odtud snadnou algebraickou tpravou ziskame
“4)
a = lim M .
x—o X

Podobnym zptisobem je mozné nyni odvodit ze vtahu (1) vztah pro vypocet koeficientu b:
b=1li —ax). ©)
xglolo ( f (x) ax)

Analogicky lze odvodit pfislusné vztahy pro koeficienty a a b asymptoty z definicniho vztahu (2)
asymptoty.

Vyjdou analogické vztahy jen misto limity v nevlastnim bodé oo budeme pocitat tytéz vztahy
v nevlastnim bodé —o .

43




© Jaroslav Reichl, SPSST Panskd, Praha Aplikovand matematika

Asymptota vychazejici z definicniho vztahu (1) a asymptota vychéazejici z definicniho vztahu (2) nejsou
obecné stejné asymptoty.

¥y
x
obr. 31
VETA: PRIMKA POPSANA ROVNICI y=ax+b JE ASYMPTOTOU SE SMERNICi GRAFU
o , , - f(x) .
FUNKCE f PRAVE TEHDY, KDYZ EXISTUJI LIMITY a=Ilim——=A b= lim (f(x)—ax) RESP.
x—o X xX—>00

a=tim 2%\ 5= tim (f(x)—ax).

xX—>-0 X X—>—00

Asymptota neni obecné piimka, kterd se pouze ,priblizuje* ke grafu funkce, ale nikde ji neprotne.
Asymptota muize graf funkce protnout ve vlastnim bodé¢ - pro asymptotu je dulezité, jak ,,se chova®™ v nevlastnich
bodech.

4.2.4.1.2 ASYMPTOTY BEZ SMERNICE
Asymptoty bez smérnice jsou piimky rovnobé€zné s osou y, které neprotinaji graf funkce.

Pokud by asymptota bez smérnice protinala kiivku v grafu, pak by tato kfivka nebyla grafickym
vyjadrenim funkce.

Asymptota bez smérnice NESMI PROTNOUT GRAF FUNKCE V ZADNEM BODE. Asymptota se
smérnici (viz odstavec 4.2.4.1.1) muze graf funkce protnout ve vlastnim bodé - v nevlastnim bodé¢ oo se
k nému pak jen ptiblizuje.

F

obr. 32
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NECHT JE FUNKCE [ DEFINOVANA V PRSTENCOVEM OKOLi BODU c¢ (TJ. V

MNOZINE U(c,6)—{c}). PRIMKA DANA ROVNICI x=c¢ SE NAZYVA ASYMPTOTA BEZ

SMERNICE GRAFU FUNKCE [, PRAVE TEHDY, KDYZ MA FUNKCE f V BODE ¢ ASPON
JEDNU JEDNOSTRANNOU NEVLASTN{ LIMITU.

Ve shodé¢ s definici hledame asymptoty bez smérnice u funkci, u kterych existuji body, v nichz neni dana
funkce definovand. V jinych bodech asymptota bez smérnice neexistuje. Proto staci vySetfovat jednostranné
limity pouze v bodech, v nichZ neni dana funkce definovana.

. 1 .
Asymptotu bez smernice ma napt. funkce f:y= —2+3 v bodé x =2. Asymptotou se smérnici (ktera

je v tomto ptipadé rovna nule) je pfimka y =3 - viz obr. 32.

4.2.4.2 Telna grafu funkce

V analytické geometrii byla probrana kruznice a jeji vzajemna poloha s pfimkou. Jednou z moznych
poloh pfimky a kruznice byla tecna ke kruznici, ktera byla definovana jako pfimka, kterd ma s kruznici spole¢ny
pravé jeden bod (bod dotyku 7) a ktera je kolma na spojnici stiedu a tohoto dotykového bodu 7. Prochazi-li
piimka dvéma riznymi body T a 4 kruznice, jedna se o seénu. Cim blize zvolime bod 4 k bodu 7, tim méné se
lisi poloha seény 74 od te¢ny ¢ kruznice v bodé 7. Rikame, Ze te¢na ¢ je mezni (limitni) polohou seény T4, bliZi-
li se bod A4 po kruznici k bodu T (viz obr. 33).

obr. 33

Pfi hledani teény v daném bod¢ funkce f bude postup analogicky s tim, ze vyuzijeme znalost limit pro
nalezeni mezniho piipadu seény grafu funkce, tj. nalezeni te¢ny.

Vysetiovani te¢ny k dané kiivce (resp. ke grafu funkce f) ma velké pouziti v aplikac¢nich pfedmétech
(fyzika, mechanika, elektrotechnika, ...): pomoci tecny lze linearizovat takové prubchy zavislosti fyzikalnich
velicin, které podle teorie linearni byt maji. Pfi méteni pak vznikaji vzdy rizné chyby, které linearitu zavislosti
porusuji. Piesto je ale vhodné nalézt linearni pribéh takovych zavislosti. A pii hledani této linearizované
zévislosti je obcas vyse uvedeny postup vhodny.

Pokud chceme napsat rovnici tecny ¢ ve tvaru

y=ki+q (6)
v bod¢ T =[xy; yy] funkce f, zvolime na grafu funkce f jesté jeden bod A =[x, +Ax; yy +Ay| (viz obr. 34).
Body 4 a T je urena pfimka p, ktera je se¢nou grafu funkce f. Chceme-li napsat tecnu grafu funkce v bod¢ 7,
sta¢i si uvédomit, Zze pro zmenSujici se prirtistek x-ové soufadnice Ax (tj. pro piipad Ax — 0) se bod 4
ptiblizuje k bodu T a tudiz se secna p blizi tecné t.

Pti vykladu smérnice pfimky (analytickd geometrie linedrnich utvard v roving), jsme zjistili, Ze smérnici &
pfimky Ize vypocitat na zakladé nésledujici tivahy: Necht’ dva rizné body 4 = [xA; y A] a B= [xB; yB] lezi na
ptimce p, jejiz rovnice ma smérnicovy tvar (6) (viz obr. 35). Pro soufadnice uvedenych bodi podle rovnice (6)
plati: y, =kx, +q a yg =kxg +¢q . Dostdvame tedy soustavu dvou rovnic pro nezndmé k a ¢. Po provedenych
upravach pro smérnici k dostavame:

k= VB~ J)A — & (7)
Xg—Xx), Ax
Smérnici k jsme tedy vyjadrili pomoci rozdilu soufadnic dvou bodd, které na dané piimce lezi.
Analogicky je mozné postupovat v pfipadé€, ze chceme nalézt smérnici teny grafu funkce na obr. 34.
Smérnici &, tecny ¢ tedy miizeme urcit jako limitni pfipad smérnice k, secny (piimka p), tj. musi platit:
k, = lim k. (¥

Ax—0
Pfitom na zdklad¢ pravé piipomenuté znalosti o smérnici pfimky je mozné smérnici k, psat ve tvaru

Yo+tAV -y _A

podle vztahu (7): k, = 2 Dostaneme tedy:
Xy +Ax —x,
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9
ktzlimkszlimﬁ. ©)
Ax—0 Ax—0 Ax
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|| — T
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obr. 35
obr. 34

Preznac¢ime-li soufadnice bodli 7 a 4 z obr. 34 na soufadnice T :[xo; f(xo )} a A:[x;f(x)} , je
mozné psat vztah (9) ve tvaru

b= tim Y g LEHEADS )y S (=S () (1o

Ax—0 Ax  Ax—0 Ax X—>X() X=X,

Nyni je uz mozné napsat rovnici teny v bod¢ 7T = [xo; yo] , nebot’ mame k dispozici jeji smérnici &, a
vime, ze na této te¢né lezi kromé bodu 7 jesté libovolny bod X = [x; y] , jehoZ soufadnice musi splilovat vztah
h=2 "N an
X=X,

Rovnici teény 7 tedy miizeme psat ve tvaru y— y, =k, (x—x,) a tedy
y=k(x—x0)+p. (12)
Je-li kiivka grafem funkce y = f (x) a existuje-li v bod¢ x,, vlastni limita (10), pak te¢na kiivky v bodé

T =[xy; v ] je ptimka dana rovnici (12).

S vyuzitim derivace funkce lze napsat rovnici te¢ny ke grafu dané funkce pohodlnéji (viz odstavec 4.4.2).

4.3 Spojitost funkce

Mezi vSemi funkcemi, s nimiZ se postupn¢ seznamujeme, maji velky vyznam funkce spojité. Zhruba
feceno, spojita funkce je funkce, jejiz graf l1ze nakreslit jednim tahem.

Pfi kresleni dané funkce na jejim definiénim oboru tedy nesmime zvednout tuzku od papiru (kfidu resp.
fixu od tabule, ...) - musime graf nakreslit jednim tahem.

Toto intuitivni tvrzeni se ale opird o geometrickou piedstavu, kterd neni u vsSech funkei pfistupna resp.
pouzitelna. Proto je tieba tento intuitivni nahled zpfesnit tak, jak se o to snazili matematikové b&hem
historického vyvoje matematiky.

4.3.1 Spojitost v bodé a v intervalu
FUNKCE f SE NAZYVA SPOJITA V BODE a, JESTLIZE JSOU SOUCASNE SPLNENY

TYTO PODMINKY:
1. FUNKCE f JE V BODE a DEFINOVANA;

2. EXISTUJE VLASTNI LIMITA limf(x);

X—>a

3. FUNKCNi HODNOTA V BODE a JE ROVNA VLASTNi LIMITE V TOMTO BODE, TJ.

f(a)=lim /(x).

Bod 2 v uvedené definici mluvi o existenci limity, tedy v daném bod¢ a musi existovat oboustranna
vlastni limita.

Tak jako jednostranné limity (viz odstavec 4.2.1.2) piekracuji vétSinou bézné ucivo stfedoskolské
matematiky, tak i nasledujici definice spojitosti funkce v daném bod¢€ zprava resp. zleva nejsou predmétem
bézného stredoskolského kurzu matematiky.

FUNKCE f SE NAZYVA SPOJITA ZPRAVA (RESP. ZLEVA) V BODE a, JESTLIZE JSOU
SOUCASNE SPLNENY TYTO PODMINKY:

1. FUNKCE f JE V BODE a DEFINOVANA;
2. EXISTUJE VLASTNi JEDNOSTRANNA LIMITA lim f(x) (RESP. lim f(x));

x—a’ x—a
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3. FUNKCNI HODNOTA V BODE a JE ROVNA VLASTNI JEDNOSTRANNE LIMITE V TOMTO

BODE, TJ. f(a)= 1im+f(x) (RESP. f(a)= lim f(x)).
¥

Fanl
=
5y

obr. 37
obr. 36
¥
¥
obr. 38 gL
obr. 39

Méme-1i nadefinovanou spojitost funkce v bod¢, miizeme definici rozsifit na otevieny interval.
FUNKCE f JE SPOJITA V OTEVRENEM INTERVALU (a;b), JE-LI SPOJITA V KAZDEM

BODE TOHOTO INTERVALU.
V uzavieném intervalu lze spojitost funkce definovat takeé.

FUNKCE [ JE SPOJITA V UZAVRENEM INTERVALU (a;b), JE-LI SPOJITA V
OTEVRENEM INTERVALU (a; b) A V BODE a JE SPOJITA ZPRAVA A V BODE b JE SPOJITA

ZLEVA.
Na obr. 36 je znazornén graf funkce f:y=sgnx, ktera je pfikladem funkce nespojité v jednom bodé¢ -

vbodé x=0. Funkce g:y=~/x+4, jejiz graf je zobrazen na obr. 37, ma defini¢ni obor D(g)=(-4;x) aje
tedy spojitda ve vSech bodech otevieného intervalu (—4; oo) . V bod¢ x=-4 je spojitd pouze zprava, nebot’ v
levém okoli bodu x=-4 neni funkce g definovana. Analogicka je situace u funkce %:y =-x+4, jejiz
definiéni obor je D(h)=(-w;4) a jejiz graf je zobrazen na obr. 38. Tato funkce je spojité ve vSech bodech
otevien¢ho intervalu (—oo; 4) avbodé x=4 je spojitd jen zleva.

Funkce, které nejsou spojité, nemaji ale body nespojitosti vzdy stejného druhu. Existuji funkce, které
nejsou v urcitém bodé spojité (protoze v daném bodé napi. nejsou definovany), ale které je mozné dodefinovat
tak, aby v daném bod¢ a tedy i na svém defini¢nim oboru (resp. na mnoziné realnych Cisel) spojité byly.

2
. -1
Takovou funkci je napt. funkce m:y = al "
X+

, jejiz definiéni obor je D(f)=R—{-1}. Na tomto defini¢nim

-1 (x=1)(x+1)
x+1 x+1
n:y=x-1 ma sice stejny defini¢ni obor jako funkce m, ale je mozné ji v kritickém bod¢ x =—1 dodefinovat

oboru je mozné ale pfedpis funkce m upravit do tvaru: =x-1. Ziskana funkce

ptirozenym zpisobem: n(—l) =—1-1=-2. Ziskali jsme tak spojitou funkeci, jejiz graf je na obr. 39.
Na rozdil od toho napt. funkci f:y=sgnx (jejiz graf je na obr. 36) nelze zddnym zplsobem
dodefinovat tak, aby byla spojita.

Dalsi ptiklady funkci, které nelze dodefinovat v bodech nespojitosti tak, aby byly v té€chto bodech spojité,
jsou zobrazeny na obr. 40 a obr. 41.
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VETA: VSECHNY ELEMENTARNI FUNKCE JSOU SPOJITE VE SVYCH DEFINICNICH
OBORECH.

To znamena, Ze jsou spojité polynomické funkce, goniometrické funkce, exponencialni funkce, mocninné
funkce, logaritmické funkce, ... (viz odstavec 4.1).

¥ ¥

obr. 40 obr. 41

4.3.2 Spojité funkce na uzavitenvch intervalech

Zvlastni pozornost je vénovana v matematické analyze spojitym funkcim na uzavienych intervalech.
Spojité funkce totiz maji takové vlastnosti, na zakladé kterych se s nimi snaze pracuje. Pokud se omezime na
uzavieny interval, maji spojité funkce na tomto intervalu maximum a minimum, coz je vyhodné zejména pro
aplikace matematiky.

WEIERSTRASSOVA VETA: JE-LI FUNKCE f SPOJITA V UZAVRENEM INTERVALU

(a;b), EXISTUJE ALESPON JEDEN TAKOVY BOD x &(a;b), ZE Vxe(a;b): f(x)< f(x), A
ALESPON JEDEN TAKOVY BOD x, €(a;b), ZE Vxe(a;b): f(x)2 f(x,).
Uvedenou vétu I1ze formulovat také tak, ze funkce spojitd v uzavieném intervalu (a; b> nabyva v tomto

intervalu alesponi v jednom bodé€ svého maxima a alespoii v jednom bodé minima.

I kdyby se jednalo napt. o linearni funkci, kterd na svém defini¢nim oboru (reélna ¢isla) nema maximum
ani minimum, na uzavieném intervalu extrémy ma. V tomto pfipadé¢ by maximum a minimum funkce bylo
v krajnich bodech uvazovaného intervalu. Proto je dillezité, aby se jednalo o UZAVRENY interval, do ng&jz
krajni body patfi. Pro otevieny interval uvedena véta neplati.

Stejné tak je dulezity predpoklad o spojitosti funkce. Maximum a minimum napft. funkce f:y=— na
X

intervalu (—1; l) neexistuje, protoze v bodé 0 mé funkce fjednostranné nevlastni limity (viz odstavec 4.2.1.3) -

s

VETA: FUNKCE SPOJITA V UZAVRENEM INTERVALU (a; b) JE V TOMTO INTERVALU
OMEZENA.

Priklad: Omezené funkce jsou napf. funkce: f:y=cosx Vv intervalu <—%7z;%7z>, g:y=x* v intervalu

(—3;2),...

Ackoliv je funkce g omezena jen zdola, pokud omezime jeji vySetfovani na uzavieny interval, omezime
tim 1 jeji prabeh. Proto je funkce g na uzavieném intervalu omezena - pres nejvyssi funkéni hodnotu na daném

intervalu (v tomto pfipadé€ ptes hodnotu g (—3) =9) nas chovani funkce prosté nezajima.

BOLZANOVA - WEIERSTRASSOVA VETA: JE-LI FUNKCE f SPOJITA V UZAVRENEM
INTERVALU <a;b> A JE-LI f(a);tf(b), POTOM KE KAZDEMU CiSLU K, KTERE LEZi MEZI
¢isLy f(a) A f(b), EXISTUJE ALESPON JEDEN TAKOVY BOD ce(a;b), ZE PLATI
f(c):K.

Uvedené véte se nekdy téz fika véta o nabyvani mezihodnot, protoze podle ni funkce f nabyva vSech
hodnot mezi funkénimi hodnotami f'(a) a f(b) . Pozor! Tato véta plati pouze pro spojité funkce.
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Pro praktické pouziti je ale dilezity dusledek praveé uvedené véty, na zdkladé né¢hoz je mozné tesit fadu
problémi z oblasti rovnic a nerovnic.
DUSLEDEK BOLZANOVY - WEIERSTRASSOVY VETY: JE-LI FUNKCE f SPOJITA V

UZAVRENEM INTERVALU (a;b) A MAJi-LI CisLA f(a) A f(b) RUZNA ZNAMENKA (TJ.
PLATIi-LI f(a).f(b)<0), POTOM EXISTUJE ALESPON JEDEN TAKOVY BOD ce(a;b), PRO
KTERY PLATI f(c)=0.

Véta hovoii o existenci alespon jednoho bodu, ktery ma dané vlastnosti. To znamena, Ze tento bod miize
byt jeden (viz obr. 42) nebo takovych bodii miize byt vice (viz obr. 43). Z obrazki (i z uvedené véty) je patrné,
ze funkce fméni v okoli bodu ¢ znaménko, ¢ehoz se vyuziva pfi ptiblizném feSeni rovnic a nerovnic.

rFs

vt ¥

obr. 42 obr. 43

4.4 Derivace funkce

vvvvvv

derivace funkce je mozné vysetfovat nejen pribc¢h funkci v matematice (viz odstavec 4.7), ale i feSit fadu
ptikladt z technické praxe. Derivace totiz umozniuje popsat prubéh veli¢in, které se méni v zavislosti na jinych
veliinach (napf. urazena draha v zavislosti na Case - viz odstavec 4.4.1).

4.4.1 Fyzikalni vvznam derivace

V odstavci 4.2.4.2 jsme v souvislosti s uréenim rovnice te¢ny grafu funkce v jejim bodé 7T = [xo; yo]

vySettovali limitu (10). Tuto limitu jsme psali ve tvaru
f(x)—f(xo) (13)

tim A _ i Lot A) =S () ()= ()
Ax—0 Ax  Ax—0 Ax xX=>x0 X=X

Tato limita méa geometrickou interpretaci: udava smérnici te¢ny grafu funkce v jejim bod¢ 7 = [xo; yo] .

S limitou ve tvaru (13) je mozZné se setkat nejen v matematice, ale i ve fyzice. Uvazujme pohyb hmotného
bodu, u kterého budeme méfit Cas ¢ jeho pohybu a zaroven sledovat zavislost s(t) urazené drahy od okamziku

zaCatku méfeni, tj. od okamziku ¢ =0 s . Graf zavislosti urazené drahy na Case je zobrazen na obr. 44. Za cCas
At =t -1, urazil hmotny bod drahu délky As=s(7)-s(¢,). Na zakladé t&chto (idajii je mozné urcit velikost

priamérné rychlosti v, v uvazovaném Casovém intervalu <t0; to + At) . Dostaneme

_&ZS(tO+AZ)—s(ZO) s(t)=s(t) (14)

=

PAt At t—t,

g (1) /

g

S (tﬂ)

At .
1 i
I] 5

obr. 44

t

vvvvv

prirtstek ¢asu Af, na kterém pohyb hmotného bodu vysetfujeme. Na zakladé znalosti limit tedy muzeme
velikost okamZité rychlosti v v Case ¢, definovat vztahem

y= tim A5 _ jjp S0 A) =5 (5) s(1)=s(t) (15)
A—0 At A0 At >ty t—1,
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Velikost okamzité rychlosti, kterou udava napi. tachometr v automobilu nebo cyklocomputer pii jizdé na
kole, je vlastné velikost primérné rychlosti méfené na velmi malém casovém (a tedy i drahovém) intervalu. U
cyklocomputeru je to ptimo vidét: velikost okamzité rychlosti je velikost primérné rychlosti na draze rovné
obvodu predniho kola, v jehoz vypletu je umistén snimac¢ méfici velikost rychlosti.
Ve shodé s odstaveem 4.2.4.2 tedy miizeme fici, ze velikost okamzité rychlosti pohybu hmotného bodu v
daném case #, ziskdme jako smérnici teCny, kterou bychom v pfislusném bod¢ vedli ke grafu zdvislosti urazené

drahy na cCase.

Srovname-li totiz vztahy (13) a (15), je zfejmé, ze jsou formalné stejné - lisi se jen v nazvech pouzitych
funkei a proménnych.

N . L . S . Ay o ,
Jak je vidét, v pravé uvedeném ptikladu jsme pracovali s limitou typu lim Ey, tj. s limitou podilu
Ax—0
ptirGstku funkce a pfirdstku nezavislé proménné. Tato limita a postup z pravé uvedeného ptikladu o pohybu

. y i C o Ay . et o s
hmotného bodu maji v matematice zasadni vyznam. Proto ma limita lim — své vlastni oznaceni a nazev:
Ax—0

derivace funkce (viz odstavec 4.4.2).
4.4.2 Definice derivace
NECHT FUNKCE f JE DEFINOVANA V JISTEM OKOLi BODU x,. EXISTUJE-LI LIMITA

lim f(xo +Ax)—f(x0)

Ax—0 Ax

, NAZYVAME JI DERIVACI FUNKCE f V BODE x,. ZNACI SE f'(xo).

V definici se nemluvi o tom, jestli musi existovat vlastni nebo nevlastni limita. Dulezité je, aby limita
vibec existovala. Derivace pak mtize byt vlastni i nevlastni, i kdyz s nevlastni derivaci se pfili§ Casto ve
stfedoSkolské matematice nesetkame.

Vzhledem k tomu, ze Ax = x—x, je mozné derivaci funkce fpsat ve tvaru

7'(x) = lim /(%o +Ax)_f(xo): lim M: o A (16)

Ax—0 Ax x—>xQ X=X, Ax—0 Ax ’

Symbolem f”(x,) resp. symbolem y'(x,) se znadi derivace funkce f podle proménné x.

Vzhledem k tomu, ze teorie funkci v matematice pracuje témét vyhradné s proménnou x, nebylo by nutné
dalsi znaceni zavadét. Ale protoze derivace je velmi dalezitd operace s funkcemi pro aplikacni predméty, je
nutné si uvédomit, znat a chapat dalsi zpisoby znaceni derivace funkce. Naprosto exaktné spravné by se méla

derivace funkce f'v bod& x, podle promé&nné x znacit symbolem %(xo) (resp. % ), ktery piipomina souvislost
. , Ay
derivace s podilem e podle vztahu (16).

Podrobngjsi vysvétleni je uvedeno v odstavci 4.5, v némz je definovan diferencial funkce.
Ve fyzice a dalSich aplikacnich pfedmétech se velmi casto vySetfuji pribéhy fyzikalnich velicin
v zavislosti na Case (viz motivacni ptiklad v odstavci 4.4.1). Proto se pouziva pro derivaci dané fyzikalni

(- . N ot oAy w1 . s e
zévislosti y pode ¢asu ¢ zvlastni oznaceni: d_y =y (nad pfislusnou funkci se déla tecka).
t

Shrnuto: ¢arkou nad nazvem funkce se znaci vzdy derivace podle proménné x, teckou nad nazvem funkce
se znaci vzdy derivace podle Casu ¢. V ostatnich pripadech (derivace funkce f podle naboje O, podle elektrického
a  df )

proudu /, ...) je nutné pouzit znaceni pomoci ,,zlomku* (t;. @ Tk

Srovname-li defini¢ni vztah derivace, tj. vztah (16), se vztahem (10) pro smérnici te¢ny grafu funkce v
jejim bodé T = [xO; yo] z odstavce 4.2.4.2, zjistime, ze oba vyrazy jsou totozné. Na zakladé¢ toho je tedy mozné

fici, ze derivace funkce v bodé 7 = [xo; yo] je smérnici teény grafu funkce v uvedeném bod¢. Rovnici teny
grafu funkce v jejim bod& T =[x,; ;| je mozné na zakladé praveé uvedeného psat ve tvaru
y—y0=f'(x0).(x—x0), an

ktery je totozny se vztahem (12). Vztah (17) je ale pro praktické pouziti vyhodnéjsi, nebot’ dava navod na
vypocet smernice teCny.

Smérnici teény v daném bod¢ urcime tak, ze zadanou funkci zderivujeme a do zderivovaného vztahu
dosadime za x konkrétni bod x,, v némz tecnu mame nalézt.

Vypocet derivace 1ze provadét piimo s vyuzitim definice derivace, tj. s vyuzitim vztahu (16).

Priklad: Vypo&téte derivaci funkce f:y =x vbodé x, € D(f).
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Regeni: Vzhledem k tomu, Ze D( f ) =R, budeme hledat derivaci v bod¢ x, € R . Na zaklad¢ definice derivace
(vztah (16)) je mozné psat:

_ 2_ .2 _
()= tim L2 00) o ) ne) g o
xX—>X() X=X XX X=X X—>x() X=X X=X

Za x, je mozné volit libovolny bod z defini¢niho oboru, ¢imz dostaneme hodnoty derivace v riznych bodech.

To znamend, e tetny sestrojené v riiznych bodech grafu funkce £ :y = x* maji riiznou smérici (viz obr. 45).

. ) i
iy
o x
Y
obr. 45

Podobnym zptisobem je mozné odvodit ze znalosti vypoctu limit derivace libovolné funkce. V ramci
urychleni a ptrehlednosti vypocti ale existuje tabulka pfedem vypocitanych derivaci elementarnich funkci (viz
odstavec 4.4.5).

4.4.3 Derivace vysSich radi
V prikladu na konci odstavce 4.4.2 byla vypoctena na zékladé definice derivace funkce (Slo o funkci

7y =x%)vbods Xy € D( f ) =R . Pokud ale neméme na mysli konkrétni bod, v némz derivaci vysetiujeme, je
mozné vyjadiit derivaci v libovolném bodé xe D(f) a psat (v tomto konkrétnim piipad€) f'(x)=2x. Na

derivaci funkce v tomto tvaru lze tedy nahliZet jako na funkci proménné x. Bude-li mit funkce y'= f ’(x) opét

2
derivaci (viz definice v odstavei 4.4.2), oznagime ji y" (resp. »"(x) resp. f”(x) resp. ic—;}) a nazyvame ji

druhou derivaci funkce y = f(x).

d’y . -
Pozor! Symbol dx_J; je skutecné napsan dobie a dvojky jsou ,,umisténé* na spravnych mistech.

Analogicky lze zavést tieti derivaci funkce, Ctvrtou derivaci funkce, patou derivaci funkce, ... Pro
praktické ucely (vySetiovani pribéhu funkei, fyzikalni a technické aplikace, ...) vSak vétSinou vystaime se
druhou derivaci funkce.

4.4.4 Vlastnosti derivace
Derivaci v bodé¢ (viz odstavec ) Ize rozsifit i na derivaci na otevieném intervalu.
FUNKCE f MA V OTEVRENEM INTERVALU (a;b) DERIVACI, JESTLIZE MA DERIVACI

V KAZDEM VNITRNIM BODE TOHOTO INTERVALU, TJ. V LIBOVOLNEM BODE xe(a;b).

Definovat derivaci v uzavieném intervalu neni nyni mozné: v krajnich bodech uzavieného intervalu
neexistuje limita (oboustrannd limita), protoze s bodem do daného intervalu nepatii i jeho okoli. Bylo by mozné
mluvit o pravém okoli poc¢atecniho bodu intervalu resp. levém okoli koncového bodu intervalu a v téchto bodech
uvazovat jednostranné limity a jednostranné derivace.

Spojitost funkce (viz odstavec 4.3) souvisi s limitou funkce (viz odstavec 4.2) a derivace byla definovana
pomoci limit, proto spolu souvisi derivace funkce a spojitost funkce. O tom mluvi dtlezitd véta matematické
analyzy.

VETA: MA-LI FUNKCE f V BODE X, eD(f) DERIVACI, JEV TOMTO BODE SPOJITA.

Pozor!!! Obracena véta neplati. Tedy je-li funkce /v bod¢ x, € D(f ) spojita, nemusi mit v bodé x,
derivaci. Jako piiklad praveé uvedeného tvrzeni poslouzi funkce f:y = |x| . Jeji defini¢ni obor je D( f ) =R a

tato funkce je ve svém defini¢nim oboru spojitd. V bod¢ x, =0 ale nema derivaci. Podle definice derivace

omoci vztahu viz odstavec 4. ro erivaclt v bod€ Xo = at1

pomoc hu  (16)  (vi d 442) pro  derivaci  vbodé  x,=0  plati
Xy +Ax)— f(x 0+Ax|-0 Ax

/'(0) = lim /(0 )=/ (%) = lim | | = lim u Tato limita ale neexistuje, protoze limita zleva
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax
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(A _ o oA

a limita zprava se nerovnaji. Pro limitu zleva totiz plati lim — = lim ——=-1 a pro limitu v tomtéZ bod¢
A0 AX Avs0”

oAy . Ax
zpravaplati lim —= lim —=1.
Ax—0" Ax Ax—0" Ax
Neexistence derivace v daném bodé znamena i to, ze v daném bod¢ nelze sestrojit tecnu k danému grafu

funkce.

Tecna je piimka, ktera nahrazuje v okoli daného bodu graf funkce (tecna je pfimka ,,ptilepena v daném
bod¢ ke grafu funkce®). V bodé¢ 0 na grafu funkce f:y= |x| (viz obr. 46) je ale ,Spicka“ a tudiz tecnu nelze
,,dobre prilepit (na grafu funkce ,,se vikla®). Obecné tedy tecna (a tedy i derivace) neexistuje v téch bodech
grafu funkce f, v nichz je sice funkce spojita, ale graf tvoii v daném bod¢ ,Spicku“. A to je ptipad hlavné
nulovych bodu absolutnich hodnot, které se vyskytnou v ptedpisu konkrétni funkce.

Dale je nutné davat pozor na nulové body argumentti odmocnin - v nich je derivace také ,,problematicka“.

¥ ¥

obr. 46 obr. 47
Proto se zavadi (analogicky jako u limit) jednostranné derivace.
NECHT FUNKCE f JE DEFINOVANA V JISTEM OKOLi BODU x,. EXISTUJE-LI LIMITA

i £ 0 8%) = (1)
Av—>0~ Ax
DERIVACE SE ZNACI f'(x)).

NAZYVAME JI DERIVACi FUNKCE f V BODE x, ZLEVA. TATO

NECHT FUNKCE f JE DEFINOVANA V JISTEM OKOLi BODU x,. EXISTUJE-LI LIMITA
o fxg+Ax)— f(x
lim ( 0 ) ( 0)
Ax—0" Ax
DERIVACE SE ZNACI f/(x)).

, NAZYVAME JI DERIVACI FUNKCE f V BODE Xx, ZPRAVA. TATO

Definice jednostrannych derivaci (stejné jako definice derivace v odstavci 4.4.2) pozaduje pouze existenci
jednostranné limity. Nepozaduje, zda ma byt limita vlastni ¢i nevlastni.

Podle toho pak bude i prislusna derivace funkce vlastni nebo nevlastni. Nevlastni jednostrannou derivaci
ma napf. graf funkce g:y = Jx v bods Xy =0 (viz obr. 47): te¢na grafu v tomto bod¢ je kolma na osu x. Jeji
smérnice je tedy nekonecna.

Na zaklad¢ jednostrannych derivaci je mozné zavést derivaci v uzavieném intervalu (resp.
v polouzavieném intervalu ¢i v polootevieném intervalu).

FUNKCE f MA V UZAVRENEM INTERVALU (a; b) DERIVACI, JESTLIZE MA DERIVACI

V KAZDEM BODE xe(a;b) A V BODE a MA DERIVACI ZPRAVA A V BODE b MA DERIVACI
ZLEVA.

4.4.5 Derivace elementarnich a sloZenych funkci
Jednim z ptedpokladti pro spravné (a rychlé) vyuzivani metod infinitezimalniho poctu pii feSeni praktickych
uloh je dobra znalost derivace elementarnich funkci a zakladni pravidla pro pocitani derivaci. K tomu slouzi
nasledujici prehled funkei a jejich derivaci (viz tab. 1) a zakladnich pravidel pro pocitani s derivacemi, které je
mozné odvodit na zaklad¢ definice derivace (viz vztah (16) v odstavci 4.4.2).

V tab. 1 jsou uvedeny elementarni funkce, které maji derivace ve svych defini¢nich oborech. V tabulce
jsou téz u danych funkci uvedeny jejich primitivni funkce, které jsou zavedeny a vysvétleny v odstavci 5.2.

Hodnoty primitivnich funkci, které nejsou v tab. 1 uvedeny, lze dopocitat se znalostmi z integralniho
poctu (viz odstavec 5.2.3) a je tedy zbytecné se je ucit zpaméti.

Na zakladé jistych pravidel (ktera je mozné odvodit pomoci definice derivace nebo pomoci vlastnosti
limit) je mozné téz zavést derivaci souctu dvou funkci, derivaci rozdilu dvou funkci, derivaci sou¢inu dvou
funkei a derivaci podilu dvou funkei.
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Funkce Derivace funkce Primitivni funkce
y=k; keR y'=0 F(x)=hke+C; CeR
y=x" (x zavisi na volb& n) | y' = mx™" F(x)= X" LCin%-1: CeR

n+1
y=sinx y'=cosx F(x)=-cosx+C; CeR
y=cosx y'=—sinx F(x)=sinx+C; CeR
y=1gx , 1
y = 5
cos” x
y=cotgx , 1
Yy == 2
sin” x
y=e" y'=e* F(x)=e"+C; CeR
_ X r_ X.l X
y=a yooama F(x)=2—+C; CeR
Ina
y=Inx , 1
y ==
X
y=log, x ;1
x.Ina

tab. 1
VETA: JESTLIZE FUNKCE u(x) A v(x) MAJI DERIVACI V BODE x;, MA V BODE X,

DERIVACI I SOUCET, ROZDiL A SOUCIN FUNKCI u(x), v(x) A PRO v(x)#0 TAKE PODIL

u(x)

v(x A PLATI:
[u(x)+v(x)] =u'(x)+V'(x), (18)
[u(x)—v(x)]' ZM,(X)—V’(x), (19)
[u(x) v(x)]l =u'(x)v(x)+u(x)v'(x) (20)

{u(x)] _ (3 (x)—u(x)(x) @1)

Dale je mozné zavést derivaci slozené funkce (viz odstavec 4.1).

VETA: JESTLIZE FUNKCE z=g(x) MA DERIVACI V BODE X, A JESTLIZE FUNKCE
y=/(z) MA DERIVACI V BODE z,=g(x,)), MA SLOZENA FUNKCE y=f(g(x)) DERIVACI V
BODE x, A PLATI
(22)

[F(2(x0))] = 1'(2(50))€' ()

Na prvni pohled vypada navod na derivaci slozené funkce nepiehledné a slozité, ale slozena funkce se
derivuje tak, Ze se zderivuje funkce vnitini a nasobi se derivaci funkce vnéjsi. Stejnym zptisobem se postupuje,
je-li funkce slozena z vice funkei.

Pro nazornost konkrétni ptiklad.

Ptiklad: Urcete derivaci funkce A:y = sin® 2x .

’
Reseni: Podle vztahu (22) mtzeme psat: (sin3 Zx) =3sin® 2x. cos2x . 2 = 6sin® 2x.cos 2x .
derivace a3 derivace sin 8 derivace 2x

4.4.6 Funkce vice proménnych

Az dosud byly rozebirany vlastnosti limit funkce, spojitosti funkce a derivace funkci jedné realné
proménné. Pfi Zadném vySetfovani uvedenych vlastnosti nebylo vyslovné zduraznovano, ze se jedna o funkce
jedné realné promeénné, nebot tento piedpoklad byl jasny. Nicmén€ nejen v matematice, ale i v jejich
technickych aplikacich hraji podstatnou roli funkce vice proménnych. To jsou funkce, které nejsou definované
jen na mnozin€ realnych Cisel, ale na kartézském soucinu (kartézské mocnin€) mnoziny realnych cisel (resp. Jeji
neprazdné podmnozing).
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4.4.6.1 Nastin definice funkce vice proménnych

Priklad: Ve stfedoskolské fyzice se zavadi minimalné jedna funkce vice proménnych — napt. rovnice postupného
mechanického vInéni. Rovnice pro okamzitou vychylku y (se zanedbanim vSech odporovych sil) ma tvar

V=Y sin(2ﬂ[%—%n , kde y_ je amplituda kmitdni zdroje vlnéni (a tedy i amplituda vInéni), T je perioda

kmiténi zdroje vinéni (a tedy i perioda vinéni) a A je vinova délka vinéni. ¢ a x jsou parametry, na kterych zavisi
okamzita vychylka daného bodu. U vinéni se totiz nestaci ptat, jakd bude vychylka v urcitém ¢asovém okamziku
t (jako u kmitani), ale musime se ptat i u jakého bodu danou vychylku vysetiujeme, tj. v jaké vzdalenosti x od
zdroje vinéni se tento bod nachazi.

Z matematického hlediska je tedy rovnice popisujici okamzitou vychylku daného bodu ve vlnicim se prostredi
funkci dvou proménnych - v tomto pripadé proménnych ¢ a x.

Obecné tedy funkce vice proménnych je funkce, ktera je definovana na mnoziné RxRx..xR=R" a
n krat
funk¢éni zavislost je mozné vyjadrit predpisem
f:f(xl,xz,...,xn). (23)
Pokud budeme chtit sestrojit graf funkce dané piedpisem (23), budeme potiebovat (n+1) rozmérny

prostor se zavedenym systémem soutadnic.

Pri sestrojovani grafu funkce jedné proménné potrebujeme dvourozmérnou rovinu se zavedenym
systétmem soufadnic. U funkce n proménnych potiebujeme n os (n soufadnic) pro téchto n nezavislych
proménnych a jednu osu (souradnici) pro zavislou proménnou (pro funkéni hodnotu f vypoétenou pomoci vztahu

23)).

Predstavit si graf takové funkce obecné je obecné dost narocné. Piesto si miizeme rdmcovou piedstavu
udélat alespon pro funkci dvou proménnych. Vyjdeme opét z grafu funkce jedné proménné, kterym je né&jaka
rovinna kfivka. Grafem funkce dvou proménnych pak bude né&jaka plocha, ktera se bude nachazet nad (nebo
pod) rovinou x,x, kartézského systému soutadnic Ox,x,x, (soufadnice x, zde ma vyznam roli soufadnice z, tj.

primo funkéni hodnoty dané funkce).

Graf funkce jedné proménné nakresleny v systému soufadnic v roving si tedy miizeme predstavit jako kus
ohnutého dratku. Graf funkce dvou proménnych, ktery kreslime do trojrozmérného systému soufadnic, si pak lze
predstavit jako plastickou mapu. Podobné mapy byvaji k vidéni zejména v horskych informacnich strediscich.
Soutadnice x a y v tomto pripadé odpovidaji zemepisné Sifce a zemépisné délce, funkeni hodnota funkce f pak
odpovida nadmoiské vysce daného bodu.

Pro vySetfovani vlastnosti funkci vice proménnych (a to nejen z hlediska matematiky, ale i fyziky a
dalsich technickych pfedmétil) je vhodné znat i derivaci téchto funkci vice proménnych. Z toto, co bylo zatim
uvedeno (a jesté uvedeno bude) v odstavei 1.1.1, je zfejmé, Ze derivace funkce jedné proménné, je pom&rné
mocny nastroj, s jehoz pomoci muzeme o dané funkci zjistit fadu dulezitych vlastnosti. Stejn¢ tak mocnym
nastrojem je i derivace funkce vice proménnych. U funkci vice proménnych je mozné k derivaci pfistupovat
riznym zpisobem, v zavislosti na tom, jaké informace chceme o funkci zjistit. Jednou z moznosti zavedeni
derivace funkce vice proménnych, ktera je jen zobecnénim postupu derivace funkce jedné proménné (viz
odstavec 4.4.2), je zavedeni tzv. parcidlnich derivaci (¢asteénych derivaci), které jsou popsany v odstavci
4.4.6.2.

Pouziti parcidlnich derivaci napf. na vySetfovani prubéhu funkci, na hledani extrémi funkci, ... je

vvvvvv

4.4.6.2 Parcidlni derivace funkce vice proménnych

Parcialni derivace (Castecné derivace) funkce vice proménnych jsou definovany podobné jako derivace
funkce jedné proménné, tj. pomoci limity (viz odstavec 4.4.2). Funk¢ni hodnota funkce vice proménnych dana
vztahem (23) ovSem zavisi na n proménnych. Proto je nutné pfi derivaci takové funkce postupovat opatrné.
V dal$im textu bude problematika vysvétlena bez pouziti pfesnych matematickych definic.

V dal$im vykladu se omezime jen na funkce maximalné tfi proménnych, protoze ty se zejména ve fyzice
vyskytuji nejcastéji (fada fyzikalnich veli€in je totiz zavisla na prostorovych soufadnicich x, y, a z). Vyskytne-li
se funkce Ctyf proménnych tj. k prostorovym soufadnicim se piida jeSt€ cas (napf. v elektromagnetismu, v
kvantové fyzice, v teorii relativity, ...), bude situace analogicka.

Parcialni derivace, jak uz vyplyva z nazvu, se zabyva derivaci dané funkce po ¢astech. To znamena, Ze se
budeme zajimat o derivaci ve sméru osy x, osy y, ... Ostatni proménné zdstanou pfi derivaci beze zmény.
Parcialni derivace se zna¢i podobné jako derivace funkce jedné proménné. NemiZzeme ale pouzit znaceni pomoci
carky (napt. f") jako u funkci jedné proménné, protoze musime zdiraznit, podle které proménné se derivuje.

Pokud bude dana funkce f predpisem
f=r(xy72), 24

pak se zavadé;ji tii parcialni derivace:
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. . 0
1. parcialni derivace funkce fpodle proménné x: 8_f ;
X

o

2. parcialni derivace funkce fpodle proménné y: . ;
v

3. parcialni derivace funkce fpodle proménné z: Zl .
74

Pti vlastnim derivovani plati v§echna pravidla uvedena v odstavcich 4.4.4 a 4.4.5, jen je tieba dat pozor
na nasledujici fakt. Derivujeme-li napt. podle proménné x, vSechny ostatni proménné (y, z, ...) jsou pro nas
konstanty.

. . . 2 4 2 i — 2
Ptiklad: Urcete parcialni derivace funkce f, ktera je dana takto: f (x, »,z ) = S y+ay s21n S :
v+

Reseni: Podle pravidel z odstavci 4.4.4 a 4.4.5 budeme postupné uréovat jednotlivé parcialni derivace s tim, Ze
proménnd, podle niz se nederivuje, je pro tu chvili konstantou.

of 32xy+0+0  6xp
Ox y+2 y+2

(vyraz y+2 ve jmenovateli ziistal, protoze to byla ,,konstanta®, kterou byl vydélen

vyraz obsahujici x)

of (3x2.1+4.2.ysinz—0)(y+2)—1.(3x2y—|-4y2 sinz—zz) ~ (3x2 +8ysinz)(y+2)—(3xzy—i-4y2 sinz—zz)

oy (y+2) ) (y+2) )
(vzhledem k zadani funkce bylo tieba pouzit ke spravnému derivovani vztah pro derivaci podilu)

_3x%y+8y’sinz+6x’ +16ysinz—3x’y—4y’sinz+z°  4y’sinz+6x> +16ysinz+z’

(y+2) (y+2)
o _0+4y’cosz—2z _4y’cosz—2z
oz y+2 y+2

Tak jako ma prvni derivace funkce jedné proménné geometricky vyznam ve smérnici teny (viz odstavec
4.4.2), ma podobny vyznam i parcialni derivace. Pro lepsi vysvétleni vyznamu parcialni derivace funkce vice
proménnych za¢neme s velmi jednoduchym vysvétlenim vyznamu derivace funkce jedné proménné.

Piedstavme si graf n&jaké funkce jedné proménné - napt. funkce f:y=x". Derivace této funkce je
f ’(x) =2x. Vime, Ze hodnota prvni derivace v daném bod¢ defini¢niho oboru funkce f urcuje v tomto bodé

grafu funkce f smérnici te¢ny. Na zakladé toho pak mizeme rozhodnout o monotoénnosti funkce (viz odstavec
4.7.2).

To znamena, Ze pro mravence, ktery by lezl po dratku vytvarovaném do tvaru paraboly y=x" a
umisténém ve svislé roving, by ¢islo f ’(x) udavalo v kazdém bodé sklon této paraboly, tj. jak moc to ma

mravenec do kopce nebo z kopce. Jestli jde do kopce nebo z kopce by mravenec poznal podle znaménka ¢isla
f'(x):pro f'(x)<0 jdezkopce, pro f'(x)>0 jde do kopceapro f'(x)=0 by Sel po roving.

Analogicka je situace i pro funkce vice proménnych. Z divodi snadnéj§iho vykladu se omezime na
funkci £ dvou proménnych x a y, ktera je dana predpisem

F=rf(xy). 5)
Parcidlni derivace zadané funkce dané pfedpisem (25) urCuji v daném bodé o soufadnicich
[x; v, f (x, y)] smérnici teCny ve sméru dané osy, kterd je pojmenovana stejnym nazvem, jako je nazev

proménné, podle niz se derivuje.

V analogii s mravencem se tedy mravenec tentokrate nepohybuje po dratku, ale po plastické mapé (viz

o

analogie z odstavce 4.4.6.1). Podle parcialni derivace o mravenec poznd, jak moc ptjde do kopce (z kopce, po

x
roving), pujde-li ve sméru osy x. Na zakladé parcialni derivace 2 ziska tutéz informaci pro chtizi ve sméru osy
W

y.

Vysetfovani monoténnosti funkce vice proménnych v obecném sméru je ponékud komplikovangjsi, ale i
tento problém je schopna vyfesit vysokoskolskd matematika.

4.4.7 Implicitné zadané funkce a jejich derivace

V matematice, ale obCas i1 vjejich technickych aplikacich (fyzika, elektrotechnika, ...) se obcas
vyskytnou i funkce zadané jinak, nez béznym zptisobem. Jednim ze zptsobi, jak zadat jinak funkce, je implicitni
zadani funkce (funkce dané implicitn€). Takto zadané funkce tedy nejsou vyjadiené predpisem pro vypocet jedné
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proménné (v matematice to byva vétSinou proménna y) v zavislosti na jiné proménné (v matematice to byva
vétSinou proménna x), ale jsou zadany rovnici, v niz ob¢é neznamé vystupuji.

Priklad: Rovnici kruznice v obecném tvaru x”+y*—25=0 Ize povaZovat za implicitné zadanou funkci.
Ackoliv se o funkci v zddném piipadé nejednd, 1ze volbou vhodného omezeni dosdhnout toho, Ze rovnice bude
funkeci skuteéné popisovat (napt. volbou x (—5; 5) ay=0).

Implicitné zaddvané funkce se pouzivaji vétSinou v diferencialni geometrii, teorii kiivek, v technickych
aplikacich, ..., protoze popisuji velmi dobfe a relativné jednoduse rizné kiivky.

Implicitné zadanou funkci f (x, y(x)) lze tedy chapat jako funkci g, kterd je definovana jako slozena

funkce vztahem
g(x)zf(x,y(x)). (26)

Najit derivaci funkce fznamena najit i derivaci funkce g definovanou vztahem (26).

Derivace funkce g bude totalni derivace, nebot’ funkce g je funkci jedné proménné x, zatimco derivace
funkce f bude muset byt parcialni derivace (viz odstavec 4.4.6.2), nebot’ se jedna o funkci dvou proménnych (x a
y, ptiemZ proménnd y navic zavisi na proménné x).

Proto mtizeme pro derivaci funkce g podle proménné x psat:

dg(x) _ o (x, y(x)) N o (x, y(x)) | dy(x) (27)
dx ox oy dx

Proménna y je zavisla jen na x - proto je derivace proménné (funkce) y podle proménné x totalni. Vyraz

tedy predstavuje derivaci vnitini funkce funkce f.

d(x)
dr

Pokud bude zadana funkce f've tvaru

S (xx(x)=0, @9

pak bude i jeji derivace dana vztahem (27) nulova, tj. bude platit
o (wr(x)) I (vr(x) dr(x) (29)

ox o dr
a muzeme tedy psat
6]'(x,y(x)) (30)
dy(x) __ ox .
dx 8f(x,y(x))
y

Derivaci implicitni funkce Ize ziskat i pfimym derivovanim bez uziti vztahu (30). Oba zptisoby ale vedou
k témuz vysledku, jak je ukazano na nasledujicim ptikladu.

Piiklad: Funkce fje déna implicitné f: y*sin2x—x”y” +cos(2x+3y)=0. Uréete jeji derivaci.

o

o yz.2.cos2x—2xy3 —2.sin(2x+3y)

a 2ysin2x—3y2x2—3.sin(2x+3y)

oy

2. zpusob: funkci budeme derivovat bez pouziti vztahu (30). Ptitom je dulezité si uvédomit, ze funkci chapeme
tak, ze proménna y je zavisla a proménna x nezavisla (na zékladé hodnot proménné x se urcuje hodnota
proménné y). Proto je nutné si pfi derivaci proménné y uvédomit, Ze je zavisla na proménné x - tj. derivovat y
vlastné jako slozenou funkci.

1. zpusob s vyuzitim vztahu (30): y' =—

£y sin2x—x7y’ +cos(2x+3y) =0

2.y.y"sin 2x + y*.2.cos 2)c—(2)cy3 +3y2.y'.x2)+(2 +3.y’).(—sin(2x+3y)) =0

| S ——7
derivace soucinu

derivace soucinu
2yy'sin2x +2y* cos 2x — 2xy” =3y y'x” = 2sin(2x +3y)—3y'sin(2x+3y) =0

y’(2ysin2x—3y2x2 —3sin(2x+3y))+2y2 cos 2x - 2xp° —2sin (2x+3y) = 0
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y'(2ysin2x—3y2x2 —3sin(2x+3y)) = —(2y2 cos2x—2xy3 —2sin(2x+3y))

, 2y7cos2x—2xy’ —2sin(2x+3y)

2ysin2x—3y2x2 —3sin(2x+3y)

Oba zptsoby uréovani derivace implicitné dané funkce davaji tedy stejny vysledek. Pravé uvedeny
piiklad ovsem neslouzi jako dikaz - je to pouze ilustrace platnosti daného vztahu.

4.5 ***Diferencidl funkce

Predpokladejme, Zze mame funkci f, jejiz graf je na obr. 48. Otazkou je, jak se zméni hodnota funkce,
piejdeme-li z bodu a do bodu @+ 4. Pokusime se zjistit, zda piiristek funkce f(a+h)— f(a) neni pro malé

hodnoty 4 ptiblizné tmérny ¢islu 4. Jinymi slovy, zda existuje Cislo 4 (nezavislé na &) takové, aby chyba, které
se dopustime, nahradime-li rozdil f(a+h)— f(a) &islem Ak, byla mald. Mala chyba pfitom znamend, aby

chyba byla pro malé hodnoty /% (resp. |h| ) podstatné mensi nez & (resp. |h| ).
Pro piiriistek funkce f/ vbodech a a a+h ma tedy platit f(a+h)—f(a)=Ah+7(h), kde 7(h) je
chyba, které se pfi vypoctu dopoustime.

To znamena, ze funkéni hodnotu v bodé a+ /4 nahrazujeme hodnotou uré¢enou pomoci teény ¢ sestrojené
ke grafu funkce f'v bod¢€ a (viz obr. 48).

REKNEME, ZE FUNKCE fMA V BODE ¢ TOTALNi DIFERENCIAL, POKUD EXISTUJE
AeR TAK, ZE

f(a+h)=f(a)+Ah+z(h) GD
A PRITOM
tim 2 . (32)
h—0 h

Pokud takové ¢islo 4 existuje, nazyva se vyraz 4.k totalni diferencial.

T(h
Limita lim% =0 vyjadfuje fakt, Ze chyba urceni funkéni hodnoty v bodé a+#% pomoci tecny ¢ (viz
h—0

obr. 48) je mala.

¥
f
L 1
fiat+h) 4
L t(h
L Ah
f(a) -
a I I — ath I ¥

obr. 48
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Je otazkou, kdy totalni diferencial ve zvoleném bodé¢ a existuje. Lze vyjit z definice (31) a (32) totalniho

f(a+h)—f(a)—A.h

diferencialu. Dosadime-li do limity (32) z vyrazu (31), dostaneme }llirr(l) =0 a po upravé
—

h
méme fim? @) o oa vyjadtime
h—0 h
_ 33
Ao tim(arh)=f(a) (33)
h—0 h

Limita ve vyrazu (33) je analogickd jako limita ve vyrazu (16), pomoci n¢hoz je v odstavci 4.4.2
definovana derivace funkce. Proto mizeme psat

A= f'(a). (34)

Vzhledem k tomu, ze 4 € R, musi byt derivace funkce v daném bod¢ vlastni, aby v tomto bod¢ existoval
diferencial.

Do mnoziny realnych Cisel totiz nevlastni Cisla oo nepatfi. |

VETA: FUNKCE f MA V BODE a TOTALNI DIFERENCIAL PRAVE TEHDY, KDYZ MA
FUNKCE f V BODE a VLASTNi DERIVACI.

Diferencial funkce /v bod€ a je tedy vyraz f'(a).h.
V libovolném bodé x funkce fbude diferencial roven f'(x).h aznatise df (x). Lze tedy psat
df (x) = f"(x).h, (35)

ma-li vyraz na pravé strané smysl.

Vyraz na pravé strané¢ uvedené rovnosti nebude mit smysl, pokud bude derivace nevlastni nebo bude
vypocet vychazet z neurcitych vyrazi (viz odstavec 4.2.2).

Pro funkei f(x)=x je f'(x)=1 a proto df(x)=dx=1.a=h. Vyraz dx se nazyva diferencial
nezavislé proménné. Pro diferencial libovolné funkce tak Ize psat df (x)= f’(x)dx. Odtud je ziejmé, Ze

derivaci funkce lze chapat jako podil diferencialu funkce a diferencidlu nezavislé proménné, tj.

7= (0

Pojem diferencidl funkce hraje podstatnou roli zejména u funkci vice proménnych.

4.6 ’Hospitalovo pravidlo

Francouzsky matematik G. F. A. 1'Hospital (1661 - 1704) je autorem pravidla, které s vyuzitim derivaci
funkci umoziuje pocitat nékteré limity, které béznym zptisobem vypoctu vedou na néktery z neurcitych vyrazi
(viz odstavec 4.2.2). Jeho zavéry lze vyslovit v této veéte.

VETA: NECHT lim f(x)=limg(x)=0 NEBO lim g(x)|:oo A NECHT lim f’(x):A, KDE
Xx—a x—a Xx—a x%ag (x)
AeRU{tx}. POTOM limsz.
x—a g(x)

Cislo 4 tedy miize byt realné a nebo to miize byt jedno z &isel oo .

Pozor! Funkce v Citateli i jmenovateli zlomku se v ptipad€ 1"'Hospitalova pravidla derivuji kazda zvlast a
ne podle pravidla pro derivaci podilu!

Jméno 1"Hospital se cte lopital.

Lze dokazat (ale my to délat nebudeme), Ze tento zplisob vypoctu limit (jsou-li splnény predpoklady véty)
1ze pouzit i na vypocet jednostrannych limit nebo limit v nevlastnich bodech.

V nasledujicich prikladech nebudeme zdtraziovat, Ze jsou splnény pocatecni predpoklady uvedené véty.
Pred kazdym vypoctem je ale nutné tyto predpoklady ovéfit.

» . . 1l—cosx
Piiklad: Urcete lim
x—0 X
1 (1 ) '
N, —COoSx . —COSXx . SInx
Reseni: lim = lim - = lim =0
x—0 X x—0 X x—0 1

L Hospitalovo pravidlo 1ze pfi feSeni jednoho prikladu pouzit i n€kolikrat. Musi byt ale stale splnény
predpoklady uvedené véty.

1—cosx

Piiklad: Uréete lim 3

x—0 X
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y - 1-cosx) i in’
Reseni: lim 1% iy { Vg S0 L sin'x 1y cosx 1y 1
x50 x2 x—0 2\ x>0 2x 2x-0 x' 2x-0 1 2 2
(")
Dalsi ptiklady jiz nebudeme tak podrobné rozepisovat.
4,3 2
Priklad: Urcete lim 6x +4x 122x *l
x20  2xT —=3x"+2
o ext e —1207 41 247 43x7—24x . T2x7+6x-24 . 14dx+6 144
Reseni: lim y 3 = lim 3 = lim > =lim—— = lim —=3.
x>0 2xT —3x 42 X—0 8x° —6x X—0 24x* —6 x—o  48x x—wo 48
A jeste jeden priklad na pouziti |'Hospitalova pravidla:
Priklad: Urcete limlncoﬂ.
x—0 In cos bx
asinax a*
- 2 2
Regeni: lim Incos ax _ lim _Cosax__ atgax _ lim 08 ax _ i @ cos bx _a
x->0lncosbx x>0 bsinbx x—>0p tgbx x>0 b2 x>0 p2 cosax b2
cosbx coshx

L Hospitalovo pravidlo je uzitecné, ale bohuzel u zkousek z matematiky na vysokych Skolach fada uloh
na vypocet limit zacina slovy ,,Bez uziti 'Hospitalova pravidla urcete limitu ...*“. Ale je alespon Sance si ovefit
ziskany vysledek.

4.7 Pribéh funkce

Vysetfovani prubéhu funkce patii k zdkladnim tloham diferencialniho poctu a tyto ulohy maji i velmi
mnoho praktickych aplikaci. Je pravda, Zze v soucasné dobé je mozné s vyuzitim fady pocitacovych programi
(které lze instalovat i do kapesnich kalkulatord ¢i mobilnich telefont) prubéh funkce zobrazit velmi rychle.
Nicméné rutinni vypocet bez uziti pravé zminénych pomitcek je i zde velmi dilezité zvladnout. U fady
praktickych tloh miize pocitacovy program vykreslit velmi pochybné grafy, neuvédomi-li si uzivatel, co vlastné
od programu vykreslit chce.

Driive nez ale pfistoupime k vlastnimu vysetfovani pribéhu funkce (viz odstavec 4.7.8), je tieba se
seznamit s dal$imi vlastnostmi funkci, které jsou k vysetfovani jejich prubehu nezbytné nutné.

4.7.1 Véty o spojitosti
ROLLEOVA VETA: NECHT JE DANA FUNKCE f, KTERA MA TYTO VLASTNOSTI:

1. JE SPOJITA V UZAVRENEM INTERVALU (a;b);

2.V KAZDEM BODE OTEVRENEHO INTERVALU (a; b) MA DERIVACI;

3. f(a)=1(b).

POTOM EXISTUJE V OTEVRENEM INTERVALU (a;b) ALESPON JEDEN BOD ¢, V NEMZ
PLATI f'(c)=0.

Vétu piiblizi obr. 49, na némzZ je nakreslena funkce f, ktera je spojita v intervalu (a; b) apro f (a) a
f(b) plati f(a)= f(b). Graf funkce f ma v kazdém bodé& te¢nu, tj. ve viech bodech otevieného intervalu
(a; b) existuje derivace funkce f. Funkce tedy splituje ptfedpoklady Rolleovy véty, z niz vyplyva, Ze mezi vSemi
teCnami sestrojenymi k dané funkci na uvazovaném intervalu bude alespon jedna, ktera je rovnobé&zna s osou x
(4. jeji smérnice je nulova).

Nejsou-li splnény vSechny piedpoklady Rolleovy véty, nemusi byt jeji zavér platny. Takovym piikladem
mize byt napt. funkce f:y= |x| na intervalu (—4; 4) . Zde neni splnén predpoklad o existenci derivace ve vSech
bodech intervalu (—4; 4) :vbodé x, =0 totiz neexistuje derivace (viz obr. 50). Proto neexistuje bod, v némz by

byla tecna sestrojend k dané funkci rovnobézna s osou x. Naproti tomu funkce f:y= x* na intervalu (—1; 2)

sice nesplituje podminku o rovnosti funk¢énich hodnot v koncovych bodech uvazovaného intervalu, ale pfesto
existuje bod, v némz je te¢na rovnobézna s osou x (viz obr. 51).

Vyznamnou vétou je Lagrangeova véta o stfedni hodnote.

LAGRANGEOVA VETA O STREDNi HODNOTE: NECHT JE DANA FUNKCE [, KTERA
MA TYTO VLASTNOSTI:

1. JE SPOJITA V UZAVRENEM INTERVALU (a;b);

2. VKAZDEM BODE OTEVRENEHO INTERVALU (a;b) MA DERIVACI.

59




© Jaroslav Reichl, SPSST Panskd, Praha Aplikovana matematika
POTOM EXISTUJE V OTEVRENEM INTERVALU (a;b)ALESPON JEDEN BOD c¢, PRO

KTERY PLATI: f’(c)zw.
—a
N y
:
............... alo .
f
a h

L]
J—
b

obr. 49 obr. 50

obr. 52

[

-1
obr. 51
Graf funkce, ktera spliiuje podminky Lagrangeovy véty, je zobrazen na obr. 52. Funkce ma v kazdém
bod¢ x e (a; b) derivaci a tedy je mozné v kazdém bod¢ tohoto intervalu sestrojit te¢nu. Tétiva spojujici body

/(b)-f(a)

-a
véty pak existuje alespon jedna teCna #, kterda ma stejnou smérnici jako uvazovana tétiva, tj. je s danou tétivou
rovnobézna.

A= [a; f (a)} a B :[b; f (b)} grafu této funkce ma smérnici k =tgep = . Podle Lagrangeovy

4.7.2 Monotonnost funkce a derivace

Z uciva o funkcich vime, Ze funkce, ktera je bud’ rostouci nebo klesajici, se oznacuje ndzvem monoténni.
Na zaklad¢ Lagrangeovy véty (viz odstavec 4.7.1) je mozné urcit zda se jednd o funkci rostouci nebo klesajici na
zakladé prvni derivace funkce.

VETA: MA-LI FUNKCE f V KAZDEM BODE INTERVALU (a;b) KLADNOU DERIVACI,

JE V TOMTO INTERVALU ROSTOUCi. MA-LT FUNKCE f V KAZDEM BODE INTERVALU
(a;b) ZAPORNOU DERIVACI, JE V TOMTO INTERVALU KLESAJicCi.

Intervaly, v nichz je funkce rostouci nebo klesajici (tedy monoténni), se nazyvaji intervaly
monotonnosti.

4.7.3 Extrémy funkce a derivace
K urceni pfesného prubéhu funkce je nutna také znalost extrémiui funkce. Pojem extrém funkce je
souhrnné oznaceni pro maximum funkce nebo minimum funkce. Terminem extrém funkce na mnoZiné se
oznacuje nejvetsi funkeéni hodnota nebo nejmensi funkéni hodnota funkce na dané mnozin€. Touto mnoZzinou je
vétsinou cely defini¢ni obor nebo uzavieny interval patiici do defini¢niho oboru dané funkce.
Na obr. 53 je zobrazen graf spojité funkce f, o které je mozné (z hlediska jejich extrémi) fici:
1. v bodé€ a nabyva funkce nejveétsi hodnoty;
2. vbodé x; nabyva funkce nejmensi hodnoty;

3. v bodech x, a x; nabyva v jistém smyslu extrémni hodnoty - jedna se o lokalni extrémy, které
nemusi piedstavovat nejvétsi (resp. nejmensi) hodnoty funkce v uvazovaném intervalu.

Lokalni extrémy jsou ,,mistni extrémy*“. Extrémem Ceské republiky z hlediska nadmoiské vysky je hora
Snézka v Krkonos$ich. Pro obyvatele Jesenikli je mistni nejvyssi horou Pradéd. Pradéd je tedy pro obyvatele
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Jesenikil lokalnim extrémem, ackoliv extrémem (globalnim extrémem) je Snézka v KrkonosSich. Pro obyvatele
Krkonos je Snézka lokalnim extrémem (mistni nejvyssi hora), ale je to zarovei i globalni extrém - nejvyssi hora
Ceské republiky.

Globalni extrém (resp. extrém - velmi Casto se totiz pfivlastek globadlni vynechavd) je tedy zaroven i
lokalnim extrémem v ur¢itém okoli.

O\,
sz \v,- X

obr. 53
FUNKCE f MA V BODE Xy LOKALNi MAXIMUM, EXISTUJE-LI TAKOVE OKOLIi U(x,)

BODU X), ZE PRO VSECHNA xeU(xy)ND(f) PLATI: f(x)<f(x).
FUNKCE f MA V BODE X, LOKALNi MINIMUM, EXISTUJE-LI TAKOVE OKOLI U(x,)
BODU Xy, ZE PRO VSECHNA xeU(xy)ND(f) PLATI: f(x)2f(x).

Plati-li v uvedenych nerovnostech rovnost jen pro x =x,, fikdme, Zze funkce f ma v bod¢ x, ostré
lokalni maximum, resp. ostré lokalni minimum.

To znamena, ze takovy bod je skutecné nejvyssim resp. nejnizsim v daném okoli. Funkce v tom ptipadé
neni v okoli lokéalniho extrému konstantni.

V analogii krajiny je ostré lokalni maximum S$picka hory a ostré lokalni minimum uzka rokle. V zadném
pripadé ostrym lokalnim maximem neni ndhorni plosina.

Z obr. 53, na némz je znazornén graf spojité funkce £, je vidét, ze v bodech [xl; /(% )] a [xz; f(x )]

ma graf funkce tecnu a zaroven je zde ostré lokalni minimum resp. maximum. Te¢ny v téchto bodech (tj. tecny
v lokalnich extrémech) jsou rovnobézné s osou x a maji tedy nulovou smérnici. Z toho vyplyva, ze i (prvni)

derivace funkce /v téchto dvou bodech je nulovd. V bodé [ x3; f(x3)] je sice také ostré lokalni minimum, ale

tecna v tomto bod¢€ neexistuje.

V bodé [x3; f (x3 )] je na grafu funkce ,,Spicka“ a te¢nu tedy neni mozné dobte ,,pfitisknout” ke grafu
funkce f.

Funkce tedy mize mit lokalni extrém jen v téch bodech, v nichz je jeji derivace nulova nebo derivace
neexistuje.

Nasledujici véta dava do souvislosti extrémy funkce s jeji derivaci.

VETA: MA-LI FUNKCE f V BODE x, LOKALNi EXTREM A EXISTUJE-LI V TOMTO

BODE DERIVACE f’(x)) FUNKCE f, PAK PLATI: f'(x,)=0.
Pozor! Obracena véta neplati. Pokud plati f ’(xo) =0, nemusi mit funkce f'v bod¢ x, lokédlni extrém.

Prikladem neplatnosti této obracené véty je napf. funkce f:y=x>.Plati f '(O) =0, ale v bod¢ 0 nema funkce f
lokalni extrém. Je zde pouze tzv. stacionarni bod (viz odstavec 4.7.4).
4.7.4 Stacionarni body

Zjistime-li, Ze v bod¢ x, pro derivaci funkce fplati f '(xo) =0, neznamena to nutn¢, ze funkce f ma v

bod¢ x, lokalni extrém. Pfesto urceni bodii, v nichz nabyva prvni derivace funkce nulové hodnoty, je prvnim
krokem k vyhledani lokalnich extréma.

e 'y

¥ ¥

-

=
obr. 54 obr. 55

obr. 56 obr. 57
Ma-li funkce y = f(x) v bod& x, derivaci a je-li f'(x,)=0, pak se bod x, nazyva nulovym bodem
prvni derivace nebo téz stacionarnim bodem. Tyto stacionarni body jsou tedy feSenim rovnice f '(x) =0 a

extrém funkce v nich mtize, ale také nemusi byt.
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Stacionarni body jsou tedy pouze body ,,podezielé z extrému*.

Dale je mozné postupovat podle nésledujici véty:

VETA: NECHT f'(x))=0. JESTLIZE EXISTUJE TAKOVE OKOLi U(x),5) BODU x,, ZE
V INTERVALECH (x,-6;%)) A (x);X,+8) MA PRVNi DERIVACE f'(x) FUNKCE f RUZNA
ZNAMENKA, MA FUNKCE f V TOMTO BODE x; OSTRY LOKALNI EXTREM. MENi-LI SE
ZNAMENKO DERIVACE Z PLUS NA MINUS, MA FUNKCE f V BODE x, LOKALNI MAXIMUM
(VIZ OBR. 54), MENi-LI SE ZNAMENKO DERIVACE Z MINUS NA PLUS, MA FUNKCE [ V
BODE x; LOKALNI MINIMUM (VIZ OBR. 55).

Pokud funkce / ve stacionarnim bodé x, (resp. v intervalech (x,—J;x,) a (xo;x,+5)) znaménko

neméni, lokalni extrém v daném bod¢ neexistuje (viz obr. 56 a obr. 57).

Uvédomime-li si ovSem, Ze pomoci prvni derivace funkce miizeme urcit pomérné snadno intervaly monotonnosti
funkce (viz odstavec 4.7.2), miZeme z téchto intervald monotonnosti funkce vyjit pfi ur¢ovani lokalniho
extrému v nalezeném stacionarnim bodg.

Prechazi-li funkce ve stacionarnim bodé€ z rostouci na klesajici, je v daném bodé lokalni maximum.
Prechazi-li funkce v nalezeném stacionarnim bod¢ z klesajici na rostouci, ma v daném bod¢ lokalni minimum. Je

vvvvvv

4.7.5 Extrémy funkce a druha derivace

Zjistovani zmény znaménka prvni derivace mize byt u n€kterych funkci problematické nebo nepiijemné.
Proto si ukdzeme, jakym zplsobem je mozné urcit lokalni extrém na zéklad¢ druhé derivace funkce. To je
vyhodné za ptedpokladu, ze vypocet druhé derivace funkce je jednodus$si nez uréovani znaménkovych zmén
prvni derivace.

Navic tento postup je témeét ,,chybam vzdorny“ a neni potfeba u néj prokazovat takovy vhled do
problematiky, jako u postupu popsaného na konci odstavce 4.7.4.

VETA: NECHT f'(x))=0 A NECHT EXISTUJE V BODE X, DRUHA DERIVACE FUNKCE
f:

1. JE-L1 f"(x))<0, MA FUNKCE f V BODE X, OSTRE LOKALNI MAXIMUM;

2. JE-LI f"(xy)>0, MA FUNKCE f V BODE x; OSTRE LOKALNi MINIMUM.

Pokud je f ”(xo) =0, neni mozné o existenci lokalniho extrému funkce f v bod¢ x, rozhodnout.

Neni mozné rozhodnout podle této véty. Potad je v zaloze metoda popsana na konci odstavce 4.7.4.

4.7.6 Konvexnost a konkavnost funkce

Uvazujme nyni grafy dvou funkci: h:y=e* (viz obr. 58) a f:y=Inx (viz obr. 59). Kdybychom k
témto grafiim sestrojovali teCny v libovolnych jejich bodech, zjistili bychom, ze u funkce % lezi vzdy graf funkce
,»had te¢nou‘ sestrojenou v daném bodé a u funkce f'lezi graf funkce vzdy ,,pod tecnou sestrojenou v daném
bodé¢. Tato skute¢nost pomtize urcit dalsi vlastnosti funkce: konvexnost a konkdvnost. Kdybychom totiz neznali
presny pribéh funkci a védéli jen, Ze ob€ jsou rostouci na svém defini¢ni oboru, nemohli bychom jejich graf
sestrojit.

e Fy

¥ ¥

-

obr. 58

obr. 59

Obe¢ funkce jsou totiZ rostouci, ale kazda z nich je jinak ,,prohnutd“. A pravé ,,prihyb funkce* popisuje
konkavnost resp. konvexnost funkce.

FUNKCE f, KTERA MA DERIVACI V BODE x,, JE V BODE [xo;f(xo)} KONVEXNI,
EXISTUJE-LI TAKOVE OKOLi U(x),,§) BODU x,, ZE PRO VSECHNA X Z MNOZINY

U(xy,5)—{x} LEZi BODY GRAFU FUNKCE [ ,NAD TECNOU®“ SESTROJENOU V BODE

[xoi f(xo)]
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Mnozina U (xy, §)—{x,} je prstencové okoli P(xy,5) bodu x, (viz odstavec 4.2.1.1).

¥

obr. 60
FUNKCE f, KTERA MA DERIVACI V BODE x;,, JE V BODE [xo;f(xo)] KONKAVNI,
EXISTUJE-LI TAKOVE OKOLi U(x),5) BODU x;, ZE PRO VSECHNA X Z MNOZINY
U(xy,8)—{x,} LEZi BODY GRAFU FUNKCE f ,POD TECNOU®“ SESTROJENOU V BODE
[xo;f(xo)]

Tuto vlastnost funkce je mozné rozsifit i na cely interval.
VETA: JE-LI FUNKCE f KONVEXNi (RESP. KONKAVNi) V KAZDEM BODE
INTERVALU [, RiIKAME, ZE JE KONVEXNIi (RESP. KONKAVNI) VINTERVALU /.

Z grafu kvadratické funkce 1 :y=x’+4x+1 (viz obr. 60) je vid&t, 7e dana funkce je konvexni (graf
funkce leZi vzdy ,,nad te¢nou“ sestrojenou v daném bodg). Na zaklad¢ druhé derivace funkce f'( f'(x)=2x+4 a

f ”(x) = 2), ktera je kladna, si lze pamatovat jak pozname, konvexni resp. konkavni funkci.

VETA: JE-LI f"(x,)>0, PAK JE FUNKCE [ V BODE x; KONVEXNI.

VETA: JE-LI f"(x,)<0, PAK JE FUNKCE f V BODE Xy KONKAVNI.

Tyto poznatky plati obecné i pro cely interval, v némz plati uvedené nerovnosti:
VETA: JESTLIZE V KAZDEM BODE INTERVALU [/ PLATI:

1. f”(xo)>0, PAK JE FUNKCE f V INTERVALU / KONVEXNI;
2. f”(xo)<0, PAK JE FUNKCE f V INTERVALU / KONKAVNI.
¥ ¥

obr. 61 obr. 62

Existuje relativné jednoducha mnemotechnicka pomiicka, jak si zapamatovat, ktera funkce je konvexni a
ktera konkavni. Parabolu jako graf kvadratické funkce f:y=x* zname dobfe. Druhou derivaci uréime také

snadno: f ”(x) =2 . Tato hodnota je kladna na celém defini¢nim oboru funkce a tedy (podle vyse uvedené véty)

je funkce konVexni - do grafu této kvadratické funkce lze vepsat pismeno V (viz obr. 61). Funkce, do jejihoz
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grafu Ize vepsat pismeno A, je konkAvni (viz obr. 62, na kterém je graf funkce g :y =—x?, jejiz druhd derivace
je na celém jejim defini¢nim oboru zaporna).

4.7.7 Inflexni body

Na obr. 56 a obr. 57 jsou znazornény funkce, které maji v bod€ x, nulovou prvni derivaci a pfesto v nich

neni lokalni extrém (jde o stacionarni bod). Na zaklad¢ znalosti z odstavce 4.7.6 lze fici, Ze v uvazovaném bod¢
prechazi funkce z funkce konkédvni na funkci konvexni (obr. 56) resp. z funkce konvexni na funkei konkavni
(obr. 57). Funkce méni v uvazovaném bod¢ vyrazné svtij pritbéh, proto ma dany bod i sviij nazev.

NECHT FUNKCE f MA V BODE x; DERIVACI. PRECHAZi-LI V TOMTO BODE GRAF
FUNKCE f Z POLOHY ,NAD TECNOU“ DO POLOHY ,,POD TECNOU“ NEBO Z POLOHY ,,POD
TECNOU“ DO POLOHY ,,NAD TECNOU%, NAZYVAME BOD x, INFLEXN{ BOD FUNKCE f.

Z toho, co vime o konvexni funkci a konkavni funkci (viz odstavec 4.7.6) vyplyva, Ze v okoli inflexniho
bodu méni funkce f ”(x) znaménko. Hodnota druhé derivace funkce /v inflexnim bodé¢ tedy bude nulova.

Druha derivace 1" (x) je obecné také funkce - jeji hodnota zavisi na konkrétnim zvoleném bodu x.

VETA: JE-LI BOD x, INFLEXNiM BODEM FUNKCE f A MA-LI FUNKCE f V TOMTO
BODE DRUHOU DERIVACI, PAK f”(x0)=0.

Pozor! Obracend véta neplati. Pokud plati " (x,)=0, nemusi mit funkce /v bod& x, inflexni bod.

Prikladem neplatnosti této obracené véty je napt. funkce f:y = x*. Plati f ”(0) =0, ale bod 0 neni inflexnim

bodem funkce /- funkce je na celém svém definiénim oboru konvexni.
Situace je podobna jako pii urCovani lokalnich extrémi funkce (viz odstavec 4.7.4): feSenim rovnice
f"(x)=0 ziskime pouze body, v nichZ miiZe, ale také nemusi inflexni bod byt.

Ziskame tedy body ,,podezielé z inflexe™.

Jistotu ziskame aZ po zjisténi znaménkovych zmén druhé derivace v okoli téchto bodi.
VETA: NECHT FUNKCE f MA DRUHOU DERIVACI V KAZDEM BODE Z ¢0-OKOLi

BODU X, A NECHT TATO DRUHA DERIVACE f"(x) MA V INTERVALECH (x,—&;x)) A

(xp;Xg+5) RUZNA ZNAMENKA. PAK BOD X, JE INFLEXNiM BODEM FUNKCE f.

4.7.8 VySetrovani pribéhu funkce
Po vykladu limit (viz odstavec 4.2), derivaci (viz odstavec 1.1.1) a souvislosti derivaci funkce s dalSimi
vlastnostmi funkce (viz odstavce 4.7.1 az 4.7.6.0), je mozné zacit vySetiovat prub¢h libovolné funkce. Hlavnim
ukolem pfi vySetfovani pribéhu funkce je uréeni jejich zakladnich vlastnosti a nakresleni spravného grafu
funkce (ve smyslu rostouci - klesajici funkce, konkavni - konvexni funkce, asymptoty, limity v krajnich bodech
defini¢niho oboru, ...).
Pii vySetfovani vlastnosti a prubéhu funkce je vhodné postupovat v tomto poradi:
1. urcit defini¢ni obor funkce;
2. urcit, zda je funkce sud4, lich4 nebo periodicka;

Ma-li totiz funkce jednu z uvedenych vlastnosti, zjednodusi to vySetiovani jejiho pribéhu - mizeme se
pak omezit jen na ¢ast defininiho oboru a nalezené dtlezité body (extrémy funkce, inflexni body funkee, ...)
vhodné ,,prekopirovat®.

3. urcit pruseciky s osami kartézského systému soufadnic;

4. vypocitat limity v krajnich bodech defini¢niho oboru funkce;

5. vypocitat prvni derivace funkce, urcit stacionarni body a body, v nichz neni prvni derivace
definovana;

V této souvislosti jsou problematické nékteré body funkci linearné lomenych, odmocnin, absolutnich
hodnot, ... - derivace v téchto bodech neexistuje (vétSinou proto, ze neexistuje oboustrannd limita v téchto
bodech).

6. urcit intervaly monotonnosti;
urcit lokalni extrémy funkce;

8. vypocitat druhou derivaci funkce, uréit nulové body druhé derivace a body, v nichz neni druha

derivace funkce definovana;

9. urcit intervaly konvexnosti a konkavnosti funkce;

10. najit inflexni body funkce;

11. najit asymptoty funkce;

12. ur¢it obor hodnot funkce;

13. nakreslit graf funkce.

Jak jiz bylo feceno: s vyuzitim vypocetni techniky je mozné vysetiovani prub&hu funkce vyrazné urychlit,

ale presto je nutné tyto zakladni postupy znat.

=~
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4.8 UZiti diferencidlniho poctu

Uziti diferencidlniho poctu je velmi Siroké a zasahuje jak do matematiky, tak do jejich aplikaci - fyziky,
elektrotechniky, chemie, ... V pfirodnich védach se fesi problémy, které se tykaji nalezeni extrémi urcéitych
veli¢in, okamzitych zmén nékterych veli¢in (draha, rychlost, ...).
Pti feSeni uvedenych uloh je tieba vzdy najit vhodné vyjadieni funkce, jejiz extrém nebo pribéh potom budeme
hledat. Nékteré ulohy z matematiky, fyziky, elektroniky, ... je mozné fesit i na zakladé logické uvahy, tj. bez
uziti diferencialniho poctu.
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5. INTEGRALNI POCET

Zakladnimi pojmy této kapitoly jsou primitivni funkce (viz odstavec 5.2) a urcity integral (viz odstavec
5.3), zakladni dovednosti pak je urCeni primitivni funkce k dané funkci na daném intervalu. Tato dovednost

M

vyznam pii studiu pfirodnich a technickych véd.

5.1 Historicky uvod

O rozvoj integralniho poctu se zaslouzil anglicky fyzik Isaac Newton (1642 - 1727) a némecky matematik
Bernhard Riemann (1826 - 1866). Na zakladé toho se Casto hovoii o Newtonové integrdlu a Riemannove
integralu. Tyto dva druhy integrali se 1i§i pouze pfistupem obou védct k nalezeni zadkladnich integracnich
pravidel a ke stanoveni podminek, za kterych je dana funkce integrovatelna:

1. Newtonuv integral - vychazi z definice primitivni funkce pomoci derivace funkce (viz odstavec
5.2.1). S timto pfistupem se integraly 1épe pocitaji.

2. Riemanniv integral - vychazi z konkrétni aplikace integralu: vypocet obsahu plochy, ktera je
omezena grafem funkce. Z toho je ziejmé, ze se jedna o integral urcity (viz odstavec 5.3), i kdyz
Riemann timto zpisobem studoval i integraly neurCité (integral jakozto funkce jedné z mezi -
horni meze nebo dolni meze). Riemanntv pfistup ma tu vyhodu, ze je nazorny a okamzité jsou
zfejmé aplikace integralniho poctu.

Na zéakladé soucasnych znalosti matematické analyzy je mozné dokazat, Ze pro spojité funkce, které maji
ve vSech svych bodech derivaci, ziskdme pomoci Newtonova integralu i Riemannova integralu stejné vysledky.
Presto se najdou funkce (které jsou ovSem velmi specifické, a proto se s nimi v ramei stfedoskolské matematiky
nesetkame), které lze fesit jen jednim z uvedenych postupd. Takové funkce tedy bud’ maji Newtonlv integral a
nemaji Riemanntiv integral nebo naopak.

5.2 Primitivni funkce

5.2.1 Zavedeni primitivni funkce
MEJME DANY FUNKCE F A f DEFINOVANE V OTEVRENEM INTERVALU /.
JESTLIZE PRO VSECHNA xe/ PLATI

F’(x)zf(x), (37)
RiIKAME, ZE FUNKCE F JE PRIMITIVNI FUNKCE K FUNKCI f V INTERVALU /.

Nebude-li feceno jinak, budeme intervalem / rozumét vzdy interval otevieny.

Na otevieném intervalu totiz nejsou zadné problémy s derivaci funkce - viz odstavec 4.4. Kazdy bod
tohoto intervalu do néj patii i se svym okolim.

Primitivni funkce k dané funkci se tedy definuje pomoci derivace (viz vztah (37)). Jinymi slovy:
derivovanim primitivni funkce F dostaneme ptivodni funkeci f.

Pomoci toho je mozné ovetit veskeré vysledky prikladi, v nichz je tieba nalézt primitivni funkci k dané
funkei: staci vyslednou funkci zderivovat. Pokud se dostaneme k funkci ze zadani prikladu, pocitali jsme
spravné. Pokud najdeme primitivni funkei, kterou nechceme derivovat kvili ovéreni naseho vysledku, je mozné
podivat se do vysledki sbirky, z niz byl priklad ptevzat. Zde se ale miize objevit jedna nesrovnalost. Vysledek se
mize od naseho lisit a pfitom jsme mohli pocitat dobte.

Zname-li v intervalu I k dané funkci fjednu primitivni funkei, zndme jich nekonec¢né mnoho. Je-li totiz F/
primitivni funkce k funkci f; pak také kazda funkce tvaru F (x) + C, kde C je libovolné realné ¢islo, je primitivni

funkei k funkci f, protoze

(F(x)+C) =F'(x)= f(x). (38)

Vyrazem F (x) + C jsou vycerpany vSechny moznosti a zadné jiné primitivni funkce k funkei f neexistuji.
VETA: JE-LI FUNKCE F V INTERVALU [ PRIMITIVNI FUNKCi K FUNKCI f, PAK

KAZDA PRIMITIVNi FUNKCE K FUNKCI f JE FUNKCE VE TVARU F(x)+C, KDE C JE

REALNA KONSTANTA.

Zname-li graf jedné primitivni funkce F k funkci f v intervalu /, pak grafy vSech primitivnich funkci
k funkci f'v intervalu 7 ziskdme posunutim grafu funkce F po ose y (viz obr. 63).

VETA: KE KAZDE FUNKCI SPOJITE V INTERVALU EXISTUJE V TOMTO INTERVALU
PRIMITIVNI FUNKCE.

Vzhledem k tomu, Ze pojem primitivni funkce Uzce souvisi s pojmem urcity integral, pouziva se pro
oznaceni primitivni funkce také zapis:

[r(n)ax=F(x)+c, (39)
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kde x el .V této souvislosti se funkce f nazyva integrand, x integraéni proménnd, symbol I integra¢ni

znak a C integracni konstanta. Symbol dx slouzi k odliSeni integra¢ni proménné od ptipadnych parametrt
nebo konstant vystupujicich v zapisu funkce f.

Symbol dx ma hlubsi vyznam - souvisi s totalnim diferencidlem funkce (viz odstavec 4.5).

¥

obr. 63
Postup, kterym se urcuje primitivni funkce F (x)+C k dané funkci £, se nazyva integrovani funkce f

(integrace funkce f).

Integrovani je vlastné opacny proces k derivovani (tak jako spolu souvisi s¢itani - od¢itani, umocnovani -
odmocnovani, ...). Intuitivni ndhled na to, ,,odkud se vzalo dx “, je mozné ziskat ze zapisu derivace. Pro derivaci

i)

funkce F podle prom&nné x plati F'(x)= = f(x), coz vyplyva ze vztahu (37). Odtud dostavame

dF (x)=f(x)dx (.kousicek* funkce F je roven sou¢inu funkce f a ,kousicku“ proménné x) a tedy

F(x)+C=[ f(x)dx.

Matematicky neni toto ,,odvozeni“ zcela v poradku, ale pro zakladni pfedstavu staci.

5.2.2 Primitivni funkce elementarnich funkci

Zakladni pravidla pro derivovani (ale i hledani primitivnich funkci) elementarnich funkci jsou uvedena
v odstavci 4.4.5 v tab. 1.
Nyni uvedeme pravidla pro hledani primitivnich funkci k souctu dvou funkei a rozdilu dvou funkei.

EXISTUJi-LI V OTEVRENEM INTERVALU / PRIMITIVNI FUNKCE K FUNKCIiM f(x) A

f(x) A JSOU-LI ¢ A ¢, LIBOVOLNE REALNE KONSTANTY, EXISTUJE PRIMITIVNI

FUNKCE TAKE K FUNKCI f(x)=¢ f(x)+c,f,(x) A PLATI

I[clﬁ(x)+c2f2(x)]dx=c1J‘f1(x)dx+c2J.f2 (x)dx. (40)
Z praveé uvedené véty vyplyvaji nasledujici vztahy pro primitivni funkce:
J-cf(x)dx:cjf(x)dx, (41)
Konstantu, ktera je nezavisla na proménné, podle niz integrujeme, mizeme vytknout pred integral. |
[Lr()+e(x)]ar=[r(x)ar+ [g(x)ar, S

Integral souctu dvou funkci je roven souctu integralu danych funkci. |

[[7(0)-g(e)]ar=[ 7 (x)ax— [ g (x)ax. @)

Integral rozdilu dvou funkeci je roven rozdilu integralt t€chto dvou funkci. |

5.2.3 Integracni metody
Pro vypocet slozitéjsich integralti existuje fada doporuc¢enych metod, které je ov§em mozné pouzit pouze
na urcity typ funkei.
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V tomto ohledu jsou integraly horsi nez derivace: pro derivace mame nékolik vztahti (viz odstavec 4.4.5 a
v ném tab. 1) a s nimi spocitame derivace libovolné komplikovanych funkci. V pripadé¢ integralti mizeme dostat
ulohu, ve které jsou ,,znamé jednoduché* funkce, a presto se ukaze, ze tento integral neni viibec analyticky (tj.
bez pocitace) resitelny.

Uvedeme pouze zakladni integra¢ni metody. V teoretické matematice a praxi (fyzika, elektrotechnika,
stavitelstvi, ...) se pouziva cela fada dalSich metod. VétSinou se jedna o substituce, které jsou vytvoieny
specialné pro dany typ uloh. Zde se sezndmime s pouzivanim téchto metod obecné.

5.2.3.1 Per partes
Metoda integrovani per partes (integrovani po cdastech) je zalozena na vztahu (20) pro derivaci soucinu
dvou funkei u=u(x) a v=v(x). Z tohoto vztahu miZeme vyjadfit jeden ze sou¢ind na pravé stran& vztahu.

Tedy napf. u'(x).v(x) = [u (x).v(x)], —u(x)'(x). Odtud vychazi i véta pro integrovani metodou per partes.

VETA: MAJi-LI FUNKCE u=u(x) A v=v(x) V INTERVALU (a;b) SPOJITE DERIVACE,

PAK V INTERVALU (a;b) PLATI

Ju(x).v'(x)dx=u(x).v(x)—'[u'(x).v(x)dx_ (44)

Vztah (44) si Ize pamatovat tak, ze na jeho pravé strané je soucin nederivovanych funkci, od kterého je
odecten integral nové spocitanych funkci (na zakladé funkci v pivodnim integralu, ktery je na levé stran¢ vztahu

(44)).

Metodou per partes je tloha vzdy feSitelna (tj. 1ze nalézt primitivni funkci k zadané funkci), pokud zadana
funkce je ve tvaru soucinu polynomu s funkei sinus, kosinus nebo funkci exponencialni. V nékterych pripadech
je ale nutné pouzit metodu per partes béhem vypoctu vicekrat.

Nyni uvedeme dva piiklady, na kterych zaroven ukazeme zpisob zapisu pouzivané metody.

Priklad: Vypoctéte: J. xcos xdx .

Redeni: K nalezeni primitivni funkce ze zadani pouZijeme metodu per paretes. Je zvykem béhem vypodtu si
ptipravit a oznacit derivace danych funkci, aby bylo mozné snadnéji aplikovat metodu per partes:

’

u=x u =1 . . : . :

Ixcosxdx= , : =xsmx—J.l.smxdx=xsmx—J.s1nxdx=xs1nx+cosx+C
Vi=cosx v=sinx
=% u'=1
Symbol | | . v tomto pfipad¢é neznaci matici! Jedna se pouze o oddéleni oznaceni funkci

vi=cosx v=sinx

od zbytku tlohy.

Priklad: Vypoctéte: J-ex.sin xdx .

Reseni: Opét i tento piiklad rozepiSeme. V tomto piipadé nezavisi na tom, kterou funkci ze soucinu v zadani
budeme integrovat a kterou budeme derivovat. Funkce ¢* se ani jednou z uvedenych operaci neméni, a funkce
sinx a cosx prechazeji béhem integrovani resp. derivovani jedna na druhou (azZ na znaménko).

X ’ X X ’ X
) u=e u'=e u=e u'=e
jex.smxdx: =—c* cosx+‘[ex.cosxdx: =

v =sinx v=-cosx v =cosx v=sinx

=—¢" cosx+e*sinx— I e*.sinxdx. Nyni jsme ziskali rovnost, na jejiz obou stranich méame tentyz C&len

Iex.sin xdx , ale s opaénym znaménkem. Pfevedeme-li nyni tento ¢len na levou stranu rovnosti, neodecte se
s tim pivodnim, ktery na levé strané je.
Pievedenim na levou stranu rovnosti tedy ziskame: 2J. e*.sin xdx = e* cos x + €* sin x . Ziskali jsme tedy rovnici

X
C o .y . , i . e .
0 jedné neznamé I ¢*.sin xdx . Snadnou pravou ziskame: J.ex .sin xdx = 7(005 X +sin x) +C.

I tento zpuisob tpravy se obcas v integralnim poctu vyskytne. Timto zptisobem lze vyfesit zadanou ulohu,
pokud na pravé stran€ ziskame stejny vyraz jako ten, s nimz jsme zacinali pocitat, s libovolnym koeficientem
vyjma +1. V tom pfipad¢ by se totiz oba vyrazy navzajem odecetly a bylo by nutné zvolit jinou metodu feSeni
dané tlohy.

5.2.3.2 Substitucni metoda

Substituéni metoda umoziuje zavedenim nové proménné pievést integrovanou funkei na funkci, kterou
Ize jiz integrovat snadné&ji. Substituéni metoda vychazi v podstaté z véty o derivovani slozené funkce (viz vztah
(22) v odstavci 4.4.5).
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Z véty o derivaci slozené funkce a z definice primitivni funkce vyplyva nasledujici tivaha: Necht existuje

k funkci y = f(¢) na intervalu («; 4) primitivni funkce F(t):jf(t)dt, tedy pro kazdé te(a; B) plati:
F'(t)= f(t). Necht dale funkce 7= g(x) ma derivaci pro kazdé xe(a;b) a pro kazdé x e(a;b) necht je
g(x)e(a; B). Dosadime-li do funkce F(r) za ¢ hodnotu g(x), dostaneme slozenou funkci F(g(x)) . Pro

derivaci této funkce pro vSechna x € (a; b) plati: [F(g(x))] =F'(1).g'(x)=1(1)g'(x)=f(g(x))g'(x).

To ale znamena, ze funkce F(g(x)) je primitivni funkce k funkci f(g(x)).g'(x) a lze tedy psat
[7(2(x)-g'(x)dx = F(g(x))+C vintervalu (a ).

Vzhledem k  tomu, ze  F(1)= I f(t)de  a ze t=g(x), je mozné  psit

[r(2(x)g (x)ax=[ 1 (e)ar=F(r)+c.

VETA (O SUBSTITUCI): NECHT FUNKCE F(t) JE PRIMITIVNI FUNKCE K FUNKCI
f(f) V INTERVALU (a;f). NECHT FUNKCE 7=g(x) MA DERIVACI g'(x) V INTERVALU
(a;b). PRO KAZDE xe(a;b) NECHT HODNOTA g(x) PATRI DO INTERVALU (a;f). PAK V
INTERVALU (a;b) JE FUNKCE F(g(x)) PRIMITIVNI FUNKCE K FUNKCI f(g(x)).g'(x), TJ.

If(g(x))-g’(x)dx = jf(t)dt , (45)
KDE 7=g(x).

Vétu o substituci je mozné pouzit k vypoctu primitivni funkce, podafi-li se funkci, kterou mame
integrovat, rozlozit na dva ¢initele, z nichz jeden je slozenou funkci proménné x s vnitini funkci g (x) a druhy je

derivaci této funkce g.

Priklad: Vypoctéte: J-x2 cos (2 -x )dx
Ve vétsiné piipadil je mozné postupovat presné podle uvedené véty a derivaci vnitini funkce ,,vidét* rovnou.

t=2-x

dr 1 Il . l .
dr =jx2 cost— :——Jcostdz‘=——s1nt:——sm(2—x3)+C
5 —3x 3 3 3
—3x
Po vyteseni pfikladu je nutné se vratit zpét k proménnym, v nichZ byl piiklad zadan. V nasem ptipadé¢ se tedy
vratit zpét od proménné ¢ k proménné x.
Korektngjsi varianta, kterd odpovida ptesné substituci podle vztahu (45), spociva v nalezeni derivace funkce

J‘xz cos(2—x3)dx: %:_3x2 dye

piimo v zadani. Zadéni je soudin dvou funkci: funkce %:y=x? a funkce f:y= cos(2—x3 ) Je ziejmé, ze
funkce f'je funkce slozend - jeji vnitini funkce je g:y = 2—x*. Derivace funkce g (vnitini funkce funkce f) je

g'(x) =-3x? a ta je aZ na konstantu -3 rovna funkci 4. To znamend, 7e zadani ulohy upravime tak, aby bylo

identické jako pivodni zadani, ale pritom tak, aby vném bylo Iépe vidét pouziti vztahu (45):
L J-cos(2 -x )(—3x2 )dx . Podle vztahu (45) a celé véty mizeme tedy psat:
3 . /NS

oprava vyplyvajici;/d:rivace funkce g(x) f(g(x)) g'(x)
—%J‘cos(2 -x )(—3x2 )dx = —%jcostdt = —%sint = —ésin(Z -x ) +C. Ziskali jsme tedy stejny vysledek jako

u prvniho postupu feseni.
Oznaceni funkci bylo (a¢ to vypada na prvni pohled nestandardn¢) zvoleno tak, aby korespondovalo se vztahem
(495).

5.2.3.3 Rozklad na parcidlni zlomky

Dalsi metoda vypoctu primitivni funkce je tzv. rozklad na parcialni zlomky (¢aste¢né zlomky), ktera je
téZ nazyvana Gauss — Ostrogradského ansatz. Tato metoda je pouzitelna tehdy, pokud mame hledat primitivni

funkei k funkei, kterd je definovana jako podil dvou polynomi P(x) a Q(x). Pritom je dilezité, aby stupen

polynomu P(x) byl mensi nez stupeii polynomu Q(x).
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Pokud budeme mit funkci definovanou jako podil dvou polynomi R(x) a O(x) takovych, Ze stupeit

polynomu R(x) bude vétsi nez stupeii polynomu Q(x), je nutné oba polynomy vydélit. Pak mizeme psat

R(x) = Z(x)‘ ggi; ) o

kde polynom Z(x) Ize snadno integrovat a podil

0 ( ) jiz spliuje vyse uvedenou podminku (stupen polynomu
X
P(x) je mensi nez stupeit polynomu O(x).

Postup aplikace této metody a nasledného vypoctu primitivni funkce nebudeme ovSem rozepisovat
pomoci matematickych vét. Prislusné matematické véty nejsou t€zké na pochopeni, ale ve své obecnosti jsou
velmi nepfehledné. Proto jejich obsah preformulujeme a poté pouziti této metody vypoctu primitivni funkce
ukazeme na nékolika feSenych piikladech.

P(x)

()

Doporuceny postup pti hledani primitivni funkce k funkci f (x) = dané podilem dvou polynomi

P(x) a O(x):
1. zjistit, zda polynom P(x) ma mensi stupen nez polynom Q(x); pokud ne, je nutné polynomy
vydélit;
2. polynom Q(x) napsat jako soucin linearnich dvojclend a pfipadné kvadratickych trojclent;
linearni dvojéleny jsou ¢leny tvaru (x—a;)" , kde a; jsou kofeny rovnice Q(x)=0 s nasobnosti
n;; kvadraticke troj¢leny jsou Cleny ve tvaru (x2 +px+qy )m s nasobnosti my , pficemZ rovnice

2 .7 r ’ ~r v o x ,
X"+ px +q, =0 nemaji v redlnych ¢islech fesen;

P(x) roze j ¢ { 4
psat jako soucet zlomku typu
O(x) x—a

B.x+Cy

x2 + PiX + 9k
(resp. kvadratickych trojclent) se tyto zlomky jesté dopliuji, ale to bude ukdzdno na konkrétnim
prikladu;
4. urcit hodnoty koeficientl 4;, B, a Cy;
5. najit primitivni funkci ke vS§em nalezenym zlomkam;
6. vyslednou funkci upravit.
Timto zptisobem lze zadanou ulohu vyfesit vzdy, kdyz budou splnény podminky, za kterych ji lze
uplatnit. V nékterych pfipadech lze postupovat pochopitelné i jednoduse;ji.

3. podil f(x)= (odpovidaji linearnim dvoj¢lentim)

a zlomku typu (odpovidaji kvadratickym trojélenim); v ptipadé nasobnosti kofenti

1

Priklad: Ur&ete primitivni funkei k funkei f(x)= 1

Reseni: Podminka, Ze stupefi polynomu v ¢itateli je mensi neZ stupen polynomu ve jmenovateli, je splnéna, takze

miizeme rozlozit polynom ve jmenovateli. Plati 1-x” = (1+x)(1—x). Nyni miizeme tedy najit parcialni zlomky

prislusné této funkci. Doporucuji zatim kvili ptehlednosti nepsat integra¢ni znak. Hleddme dva zlomky tak, aby

1 A B
+

platilo: = . Pravou stranu vyrazu upravime:
1-x~ 1+x 1-x
A4 B A(l-x)+B(l+x) A+B+x(B-A) . , _ )

+ = = a porovname se zlomkem, ktery nahrazujeme souctem

1+x 1-x l—x2 1—x2
o . . A+B+x(B-4) . e
parcidlnich zlomkd. Z rovnosti - = 2 vyplyva, ze A+B=1 a B—A=0. ReSenim této
—x —x

. . 1
jednoduché soustavy rovnic dostaneme 4 =B = 3

0,5 0,5
= +

2

Zadanou funkci tedy mizeme piepsat: =
1-x 1+x 1-x

a mizeme ji integrovat. Postupné tedy lze psat:

1+x

jld"z =J'( 0.5 , 05 Jd»:o,s( ﬂ+j dr j=0,5(ln|1+x|—1n|l—x|)+C:0,51n1
—X

I+x 1-x 1+x 1—-x -X

+C.

Pritom xe R—{+1} a CeR.

U dalsich fesenych ptikladi bude u vypoc¢tu minimalizovan slovni komentar.
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Ptiklad: Urcete primitivni funkci k funkci g (x) = _ I¥2x .
(x+1)(x*-1)
- 1+2x 1+2x 1+2x
ReSeni: Pro zadanou funkci plati: g(x)= = = . Parcialni
S iy R ey ey R Py Y
zlomky nyni budou vypadat takto: I+ 2x = 4 + B + ¢ . Diky nésobnosti vyrazu (x+1) je

(x+1)2 (x-1) (x+1)2 x+1 x—1
nutné jej rozepsat do tolika zlomk, jaka je nasobnost tohoto vyrazu.

4__ B C CA(x=1)+B(x+1)(x=1)+C(x+1)"  x?(B+C)+x(4+2C)-A-B+C

()c+1)2 x+1 x-1 (x+1)2(x—1) (x+1)2(x—1)
Porovnanim s piivodnim zlomkem dostdvame: B+C =0, 4+2C=2 a —A—B+C =1. Reienim této soustavy
dostaneme A:l,Bz—éaC:i.

2 4 4
Iidx:lj- dx —EJ- dx +EI dr :l.(—l) ! —iln|x+l|+iln|x—l|+C:
(x+1)(x2_1) 2 (a1 40 xdl 4dx-1 27 a4 4
:—;+ilnx—_l+c.

2(x+1) 4 |x+1

Pritom xe R—{+1} a CeR.

e

neprobiraji. [lustruje ale vytvoreni parcidlnich zlomkt pro kvadratické trojcleny, které nelze v redlnych Cislech
rozlozit na soucin linearnich ¢lent.

2—x ’
(x+3)(x2+1)

Reseni: Funkce je zadana ve tvaru, ktery je mozné rovnou zacit prepisovat na parcialni zlomky. Je vidét, ze

Priklad: Urcete primitivni funkci k funkci g (x) =

kvadraticky dvojclen (x2 +1) nelze v realnych cislech rozlozit na soucin linearnich Cinitelll, takze l1ze rovnou

prejit k parcialnim zlomktim:
2-x A Bx+C_ A +1)+(Br+C)(x+3) 4 4 44 B +3Bx+ Ce+3C
(x+3)(x2+l) x+3 x4+l (x+3)(x2+1) (x+3)(x2+1)
x*(A+B)+x(3B+C)+A4+3C - o .
= . Srovnanim s pivodnim zlomkem dostavdme: A+B =0, 3B+C=-1 a
(x+3)(x2 +1)
A+3C =2 . Resenim této soustavy rovnic dostaneme A = % , B= —% aC :% a muzeme tedy psat:

2-x lpde 1p x o 1pde Ipde I lp 2 1 dr
e e R Fee 1 [l ek
(x+3)(x2+1) 20 x43 20240 202 20x43 2020240 204
lln|x+3|—lln‘x2+1‘+larctgx+C.

2 4 2
Ptitom xeR—{—3} aCelR.

dx =arctgx+C a integral I%dlen|f(x)|+C.

x4l

Pti feSeni jsme vyuzili tabulkovy integral I

5.3 Urdity integral

Pojem primitivni funkce (viz odstavec 5.2) velmi uzce souvisi s celou fadou konkrétnich uloh, které se
tykaji vypoctu obsahu rovinnych obrazci (viz odstavec 5.4.1), objemu rotacnich téles (viz odstavec 5.4.2), ...
Tyto ulohy jsou zaloZeny na pojmu urcity integral, ktery se definuje pomoci primitivni funkce.

Vzhledem k tomu, Ze primitivni funkce byla definovana na otevieném intervalu a vzhledem k tomu, ze
urcity integral je vhodné definovat na intervalu uzavieném, je nutné pojem primitivni funkce nejdiive rozsitit.

MEJME DANY FUNKCE F A f DEFINOVANE NA UZAVRENEM INTERVALU (a;b).

JESTLIZE PRO KAZDE xe(a;b) PLATI F'(x)=f(x), PRICEMZ DERIVACI FUNKCE F V
BODE ¢ ROZUMIME DERIVACI V BODE a ZPRAVA A DERIVACI FUNKCE F V BODE b
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ROZUMIME DERIVACI FUNKCE F V BODE b ZLEVA, RiKAME, ZE FUNKCE F JE
PRIMITIVNI FUNKCE K FUNKCI f NA UZAVRENEM INTERVALU (a; b).

5.3.1 Pojem urdity integral
Na obr. 64 je zobrazen graf funkce y = f(x) pro x € (a; b). Funkce f(x) je v intervalu (a;b) spojité a

nezaporna. Graf funkce y = f(x) pro x e <a; b), piimky x=a, x=»b a osa x (tj. piimka y=0) omezuji jisty

rovinny utvar. Tento utvar se vét§inou zna¢i U =U (a, b, ).

Do znaceni se promita funkce, ktera dany utvar omezuje, a meze na ose x, kterymi je obrazec téz omezen.

Cilem nyni bude uréit obsah tohoto Gtvaru, tj. ur€it &islo S =S(U).

. rs rs

¥ ¥ ¥

L p%

5
L

] 3 h X 0 a M m h x 0 a M1m1='3 s h=M2=x
obr. 64 obr. 65 obr. 66

Pro prvni pfiblizeni hrubého odhadu ¢&isla S =S(U) vyjdeme z nasledujici Gvahy: V grafu funkce f'si
oznac¢ime jeji minimum m a maximum M. Cislo m(b —a) udava plochu obdélnika, ktery je danému utvaru U
vepsan, zatimco Cislo M (b - a) oznacuje plochu obdélnika, ktery je danému ttvaru U opsan (viz obr. 65). Proto
plati i nerovnost: m(b—a)<S(U)<M (b-a).

Tento odhad je pouze orientacni a je mozné ho dale zpiesnit tak, ze budeme interval <a; b> postupné délit

na dvé, tii, étyfi, pét, ... ¢asti. Na kazdou takto vytvorenou ¢ast znovu zopakujeme ptredchazejici ivahu. Na obr.
66 je zobrazeno déleni intervalu <a;b> na dvé ¢&asti, tj. c—a=b—-c. Na interval <a;c> aplikujeme vyse

uvedenou Uvahu: najdeme minimum m; =c¢ a maximum M, a vypocteme obsah my, (c—a) vepsaného
obdélnika a obsah M, (c—a) opsaného obdélnika dané ¢asti utvaru U. Totéz provedeme na intervalu <c; b) a
najdeme obsah m, (b—c) vepsaného obdélnika a obsah opsaného obdélnika M, (b—c) dané &asti utvaru U.

Pro obsah utvaru U tedy v tomto piipadé plati nerovnost
m(c—a)+my(b—c)<S(U)<M,(c—a)+M,(b-c).

I ze srovnani obr. 65 a obr. 66 je ziejmé, ze rozdélenim intervalu (a; b) na dvé casti se skutecnému

obsahu obrazce U priblizime vice.

Vyse uvedenym postupem bychom mohli pokracovat dale. S rostoucim poctem dili, na néz rozdélime
interval (a; b) , poroste presnost uréeni obsahu S(U) utvaru U.

Nejpiesnéjsi vysledek dostaneme, pokud by se nam povedlo rozdélit interval (a; b) na velké mnozstvi
velmi uzkych ¢asti, u nichz bychom mohli prfedpokladat, Ze jsou natolik uzké, Ze maximum i minimum splyvaji.
Jinymi slovy, ze §itka jedné takové ¢asti je skoro nulova (viz obr. 67).

Vyjadfeno matematicky, hledame takové rozdéleni intervalu <a; b> , pro které plati

AS 47)

kde Ax je sitka casti, na néz byl rozdélen interval <a; b> .

rs

¥

-

0 a3 Ax b x
obr. 67

Vzhledem k tomu, ze Ax ma vyznam délky (resp. Sitky déleni intervalu <a; b> ) je Ax>0. Proto jsme

uvazovali pouze jednostrannou limitu (47).
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Limita (47) je podle vztahu (16) derivace funkce S podle proménné x v bod¢€ x zprava. Mizeme tedy psat

lim 25— %(z S'). S vyuzitim limity (47) ziskime % = f(x), odkud dostaneme dS = f'(x).dx.

Ax—0"

Posledni provedena uprava neni matematicky zcela v potfadku, nicméné pro ziskani spravné predstavy
zakladt integralniho poctu je postacujici. Z fyzikalniho hlediska (nebo geometrického hlediska) je tprava
naprosto v poradku, protoze umozinuje vypocitat ,.kousek plochy na zaklad¢ ptirdstku x-ové souradnice®.

b
Nyni je mozné jiZ pro plochu Gtvaru U psat S = '[f(x)dx .
a
5.3.2 Definice urcitého integralu
NECHT F JE PRIMITIVNI FUNKCE K FUNKCI f V INTERVALU /. RoOzDIiL

F(b)-F(a) FUNKENICH HODNOT V LIBOVOLNYCH BODECH a A b TOHOTO INTERVALU

b
SE NAZYVA URCITY INTEGRAL FUNKCE f V MEZiCH OD a DO b A ZNACI SE jf(x)dx.
a

V pravé uvedené definici se proménna x nazyva integraéni proménna, ¢islo ¢ dolni mez integralu, ¢islo
b horni mezi integralu. Funkce f'se nazyva integrand. Z definice plyne, Ze urcCity integral je realné Cislo, které
je jednoznaéné uréené funkci f'a mezemi a a b.

Pii vypoctu integralu je vhodné zapsat primitivni funkci F jesté pred dosazenim mezi. Pouziva se tento
Zapis
(48)

[f@)ax=[F()] =F()-F(a).

Pro cisla a a b pfitom muze platit jedna z nerovnosti a <b, a > b nebo rovnost a =b.

Geometricka interpretace urcitého integralu ma smysl pouze pro a < b a pro funkci f, ktera je v intervalu
(a; b) spojita a nezaporna. Za téchto podminek 1ze s vyuzitim urcitého integralu urcit obsah ttvaru U, ktery je
ohraniCen grafem funkce f, osou x a piimkami x=a a x=5.

VETA: KE KAZDE SPOJITE FUNKCI V UZAVRENEM INTERVALU <a; b) EXISTUJE V
TOMTO INTERVALU PRIMITIVNi FUNKCE.
5.3.3 Vypocty urditych integrali

Pii vypoctu urcitych integralti se vyuziva znalosti nékterych vét, které (podobné jako u derivaci) usnadni
vypocet ur¢itého integralu.

Dulezité je uvédomit si, ze vysledem uréitého integralu je ¢islo, tedy ve vysledku se nesmi objevit
integracni proménnd. Ve vysledku neurcitého integralu (primitivni funkce) se objevit mohla, protoze vysledkem
neurcitého integralu (primitivni funkce) je funkce.

VETA: NECHT f{ A f, JSOU V INTERVALU [ SPOJITE FUNKCE, a A b NECHT JSOU
LIBOVOLNE BODY Z INTERVALU / A ¢ A ¢, LIBOVOLNE REALNE KONSTANTY. POoTOM

PLATI
b b b (49)
[(eusi(0)+eafa (¥ =c [ fi(xer ey [ £ (x)ar.
a a a
Vztah (49) je analogicky vztahu (40), ktery plati pro vypocet primitivnich funkci.
VETA: JE-LI f FUNKCE SPOJITA A NEZAPORNA V INTERVALU (a;b), PAK
b

[ r(xp=0.

a

VETA: JSOU-LI f A g FUNKCE SPOJITE V INTERVALU (a;b) A JE-LI f(x)=g(x),

PAK J.f(x)dxzjg(x)dx.

Urcity integral je mozné vypocitat i v pfipadé, kdy je dolni mez integralu vétsi nez mez horni mez
integralu. Plati véta o zaméné mezi urcitého integralu.

V tomto piipad¢ ale integral nema fyzikalni aplikaci nebo geometrickou aplikaci.

VETA: PRI ZAMENE MEZi URCITEHO INTEGRALU SE MENI ZNAMENKO, TJ. PLATI
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b (50)

a
[ £ (ope==[ 1 (.
a b
VETA (O ADITIVNOSTI URCITEHO INTEGRALU): JE-LI FUNKCE [ SPOJITA V
INTERVALU [/, KTERY OBSAHUJE LIBOVOLNE POLOZENE BODY a, b A ¢, PAK PLATI

b ¢ b (51)
[ 7 (o= [ 1 (e)aes [ 1 (e

V predchozi véte je uvedeno, ze body a, b a ¢ mohou byt v intervalu umisténé libovolné. Nezavisi tedy na
tom, které z Cisel bude vétsi a které mensi. Na zaklade vztahu (50) totiz umime pocitat i integral, jehoz horni mez
je mensi nez dolni mez.

V piipadé, Ze zadany integral neni mozné vypocitat elementarnimi metodami (tj. pravé uvedenymi
metodami), vétsinou staci jeho vysledek odhadnout. K tomu slouZzi nasledujici véta.
VETA: JE-LI f FUNKCE SPOJITA V INTERVALU (a;b) A PLATI-LI V INTERVALU
(a;b) NEROVNOSTI m< f(x)<M , POTOM PLATI
b (52)
m(b=a)< [ f(x)dx< M (b-a).

a

Pouzivat spravné vztah (52) znamena dobfe se orientovat ve vypocétech primitivnich funkei a urcitych
integrald a mit vhled do problematiky, kterou pomoci vztahu (52) fesime (védét, co lze pfipadné v ramci dané
aplikace zanedbat a co jiz ne, mit fadovou predstavu o hledaném feSeni, ...). Proto se s touto metodou feseni
integrald ve stfedoskolské matematice prilis Casto nesetkame.

Existuji i dal$i metody feseni urcitych integrald, které jsou analogické jako metody hledani primitivnich
funkei (viz odstavec 5.2.3).
5.3.3.1 Substituce v urcitém integralu

Substituéni metodu, ktera se pouziva k vypoctu primitivni funkce (viz odstavec 5.2.3.2), je mozné pouzit i
pro vypocet urcitych integrald, pokud bude dodrzeno jedno z nasledujicich pravidel. V ptipadé zavedeni nové

proménné se podle zvolené substituce také zméni meze urcitého integralu. Pokud prepocet mezi bude naroény, je
mozné pii integraci s nové zavedenou substituéni proménnou pouzit obecné meze (napt. @ a f) a po

zintegrovani dané funkce se vratit zpét k ptivodni proménné a tedy i k pivodnim mezim.
VETA: JSOU-LI FUNKCE t=g(x) A JEJi DERIVACE g'(x) SPOJITE V UZAVRENEM

INTERVALU (a;b) A JE-L1 ZAROVEN SPOJITA I FUNKCE f(f) PRO VSECHNA f=g(x), KDE

xe(a;b), PAK PLATI

b g(b) (53)
[rle() g @)= [ £(o)ar
a g(a)

Prepocet mezi vyplyva z porovnani hornich mezi a dolnich mezi v integralu na levé strané vztahu (53) a
integralu na jeho pravé stran€.

Pouziti této véty ukdzeme na piikladu.

2n
Priklad: Vypoctéte: J- 4sinx.cosxdx .
-7
Redeni: Ukazeme tii zptisoby feSeni daného piikladu (ve viech piipadech budou meze pii substituci prepoéteny):
a) metoda pouziti goniometrického vztahu pro sinus dvojnasobného argumentu sin 2x = 2sin x.cos x
t=2x 4n

2n 2n 4
. . . dt . 4n
4sin x.cos xdx = J'251n2xdx: = I 2sint— = j sintdt =[—cost =
] A g 5 [~cos]",

_n - dx 2 -2n —2n
= —cos47r—(—cos(—27r)) =—cos4r —(—cos27)=-1+1=0;

b) metoda piimé integrace bez pouziti goniometrickych vztahu:

t=cosx

2n 1 1 5
dt t 1
4sin x.cos xdx = :I4sinx.t - :—4'[tdt:—4 —| =22/ =
.[ ﬂ:—sinx:dx:—.d—t [ sinx} {2} |: ll
- dx sinx| ! -1 -1

=—2(1—(—1)2)=0;

¢) metoda piimé integrace presné podle vztahu (53):
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Zadani je napsano ve formé soucinu dvou funkci: g:y=sinx a h:y=cosx. Pro funkci f, ktera vystupuje ve
vztahu (53), plati f:y=1. Je zfejmé, ze funkce / je derivaci funkce f, takze s ohledem na vztah (53) mizeme
2n
zadani psat ve tvaru: 4I sin x .cos xdx . Dal§imi pravami dostaneme:
—_ ==
Znf(e(x) £(x)

27 0 P 0
. . t 0
4.[ sin x.cos xdx = | = sin x| = 4Itdt = 4{—} = Z[tz] =2.(0-0)=0.
2 0
- 0 0

Vypocet posledniho integralu by mohl byt rychlejsi vzhledem k tomu, Ze horni mez i dolni mez jsou stejné, ale
pro nazornost byl dopocitan béznym zptisobem.

Pti feSeni tohoto pfikladu si mizeme vSimnout i toho, ze dvéma riznymi metodami (¢ast a) a b)) jsme ziskali
dvé razné primitivni funkce k zadan¢ funkei f:y=4sinx.cosx ato: F,y:y=—cos2x a [y :1y=-2 cos® x .
Otazkou je, zda se ob¢€ funkce 1isi o konstantu, tak jak odpovida definici primitivni funkce podle vztahu (37)
resp. (38). To je mozné zjistit jednoduchou upravou s vyuzitim goniometrickych vztahii:

Fy—F, = —cos2x—(—200s2 x) = —(cos2 x —sin’ x)+2cos2 x =—cos® x+sin® x+2cos® x = cos? x +sin* x =1.

Rozdil obou primitivnich funkci je konstantni, coZ je v souladu s definici primitivni funkce.

5.3.3.2 Metoda per partes v urcitém integrdlu

Stejné jako pro vypocet primitivni funkce bylo mozné pouzit metodu per partes (viz odstavec 5.2.3.1), je
mozné tuto metodu pouzit i u ur¢itého integralu.

VETA: MAJi-LI FUNKCE u=u(x) A v=v(x) V INTERVALU <a;b> SPOJITE DERIVACE,

PAK PLATI
b

Iu(x).v'(x)dx = [u(x).v(x)]: —Iu'(x).v(x)dx .

a

(54)

Vztah (54) popisujici metodu per partes u urcitého integralu je analogicky vztahu (44), ktery popisuje
tutéz metodu u neurcitého integralu (tj. pii hledani primitivnich funkei k zadanym funkcim).

2e
Ptiklad: Vypoctéte: I lln xdx

1 2
Reseni: Tento piiklad uvadime proto, aby nikoho nepiekvapilo, Ze je mozné integrovat pfirozeny logaritmus,
ackoliv v tabulce tab. 1 v odstavci 4.4.5 neni uveden. A to metodou per partes. Béhem vypoctu je tfeba davat
pozor na to, Ze se jedna o integral urcity a psat tedy diisledné integracni meze:

2e1 12e 12e u=Inx u,_l 1 2e 1 1 2e
J.—lnxdx:—J-lnxdxz—J.l.lnxdx: B Cxl=— [xlnx]ze— x.—dx |== [xlnx]ze—jdx =
1 2 2 1 2 1 , 2 1 1 X 2 1 1

vi=1 V=X

=%([xlnx]lze _[x]fe)=%(Zeln26—l.lnl—(26—l)) =%(2eln26—1.0—26+1) =

:e(ln2e—1)+%:e(ln2+lne—1)+%:e(ln2+1—1)+%:eln2+%

5.3.3.3 Rozklad na parcidalni zZlomky v uréitém integrdlu

Rozklad na parcialni zlomky v ur€itém integralu se provadi analogicky jako u neurcitého integralu
(primitivni funkce) - viz odstavec 5.2.3.3. Je ovSem nutné nezapominat na psani horni meze integralu a dolni
meze integralu.

5.4 Uziti integrdalniho poctu
Uziti integralniho poctu je velmi Siroké: vypocty obsahti rovinnych ttvart, objemt a povrchti rotacnich
téles, délek rovinnych kiivek, feseni tloh z fyziky, elektrotechniky, mechanikys, ...

5.4.1 Obsah rovinného obrazce

5.4.1.1 Utvar omezeny grafem jedné funkce

Rovinny atvar U =U(a,b, /) je (jak bylo uvedeno jiz v odstavci 5.3.1) omezen grafem spojité

nezéporné funkce y = f(x) pro xe(a;b), ptimkami x=a, x=b a osou x (tj. piimkou y=0). Piiklad

b
takového Utvaru je znazornén na obr. 68. Pro jeho obsah pak plati: S(U) = J- S(x)dx.
a
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Muze se ale stat, ze integrovana funkce f nenabyva jen kladnych hodnot (viz obr. 69). Pro pfislusny

b
integral pak plati J. f (x)dxé 0. V tomto pfipad¢ urc¢ime obsah daného utvaru tak, zZe vypocitame absolutni

a
b

[7(x)ax

hodnotu prislusného urcitého integralu; tedy plati: S (U ) =

b b
Je-l totiz [ £ (x)dx <0, pak —[ /(x)dr>0.

}r.ll. }I’
N !
a 1] ]] x’ obr. 69 obr. 70

obr. 68
Obecné se ovSem muze stat, ze dana funkce f nabyva v uvaZzovaném intervalu <a; b> jak kladnych

funkénich hodnot, tak i zapornych funkcnich hodnot. V tomto piipad¢ interval <a; b) rozdélime na intervaly, v

nichz funkce nabyva nekladnych funkénich hodnot (resp. nezapornych funkénich hodnot), a pfislusné integraly
vypocteme podle vyse uvedenych vztahi. Pro obrazec na obr. 70 tedy bude platit vztah vyplyvajici z aditivnosti

[7(x)ax

c d b c b
urcitého integralu (vztah (51)) S(U) = J.f(x)dx—J.f(x)dx+J.f(x)dx = '[f(x)dx+ +J-f(x)dx .
a c d a d

V kazdém ptipade musi byt obsah jakékoliv plochy (at’ uz je nad osou x nebo pod osou x) kladny (nebo
nulovy).

5.4.1.2 Utvar omezeny grafy vice funkci

Na obr. 71 je zndzornén utvar U =U (a, b, f, g), ktery je omezen grafem spojitych funkci fa g a
piimkami x=a a x=5. Pro viechna x € (a; b) plati f(x)>g(x) a ob& funkce jsou v uvazovaném intervalu
nezdporné. Oznacime-li S(U,)= S(U(a, b, f)) a S(U,)= S(U (a,b, g)), pak pro obsah Gtvaru U plati:
S(U)=S(U,)-5(U,), 1.

b (55)

b
Pomoci integralu I f (x)dx totiz vypocteme obsah plochy ohranicené grafem funkce f, osou x a
a
pfimkami x=a a x=5. To je ale vic, nez je obsah vysrafovaného obrazce na obr. 71. Proto musime odecist tu
c¢ast plochy, ktera lezi pod grafem funkce g (az k ose x) ve stejnych mezich.

obr. 72

obr. 71
Vztah (55) plati i v ptipad¢, kdy alespon jedna z funkci nabyva v intervalu <a; b) také zapornych hodnot.

Posunutim obou grafii po ose y tak, aby obé funkce byly nezaporné, prevedeme tento ptipad na predchozi.
Posunem obou kiivek se obsah daného tutvaru nezméni.

Na obr. 72 je znazornén piipad ttvaru, ktery je na intervalu <a; b) ohraniéen tfemi kiivkami. V tomto
piipad¢ plati S(U)=S(U,)+S(U,), pfiCemz prinikem ttvard U, a U, je hrani¢ni usecka. Plochu ttvaru U

pak vypocitame na zéakladé vztahu
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b (56)
S(U)= [ (x)=h(x)Jar+ [[g(x)=h(x)]ar.

a

Vztahy (55) a (56) jsou podobné - 1isi se poctem funkci, které ohranicuji dany plosny utvar U. Neni nutné
se ucit tyto vztahy nazpamét. Je dulezité chapat vyznam uréitého integralu a jeho souvislost s obsahem plochy
pod grafem dané funkce. U konkrétni ulohy pak ,,spravny vzorec* vymyslime snadno.

Ani v tomto pfipadé€ nezavisi na znaménkach funkénich hodnot funkci £, g a 4 v intervalu <a; b> .

5.4.2 Objem rotacniho télesa

Nyni se budeme zabyvat vypoctem objemu rotacniho télesa, které¢ vznikne rotaci utvaru U =U (a, b, f)

kolem osy x. Uvahy, pomoci nichz dosp&eme k vyslednému vztahu, budou podobné jako uvahy, které vedly k
definici urcitého integralu (viz odstavec 5.3.1).

Na obr. 73 je zobrazen rovinny utvar, jehoz rotaci kolem osy x vznikne rotacni téleso. Jeho objem
oznacime V.

. rs rs

¥ ¥ ¥

L p%

o a ]] x 0 a m m ) x= 1} a Mlm1=c my ].'I=M2=x
obr. 73 obr. 74 obr. 75

Pro prvni pfiblizeni hrubého odhadu objemu V" vzniklého t€lesa vyjdeme z nasledujici uvahy: V grafu

funkce f si ozna¢ime minimum funkce m a maximum funkce M. Cislo m oznaluje polomér valce, ktery je

rotacnimu télesu vepsan, zatimco ¢islo M oznacuje polomér valce, ktery je rotaénimu télesu opsan (viz obr. 74,

ktery znazornuje rovinny utvar rotujici kolem osy x). Pro hledany objem rotacniho télesa plati tedy nerovnost:

ﬂmz(b—a)ﬁVﬁﬂMz(b—a).

Pfi rotaci vySrafovaného utvaru z obr. 73 se kazdy bod daného utvaru pohybuje po kruznici, jejiz stfed
lezi na ose x a jejiz polomér je roven vzdalenosti tohoto bodu od osy x. Napt. obdélnik o rozmérech M a b—a z
obr. 74 pii rotaci kolem osy x tedy vytvoti valec o poloméru M a vysce b—a .

Tento odhad je pouze orientacni a je mozné ho dale zpiesnit tak, ze budeme interval <a; b> postupné délit
na dveé, tii, Ctyfi, pét, ... ¢asti. Na kazdou takto vytvofenou ¢ast znovu zopakujeme predchézejici ivahu. Na obr.
75 je zobrazeno déleni intervalu <a; b) na dvé casti tj. plati ¢c—a =b—c. Na interval (a; c) aplikujeme vyse
uvedenou uvahu: najdeme minimum funkce m; =c¢ a maximum funkce M, a vypolteme objem 7zm12 (c—a)
vepsané¢ho valce dané ¢asti rotacniho télesa a objem 7M 12 (c—a) opsaného valce dané Casti rotacniho télesa.
Totéz provedeme na intervalu <c; b> a najdeme objem ﬂm% (b - c) vepsaného valce dané ¢asti rotaéniho télesa a
objem M3 (b—c) opsaného vélce dané &asti rotagniho télesa.

Pro objem 14 rotaéniho télesa tedy plati nerovnost

2 2 2 2
zmi (c—a)+xamy (b—c)<V <M (c—a)+aMj(b—c).

Timto postupem bychom mohli pokracovat dale. S rostoucim poctem dilii, na néz rozdélime interval
(a; b) , poroste presnost urceni objemu rotacniho télesa, které vzniklo rotaci utvaru U kolem osy x.

Nejpresnéjsi vysledek dostaneme, pokud by se nam povedlo rozdélit interval (a; b) na velké mnozstvi

velmi Gzkych ¢asti, u nichZ bychom mohli pfedpokladat, Ze jsou natolik uzké, Ze maximum funkce na daném
intervalu splyva s minimem funkce na tomtéz intervalu. Jinymi slovy, Ze Sitka jedné takové Casti je skoro nulova
(viz obr. 76).

e

¥

-

obr. 76

Hledame tedy takové rozdéleni intervalu <a; b> , pro které plati
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(57)

kde Ax je sitka ¢asti, na néz byl rozdélen interval <a; b) .

Vzhledem k tomu, Ze Ax ma vyznam délky (resp. Sitky déleni intervalu <a; b> ) je Ax>0. Proto jsme
uvazovali pouze jednostrannou limitu (57).

Limita (57) je ovSem (dle vztahu (16)) derivace funkce ¥ podle proménné x v bod¢ x zprava. Muzeme

tedy psat lim M:d—V(: V'). Svyuzitim limity (57) pak dostaneme: d—V=7Z' /7 (x), odkud ziskame
Ax—07" Ax dx dx

v =rf? (x)dx

Posledni provedena uprava neni matematicky zcela v poradku, nicméné pro ziskani spravné predstavy
zakladu integralniho poctu je postacujici. Z fyzikalniho hlediska (nebo geometrického hlediska) je tprava
naprosto v poradku, protoze umoziuje vypocitat , kousek objemu na zéklad¢ prirtstku x-ové souradnice®.

Zavery tedy mizeme shrnout do nasledujici véty.
VETA: OBJEM JV ROTACNIiHO TELESA, KTERE VZNIKNE ROTACi UTVARU
U=U(a,b, /) KOLEM OSY x, JE DAN VZTAHEM

b (58)
V= ﬂ'jfz (x)dx .

Analogicky bychom postupovali v ptipadé, Ze téleso vznikne rotaci rovinného Gtvaru U =U (a, b, f )
kolem osy y. V tomto pfipadé by bylo nutné misto funkce f = f(x), ktera utvar ohraniCuje, vyjadfit funkci

inverzni, tj. funkci g = g( y) . Dale by bylo nutné ptepocitat meze, kterymi je dané téleso ohraniceno.

Tyto meze vstupuji pak do uréitého integralu, pomoci kterého ur¢ujeme objem daného rotacniho télesa.
Tyto meze v tomto pripad¢ hleddme na ose y.

VETA: OBJEM JV ROTACNIiHO TELESA, KTERE VZNIKNE ROTACi UTVARU
U=U(a,b, f) KOLEM OSY y, JE DAN VZTAHEM
¥2 (59)
2
VzﬁJ.g (y)dy.
Y1

Vztahy (58) a (59) jsou formalné stejné, lisi se jen osou, kolem které zadany utvar rotuje a na které tedy
pak hledame meze vymezujici rotujici utvar.

5.4.3 Délka krivky

Pro vypocet délky kiivky provedeme podobné uvahy, jako pii odvozovani obsahu plo$ného utvaru
ohrani¢eného grafem funkce (viz odstavec 5.4.1) nebo pii odvozovani objemu rotacniho télesa (viz odstavec
5.4.2).

Na obr. 77 je zobrazena spojita funkce f, jejiz graf predstavuje urcitou kiivku. Jeji délku / v intervalu
(a; b> chceme nyni uréit. Jako prvni odhad délky poslouzi délka tise¢ky AB spojujici krajni body dané kiivky na
zadaném intervalu (viz obr. 78). Lepsi odhad ostaneme, pokud interval <a; b) rozdélime na vice Casti (viz obr.

79): zde délku ktivky (grafu funkce f) aproximujeme délkou lomené ¢ary ACB.

¥T ¥ ¥T
f f C
B B
/ ;
A A
0 = ], =0 a b x 0 a C h x
obr. 77 obr. 78 obr. 79

Pravé uvedenym postupem je mozné pokracovat dale. S rostoucim pocétem usekti lomené Cary, ktera
nahradi uvazovanou kiivku, bude ocekavany vysledek (tj. délka lomené Cary A...B) presnéjsi a bude se stale vice

blizit délce skutecné kiivky. Idealni by bylo, kdybychom interval (a; b) rozdélili na velké mnozstvi ¢asti, u
nichz bychom mohli pfedpokladat, Ze lomena Cara je presné stejna, jako délka kiivky na zvolené Casti intervalu
(a; b) . Jinymi slovy hledame takové rozdéleni intervalu (a; b), pti némz se délka jedné Casti intervalu (a; b)
blizi nule, tj. Ax —> 0 (viz obr. 80).
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¥
Al f

Ay

0 a3 Ax T
obr. 80

Na zakladé obr. 80 je mozné pro element A/ délky kiivky [ podle Pythagorovy véty psat

2
. . A
Al = (Ax)2 +(Ay)2 . Tento vztah je moZné dale upravit na tvar Al = Ax 1+(Ey) . Vzhledem k tomu, Ze

pozadujeme, aby se délka Ax jedné Casti intervalu (a; b) limitné blizila nule, bude se limitné¢ blizit nule i

prirtstek délky kiivky A/. Mazeme tedy psat
2 (60)
lim A =,/1+ (&j .
x—0" Ax Ax

Vzhledem k tomu, ze Ax ma vyznam délky (resp. Sitky déleni intervalu (a; b) ) je Ax>0. Proto jsme

uvazovali pouze jednostrannou limitu (60).
Limita (60) ale je derivace funkce / podle proménné x v bod¢ x zprava (viz vztah (16)). Mizeme tedy psat
lim AL_d . Analogicky miizeme pro podil LY v souétu pod odmocninou psat lim vy Y f'(x).
Aot Ax dx Ax Aot Ax o dx

2
S vyuzitim limity (60) a pravé uvedeného vztahu dostavame %: 1+(%) , odkud Ize vyjadrit

d7 = J1+( £ (x)) dx.

Posledni provedené tupravy nejsou matematicky zcela v poradku, nicméné pro ziskani spravné predstavy
zakladu integralniho poctu jsou postacujici. Z fyzikalniho hlediska (nebo geometrického hlediska) je Gprava
naprosto v pofadku, protoze umoziuje vypocitat , kousek délky kiivky na zaklade ptirGstku x-ové soutadnice*.

VETA: NECHT JE DANA FUNKCE f, KTERA JE SPOJITA V INTERVALU (a;b) A

KTERA MA VE VSECH JEHO VNITRNICH BODECH DERIVACI. DELKA [/ KRIVKY, KTERA JE
GRAFEM TETO FUNKCE f NA INTERVALU (a;b), JE DANA VZTAHEM

b (61)
1= [1+ (7 (%) ar.

U fady funkci je velmi obtizné vypocitat tento integral, protoze obsahuje odmocninu z vyrazu, v némz
vystupuje kvadrat derivace funkce. Pro vypocet délky kiivky na daném intervalu je tedy nutné volit nékteré
specialni substituce, které vypocet zjednodusi.

5.4.4 Povrch rotac¢niho télesa

Nyni se budeme zabyvat vypoctem povrchu rotacni plochy, kterd vznikne rotaci grafu spojité funkce f
kolem osy x.

Bude nas zajimat jen povrch rotacni plochy, tj. obsah plasté rotacniho télesa - nebudeme tedy uvazovat
podstavy rota¢niho télesa. Vzhledem k tomu, ze bude rotovat jen graf funkce (tj. ,,Cara), bude téleso duté.
Analogicky by ale bylo mozné postupovat i tehdy, kdyz by rotoval néjaky ttvar, ktery je grafem funkce f
ohraniceny.

Uvahy, pomoci nichZ dosp&jeme k vyslednému vztahu, budou podobné jako tvahy, které vedly k definici
urcitého integralu (viz odstavec 5.3.1).

Na obr. 81 je zobrazen graf spojité funkce f definované na uzavieném intervalu (a; b) , jehoz rotaci kolem
osy x vznikne rota¢ni plocha (resp. rotacni téleso). Povrch této rotacni plochy oznacime S.

Pro prvni pfiblizeni hrubého odhadu povrchu S vzniklého télesa vyjdeme z nasledujici tvahy: V grafu
funkce f'si oznac¢ime jeji minimum m a jeji maximum M. Cislo m oznacuje polomér valce, ktery je rotacnimu
télesu vepsan, zatimco ¢islo M oznacuje polomér valce, ktery je rotatnimu télesu opsan (viz obr. 82, ktery
znazoriuje graf funkce f rotujici kolem osy x). Pro hledany povrch rotacniho télesa plati tedy nerovnost:

27rm(b—a) <S§< 27rM(b—a) .
Tento odhad je pouze orientacni a je mozné ho dale zpiesnit tak, ze budeme interval (a; b> postupné délit

na dvé, tfi, Ctyfi, pét, ... ¢asti. Na kazdé takto vytvorené ¢asti znovu zopakujeme predchazejici ivahu. Na obr. 83
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je zobrazeno dé€leni intervalu <a; b> na dvé Casti, pficemz plati ¢ —a =b—c. Na interval (a; c) aplikujeme vyse

uvedenou Uvahu: najdeme minimum funkce m; =c¢ a maximum funkce M, a vypocteme povrch 27zm, (c —a)
vepsaného valce dané ¢asti rotacniho télesa a povrch 27M, (c—a) opsaného valce dané ¢asti rotacniho télesa.
Totéz provedeme na intervalu <c; b) a najdeme povrch 27m, (b - c) vepsaného valce této ¢asti rotacniho télesa

apovrch 27M, (b—c) opsaného valce dané Casti rotacniho t&lesa.

. rs rs

¥ ¥ ¥

<z b4

0 a b = 0 ap m b x 0 a M, =C m, D=L, X
obr. 81 obr. 82 obr. 83
Pro povrch S plaste rota¢niho télesa tedy plati nerovnost

2zm, (c—a)+27rm2 (b—c) <S<27M, (c—a)+27rM2 (b—c).
Timto postupem bychom mohli pokracovat dale. S rostoucim poctem dili, na néz rozdélime interval
<a; b> , poroste presnost ur¢eni povrchu rota¢niho télesa, které vzniklo rotaci grafu funkce f'kolem osy x.
Nejpiesnéjsi vysledek dostaneme, pokud by se nadm povedlo rozdélit interval <a; b> na velké mnozstvi

velmi uzkych €asti, u nichz bychom mohli pfedpokladat, Ze jsou natolik uzké, Ze maximum funkce i minimum
funkce téméf splyvaji. Jinymi slovy, Ze Sitka jedné takové ¢asti se limitné blizi nule (viz obr. 84).

¥

rs

0 & Ax b =
obr. 84
Hledéme tedy takové rozdéleni intervalu (a; ), pro které plati

lim A—f = 27zf(x) s (62)

Al—0"

kde Al je délka césti grafu funkce f; kterd odpovida ¢asti Ax intervalu (a; b).

Element délky Al grafu funkce f predstavuje vysku elementarniho valecku, ktery na ¢asti Ax intervalu

(a; b) nahrazuje rotacni téleso.

Vzhledem k tomu, ze A/ ma vyznam délky casti kiivky grafu funkce fje Al >0 . Proto jsme uvazovali
pouze jednostrannou limitu (62).
Limita (62) je (podle vztahu (16)) derivace funkce S podle proménné / v bod¢ / zprava. Mizeme tedy psat
m AS _dS . Na zékladé limity (62) pak dostaneme: s _ 2721 (x), odkud ziskame dS =27 f (x)d!.
A0t Al / d/

Element d/ délky grafu funkce f je mozné napsat podle odvozeni z odstavce 5.4.3 ve tvaru:

dl:dx1l1+( f ’(x))z. Pro element dS povrchu uvazovaného rotaéniho télesa pak lze tedy psat:

b
dS =27 f (x)dl = 271 (x)\/1+(f"(x))’ dr . Odtud pak dostavame S = 2ﬁjf(x)1/1+(f’(x))2dx .

Posledni provedené upravy, jak uz vime, nejsou matematicky zcela v pofadku. Nicméné pro ziskani
zakladni predstavy ,,odvozeni* vztahu pro vypocet povrchu plasté rotacniho télesa jsou postacujici. Z fyzikalniho
hlediska (nebo geometrické¢ho hlediska) jsou tpravy v potadku, protoze umoznuji vypocitat ,.kousek povrchu
plasté rotaéniho télesa na zakladé piirustku x-ové soutadnice (resp. délky kivky)“. Odvozeni na tirovni vysoké

4

Skoly zcela trivialni.
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VETA: NECHT JE DANA FUNKCE f, KTERA JE SPOJITA V INTERVALU (a;b) A

KTERA MA VE VSECH JEHO VNITRNICH BODECH DERIVACI. POVRCH S PLASTE
ROTACNIHO TELESA, KTERE VZNIKNE ROTACIi GRAFU TETO FUNKCE f KOLEM OSY x,

s =2z [ £ (x)1+(/"(x)) dx.

Vypocet tohoto integralu neni trivialni - viz poznamka na konci odstavce 5.4.3.

JE DAN VZTAHEM
(63)

Analogicky bychom definovali vztah pro vypocet povrchu plasté rotaéniho télesa, které vznikne rotaci
grafu funkce kolem osy y.
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6. TENZORY

Ve fyzice se setkavame s fadou fyzikalnich veli¢in, které se podstatnym zpisobem lisi: u nékterych staci
k jejich plné charakteristice jedno ¢islo, u jinych je potieba cisel vice. Podle toho mizeme fyzikalni veliiny
rozdélit na:

1. skalary (tenzory 0. ¥adu) - veli¢iny, k jejichz plnému popisu staéi jediné &islo (3° =1); jedna se
napi. o hmotnost, teplotu, hustotu, ...

2. vektory (tenzory 1. ¥adu) - veli¢iny, které k plnému popisu potiebuji tfi &isla (slozky: 3' =3);
jedna se napf. o silu, zrychleni, rychlost, ...

3. tenzory 2. fadu - veli¢iny, k jejichZ popisu je nutné znat devét &isel (slozek: 3> =9 ); jedna se napf.
0 moment setrvacnosti, napéti pii deformaci pruznych téles, ...
4. tenzory vysSich tadi - veliCiny, které ke svému plnému potiebuji znalost obecné 3" (neN;n>3)

Cisel (slozek); jedna se napf. o tenzor piezoelektrickych vlastnosti krystalu (27 slozek), tenzor
napéti anizotropniho télesa (81 slozek), ...

Pochopiteln€, ze ne kazdy libovolny vybér 3" Eisel tvoii slozky tenzoru n - tého fadu. Soutfadnice tenzoru
mohou byt ale v riznych bodech prostoru rtizné a mohou se ménit v zavislosti na Case. Slozky tenzoru tedy
mohou byt funkci jak prostoru tak casu.

Driive nez se dostaneme k tenzortim, zavedeme pojmy skalary a vektory, které jsou sice intuitivné jasné,
ale které vyborn¢ poslouzi pii definici tenzoru. Za vztaznou soustavu budeme vzdy volit kartézsky systém
soufadnic.

6.1 Skalary

SKALAR JE VELICINA, V LIBOVOLNEM SOURADNEM SYSTEMU DEFINOVANA
JEDINYM CiSLEM (NEBO FUNKCi), KTERE SE PRI ZMENE SOURADNEHO SYSTEMU
NEZMENI.
Poznamka: Zménou souradného systemu je myslena vzdy nektera z transformaci kartézského systému souradnic
popsand v odstavcich 2.6.

Skalar je tedy invariantem (konstantni) vzhledem k transformacim kartézského systému souradnic, pfi
némz se neméni jednotky méfitek na osach kartézského systému (tj. Ze jedna soustava nevznikne z jiné napf.
natazenim jedné z os).

Piiklad: V kartézské soustavé Oxy v roving jsou dany dva body 4=[x,; y,] a B=[x;; y;]. Dokazte, 7e délka
usecky 4B je skalar.
Redeni: Délka tusetky 4B v roving je dana vztahem, ktery vychazi z Pythagorovy véty:

|4B| = \/(xA —x) +(7, — )" - Budeme-li chtit nyni vyjadiit délku této secky v soustavé soufadnic Ox'y',
ktera vznikne z plvodni soustavy soufadnic Oxy otoCenim a naslednym posunem pocatku do bodu o
soutfadnicich [xo; yo], je mozné vyjadiit soufadnice bodi 4 a B v této ¢arkované soustavé soutadnic pomoci

. , . , x' cosa —sina\(x) (x,
transformacnich vztahii, které byly odvozeny v odstavei 2.6.1.3: | |=| | - .
b% sina  cosa \y) \y,

Bod A’ ma tedy soufadnice A4'=[x};y,]=[x,cosa—y,sina—xy;x, sina+y, cosa—y,], analogicky pro
bod B’ dostavame: B'=[x}; yy]|=[x;cosa—yysina —x; x;sina +y, cosa —y,]. Pro délku tsecky 4'B’

pak plati:

2

|AB| =\/(x; —xl’g)2 +(4 —y];)2 =\/(cosa(xA —xy)—sina(y, —yB))2 +(sina(xA —xg)+cosa(y, —yB)) =

=\/cos2a(xA —x,) —2sinacosa(x, —x, ) (vy — g ) +sin? (v, — ) +

+sin® a(x, —xB)2 +2sinacosa(x, —x,)(vy — vy )+cos’ a(y, —yB)2 :\/(xA —xB)2 +(a —yB)2 =|4B|

6.2 Vektory

Vektorové veli¢iny (posunuti, sila, zrychleni, ...) jsou dany trojici realnych ¢isel nebo funkci. Je tieba si
ale uvédomit, Ze vektor neni libovolna kombinace tfi ¢isel, neni to vyber tii skalarnich veli¢in.

Priklad: Dvéma Cisly (tj. dvéma skalary: tlakem a teplotou) je mozné popsat stav idealniho plynu a stejné tak
dvéma Cisly (dvéma skalary: rozdily) Ax a Ay je mozné popsat posunuti v roviné. Pfi zméné soufadného

systému soufadného systému se teplota ani tlak idealniho plynu nezméni, protoze z téchto veliin neni mozné
vytvorit vektor, zatimco rozdily soufadnic se zméni piesné podle ptislusné transformace (na zakladé prikladu z
odstavce 6.1 je ale jasné, ze velikost uvazovaného posunuti se nezméni). (Navic neni mozné, aby kazda ze
soufadnic vektoru méla jinou jednotku!)

Trojice ¢isel nebo funkei, kterd definuji vektor, se pfi zméné souradného systému zméni. Zmeéni se ovsem
takovym zptsobem, Ze ob¢ trojice v kazdém ze soufadnych systému definuji jeden a tentyz vektor. Nejobecngjsi
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transformaci kartézského systému soufadnic je jeho otoceni (viz odstavec 2.6.2) spojené s posunutim. Vzhledem
k tomu, ze vektor je dan pouze rozdily soutadnic Ax, Ay a Az, je pro nas posunuti nezajimavé, protoze posun
by se projevil pouze v soufadnicich bodu a nikoliv v soufadnicich rozdild (pfi rozdilu soufadnic dvou bodu se
posun vzajemné odeéte). Pii této prilezitosti je vhodné pifipomenout rozdil mezi vektorem a umisténim
vektoru.

Na obr. 85 jsou znazornény vektory u, v a w, které jsou réiznymi umisténimi téhoZ vektoru u .
Vsechny tfi vektory maji totiz stejnou velikost, stejné soufadnice (jsou dany rozdilem pocatec¢niho a koncového
bodu vektoru). Skutecnost, do jakého bodu vektor umistime, neovlivni souradnice dané¢ho vektoru. Tento fakt
vychazi z toho, ze vektoru je mozné pfifadit orientovanou tsecku v prostoru, a tudiz jeho slozky odpovidaji
rozdilim kartézskych soufadnic pocatecniho a koncového bodu této usecky.

vt
/
w
_'
>
Py
0 %'

obr. 85

Definice vektoru vychazi z defini¢nich vztahti transformace kartézského systému soufadnic uvedenych v
odstavcei 2.6.2. V tomto odstavci je mozné také najit legendu k pouzitému znaceni.

VEKTOR JE VELICINA, DEFINOVANA V KAZDEM SOURADNEM SYSTEMU TROJICI
CISEL (NEBO FUNKCIi) v,v,,v;, KTERE SE PRI ZMENE SOURADNEHO SYSTEMU MENJ
PODLE VZTAHU:

v, =v,cosa, +V, cos f +v, cosy,

V) =V, COSQ, +V, COs 3, +V, cOs ¥,

vy =V,C0SQ; +V,COS [y +V,COSY;.

CiSLA (NEBO FUNKCE) V,,V,,v;, NAZYVAME SLOZKY VEKTORU.

Tato definice umoziuje prejit pfirozenym zplisobem k definici tenzoru druhého a vyssiho tadu (viz
odstavec 6.3) a dale dovoluje z jednotného hlediska zkoumat tenzorové vlastnosti fyzikalnich veli¢in.

6.3 Tenzory 2. iadu

Povidani o tenzorech zestru¢nime na nejvys$si moznou miru. Odstavce o tenzorech a jejich vlastnostech
neplati obecn¢ - zaméfime se jen na tenzory druhého fadu (tj. na ty nejjednodussi). Ani zde ale nebude podan
vyklad kompletni. V pfipadé specialnich pozadavki na vysokych skolach je nutno nastudovat detailngjsi
literaturu.

Podobnym zptisobem jakym se definuje vektor (viz odstavec 6.2), je mozné definovat i tenzor:

TENZOR 2. RADU JE VELICINA, V KAZDEM SOURADNEM SYSTEMU DEFINOVANA

DEVITI CisSLY (NEBO FUNKCEMI) 7; (PRO i,j=1,2,3), KTERE SE PRI ZMENE TOHOTO

SOURADNEHO SYSTEMU MEN{ NA 7 PODLE VZTAHU:
T{ =T, cosa, cosa; + T, cosa; cos B, + T,; cos &, cos y; +

+T,, cos B cosa; + T, cos 5, cos B, +T,; cos fB, cos y; +

+T;, cos 7, cos @; + T, cos 7, cos 5, + Ty, cos y, cos 7.«
Cisra T; NAZYVAME SLOZKY TENZORU 2. RADU.

Nekdy je dobré zapsat slozky tenzoru 2. fadu pomoci matice (vice o maticich je v odstavcei 2.3), které se

L T, T
fika matice tenzoru: 7, =| 7,, T,, T,
L I, I

Tenzor je tedy jakasi tabulka ¢i matice, jejiz jednotlivé slozky maji urCité vlastnosti. Tyto vlastnosti
zarucuji, ze se tenzor bude pii pfechodu z jedné soustavy do druhé ,dobie transformovat™. OvSem ne kazda
matice je tenzorem!

Definice tenzoru 2. fadu je oproti definici vektoru z odstavce 6.2 komplikovanéjsi. Zjednoduseni by
mohlo pfinést pouziti Einsteinova sumacéniho pravidla (viz odstavec 2.7.3.3) piipadné dalsi pfeznaceni
pouzivanych veli¢in. Toto pfeznaceni sice vyrazné zjednodusi zapis jednotlivych slozek tenzoru, nicméné uz
»prestane byt vidét podstata™ (tj. souvislost s transformaci systému soufadnic), takze toto pieznaceni a
»zjednoduseni® nebudeme provadét. Stejné tak se nebudeme zabyvat tenzory vyssich fadu. Jejich definice v
symbolech z definice tenzoru 2. fadu by byla dost komplikovana.

Proto si ukaZzeme pouze nékteré z vlastnosti tenzorti na tenzorech druhych tadd. U tenzorl vysSich fada
by to bylo podobné.
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Nebudou-li v dalsim textu vyslovné uvedeny meze pro jednotlivé tenzorové indexy, vyuziva se
Einsteinovo sumacni pravidlo, které je vysvétleno v odstavci 2.7.3.3.
6.3.1 Tenzorova algebra aneb zikladni vlastnosti a operace s tenzory 2. Fadu
Zvlastni misto mezi tenzory zaujima nulovy tenzor.

NULOVY TENZOR DRUHEHO RADU JE TENZOR 7‘, JEHOZ VSECHNY SOURADNICE
JSOU NULOVE, TJ. PLATi: 7; =0 PRO i, j=12,3.

Jednotkovy tenzor je zaveden v odstavcei 6.3.3.

Nyni se podivame na zékladni operace s tenzory. Jako prvni se nabizi s¢itani dvou tenzort. Scitat je
mozné jen tenzory stejného fadu a struktury. Tenzory s¢itame tak, ze se¢teme jejich odpovidajici soufadnice:

NECHT A=(4;) A B=(B

ij

. ) JSOU DVA TENZORY DRUHEHO RADU. TENZOR C, PRO
KTERY PLATI C=A+B, SE NAZYVA SOUCET TENZORU, PRICEMZ PLATI C;=4;+B; PRO
i,j=12,3.

Je zfejmé, ze scitani je mozné zobecnit na libovolny pocet s¢itanci.

Nasobeni tenzoru skaldrem se provadi tak, ze danym skalarem nasobime kazdou soufadnici tenzoru:

NECHT Z:(AU.) JE TENZOR DRUHEHO RADU A A REALNE CiSLO (SKALAR). TENZOR

B, PRO KTERY PLATi B=A14, SE NAZYVA NASOBEK TENZORU A PLATI B;=14; PRO
iL,j=1,2,3.

Existuji dalsi operace, které je mozné provadét s tenzory (nasobeni tenzord, UZeni tenzoru, ...), ale ty se
uz tykaji tenzord vysSich fadi. Vzhledem k tomu, Ze je fe¢ o tenzorech druhych fadl, nema smysl mluvit o
téchto dalSich operacich. Zapis téchto operaci vychazi ze zapisu definice tenzoru vyssiho fadu, ktera je odlisna
(nejen obsahem, ale i formou zapisu) od definice tenzorit druhého tadu, ktera byla uvedena v odstavci 6.3.

Tak naptiklad tenzor, ktery je soucinem dvou tenzort, je fadu, ktery je souctem fadti obou nasobenych
tenzorl. Stejn¢ tak operace uzeni tenzorll dava jako vysledek tenzor, ktery je o dva fady mensi nez je tenzor
puvodni.

6.3.2 Symetrické a antisymetrické tenzory
Pro dalsi pocitani a nektera pfipadna zjednoduseni, ktera se objevuji i ve fyzikalnich aplikacich tenzoru,
se zavadi tyto ,,specialni“ tenzory - symetricky a antisymetricky.

TENZOR 2. RADU T =(T;), PRO JEHOZ SOURADNICE PLATi T, =T, PRO i,j=1,2,3 SE

NAZYVA SYMETRICKY TENZOR.

Analogicky se definuje i antisymetricky tenzor:

TENZOR 2. RADU T:(Tij), PRO JEHOZ SOURADNICE PLATI T; =-T; PRO i, j=1,2,3 SE
NAZYVA ANTISYMETRICKY TENZOR.

Pokud o né¢jakém tenzoru vime, zZe je symetricky nebo antisymetricky, zjednodusi se vypocty, které s nim
budeme provadét. K zadani symetrického tenzoru 2. fadu totiz staci misto pivodné 9 soutadnic (Cisel) jen 6
soufadnic (Cisel). Symetricky tenzor je totiz symetricky podle své hlavni diagonaly - staci tedy zadat tii ¢isla na
hlavni diagonale, tj. ¢isla T, , a pak tfi ¢isla pod touto hlavni diagonalou.

U antisymetrického tenzoru je situace jesté jednodussi. Vzhledem k jeho definici sta¢i zadat jen 3
soufadnice (Cisla). Ma-li totiz platit 7, = —T} i pro prvky na hlavni diagonale, pak musi byt 7;; = -7, . Tomu ale

odpovida jedina soufadnice (Cislo) a to nula. Antisymetricky tenzor mé tedy na hlavni diagonale nuly a k jeho
plnému urceni staci zadat tfi soufadnice (¢isla) pod touto hlavni diagonélou.
Pravé uvedené vlastnosti (tedy symetrie a antisymetrie tenzoru) jsou invariantni (neménné) pii zméné
soustavy soufadnic.
. y P iix , 1 1 N ,
Budeme-li uvazovat tenzor T = (Tij) , pak urcité plati: T, = E(T +T. )+—(T].j —T..) . Ozna¢me nyni

ij n

1 . . < . .
S :—(T. +7}i) a A :E(Tij —Tji). Tim jsme ziskali tenzor S:(SU), ktery je symetricky, protoze plati:

1 1 . . - . . . ..
S :—(Tij +Tji)=5(Tji +T,.j):Sji. Dale jsme dostali tenzor A :(Aij), ktery je antisymetricky, protoze jisté

. 1 1 o . T TG T e
plati: 4, :E(T-j_Tji):_E(Tji_Tij):_Aji- Plvodni tenzor T lze tedy zapsat ve tvaru 7' =S+ 4. Jinymi

slovy: kazdy tenzor je mozné zapsat jako soucet tenzoru symetrického a antisymetrického.
POSTUP, KTERYM SE ZE SOURADNIC (Tn) TENZORU T TVORIi SOURADNICE

. < - 1 o
SYMETRICKEHO TENZORU S DEFINICNIM VZTAHEM Sii ZE(Tii +7}i), SE NAZYVA

SYMETRIZOVANI TENZORU 7.
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POSTUP, KTERYM SE ZE SOURADNIC (Tn) TENZORU T TVORI SOURADNICE

. - - 1 o
ANTISYMETRICKEHO TENZORU A4 DEFINICNIM VZTAHEM Aij:E(Ti'_Igi)’ SE NAZYVA

ALTERNOVANI TENZORU T.

V pripadé, Ze je tenzor T symetricky (resp. antisymetricky) je jeho antisymetricka cast A (resp.
symetricka Cast s ) nulovy tenzor.

Symetrickou ¢ast tenzoru (resp. pfimo symetricky tenzor) 1ze jesté rozdelit na dve casti.

STOPA SYMETRICKEHO TENZORU T SE ZNACi SYMBOLEM #7T (NEKDY TEZ Sp? ) A

- - 3
JE DEFINOVANA TAKTO: trT =SpT = ZTii =T,.
i=1
Poznamka: Posledni uprava definicniho vztahu stopy tenzoru vychdzi z Einsteinova sumacniho pravidla (viz
odstavec 2.7.3.3).
Stopa symetrického tenzoru tedy je soucet prvki na jeho hlavni diagonale.

ij o

— . . B 1 -
TENZOR D, JEHOZ SOURADNICE Dij JSOU DEFINOVANY VZTAHEM Dij Zﬂj—g(trT)5

SE NAZYVA DEVIATOR SYMETRICKEHO TENZORU 1. J; JSOU SOURADNICE

KRONECKEROVA TENZORU.
o . g Y , o= o= 1 ey
Deviator je mozné psat i ve tvaru bez souradnic uvedenych tenzorti: D =T —g(trT )5 .

Deviator i stopa maji v nékterych oblastech fyziky dulezitou roli (deviator tenzoru napéti a tenzoru
deformace se pouziva v teorii malych pruzné elastickych deformaci, ...).

U tenzorl vyssich fadl nez druhého je tieba si uvédomit, Ze je nutné mluvit o tenzoru, ktery je symetricky
v ur¢itych dvou indexech. Tenzor druhého fadu (majici dva indexy), je symetricky (v obou indexech). U tenzorti

vysSich radu je ale tieba zdUraznit indexy, vzhledem k nimz je tenzor symetricky. Analogickd poznamka plati i
pro antisymetrické tenzory vyssich radi.

6.3.3 Izotropni tenzory

Zvlastni postaveni mezi tenzory maji tenzory, jejichZ souradnice se pfi zméné soustavy soufadnic nemeéni.
To znamena, Ze maji stejné soufadnice ve vSech soustavach soutfadnic. Takové tenzory se nazyvaji izotropni
tenzory.

Kazdy skalar je izotropni tenzor nultého fadu (viz pfiklad v odstavci 6.1, kde bylo ukazano, ze délka
usecky je invariant - neméni se pfi zmeéné soustavy soufadnic). Izotropni tenzory prvniho fadu (tj. vektory)
neexistuji.

Izotropnim tenzorem 2. fadu je Kroneckeriiv symbol ;. Nekdy se tomuto tenzoru 5:(55) fika

jednotkovy tenzor, nebot matice sestavena z jeho soufadnic je matice jednotkova. VSechny izotropni tenzory

druhého Fadu maji tvar: k6 = (k&) , kde k je nenulové realné &islo.

6.4 Levi-Civitity symbol (tenzor)

Levi-Civitiv tenzor &= (5,-jk

) je tenzor 3. fadu, antisymetricky ve vSech indexech. To znamena, Ze je

antisymetricky ve vSech dvojicich i, j; j, k; i, k. Nenulové soufadnice tohoto tenzoru nabyvaji hodnot +1.

Z antisymetri¢nosti tenzoru plyne, zZe nulovymi soufadnicemi jsou vSechny soufadnice, jejichz alespon
dva indexy jsou stejné. Hodnotu +1 pfifazujeme té soufadnici, jejiz indexy (navzijem rtzné) tvoii sudou
permutaci skupiny 1, 2, 3, hodnota —1 pfislusi té soufadnici, jejiz indexy tvofi lichou permutaci skupiny 1, 2, 3.

Tedy dostavame: &,; =&y, =&y, =1, e =63 =6 =—1 a &, =6, =6, =6 =63 =&y = &, =

=&y Ty Ty T Eg =y = Eiy T Eyp = Eyyy T Eyyy =3 = Eppy = &35 =y = &3, =0

Ptiklad: Zapiste pomoci Levi-Civitova tenzoru vektorovy soucin dvou vektorti u = (u;uysuy) a v=_(v;v,;v;).

Redeni: S vyuzitim Einsteinova sumaéniho pravidla (viz odstavec 2.7.3.3) miizeme soufadnice vektorii piepsat

takto: u = (u j) av= (vk) . Pro vektor w, ktery je vektorovym soucinem vektori uav, plati: w=uxv. Pro

soufadnice vektoru w pak plati: w, =¢g,uy, (op€t s vyuzitim Einsteinova sumacniho pravidla). Bez
3 3

Einsteinova zjednoduseni by bylo nutné psat: w, = Z Z &3V, - Rozpisem tohoto vyrazu dostaneme:
j=1 k=1

Wy = &) + &l V) + 3l Vs + £y Uy V) + EipllyVy F Eplhy V3 + Ei5 U3V, + Eijplls V) + Ejlly Vs =
= &V, + & 3U V3 t+ & Uy V) T Eipslly Vs F E3 UVt Ei3p U5V,
Pti vypoctu jednotlivych soutadnic pak mame:

W) = &V, F &yl Vs T+ Ey Uy V) + E13ly Vs + E3 UsV) T E5pllV, = UV — ULV,
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W,y = &)UV, + & ;3U V3 t+ Exg Uy V) F Eyp3lly Vs + E3 UV + Epgpll3Vy = —UVy T UV
Wy = &3V, + E33U V3 + E3 Uy V) + Egp3lhy V3 + E3) U3V, + E33Us V) = UV, — U,V

Tyto soufadnice ale pfesné odpovidaji soufadnicim vektorového soucinu z odstavee 2.8.2, v némz byl vektorovy
soucin definovan.

Levi-Civitiv symbol (tenzor) velice Uizce souvisi s Kroneckerovym delta (viz odstavec 2.7.3.1) vztahem

& = 0,0, —0,,0,, (bylo pouZito Einsteinova sumacniho pravidla definovaného v odstavei 2.7.3.3).
Pouziti tohoto tenzoru (symbolu) je podobné jako pouziti symbolu Kroneckerovo delta (viz odstavec
2.7.3.1): v urcitych piipadech zkracuje a z technického hlediska zjednodusuje zapis rovnic, veli¢in, vztahd, ...

Aby se ale jednalo skutec¢né o zjednoduseni, je nutné jej dokonale zvladat a znat jeho vlastnosti.

6.5 Tenzor napéti

vvvvvv

dokonce dostaly tenzory své jméno, nebot’ v latiné znamena fensio napéti. Diive nez ale vysvétlime, co je to
tenzor napéti, je tfeba se seznamit se zakladnimi fyzikalnimi pojmy z mechaniky kontinua.

Kontinuum je termin, ktery oznacuje spojité prostredi, jehoz vlastnosti se méni spojité¢ bod od bodu. Je
uréeno svym objemem J a hustotou p . Kontinuum je zcela odlisné od tuhého télesa. Jestlize tuhé téleso je
modelem nedeformovatelného télesa (v praxi se mu blizi napf. deska stolu, Zeleznd kovadlina, ...), tak
kontinuum pfedstavuje naopak téleso, které je mozné deformovat. Navic muze dochazet k vice druhtim
deformace na tomtéz télese (napf. pii natahovani gumy dochazi ve sméru plisobeni deformujici sily k jejimu
prodluzovani, zatimco ve sméru kolmém se guma ztencuje - je tedy deformovana zaroven tahem i tlakem). Za
kontinuum lze v praxi povazovat gumu na trampoling, myci houbu, vodu v nadobé&, plyn v poutovém baldnku,

Bude-li na takové téleso pasobit néjaka vnéjsi sila, mize jit o silu:

1. objemovou
2. plosnou

Sily objemové (gravitacni, ...) plusobi na objemové elementy télesa a jsou umérné hmoté v tomto
elementu obsazené. Vztahujeme je na jednotku objemu a jeji velikost zavisi na poloze elementu objemu dV v
télese. To znamena, Ze velikost a smér této sily se méni se zménou pusobiste sily. Jestlize ozna¢ime objemovou
; F,

silu (tj. silu vztazenou na jednotku objemu) F—V =(F VZ;FW), pak na objemovy element dV plsobi

Vi»
Vv

objemova sila F,,dV . Vysledna objemova sila plisobici na té€leso o objemu V'je F = J.FVdV .
0

Sily plosné pisobi na jednotku plochy (na plosné elementy dS) a jsou imérné velikosti plosného
elementu. Jedna se napf. o silu, kterou pusobi kapalina (nebo plyn) na stény nadoby, v niz jsou uzavieny, o silu,
kterd pisobi na libovolny horizontalni fez vertikdlné zavésené a zatizené gumy, ... Plosna sila vztazena na
jednotku plochy se nazyva napéti (u kapalin a plyni ma tato veli¢ina nazev tlak). Vzhledem k tomu, Ze se jedna
o podil vektorové velic¢iny (sily) a skalarni veli¢iny (element plochy), je vysledkem vektor. Tento vektor (vektor

napéti) se znaci T . Plosné sila pisobici na element plochy dS je dana tedy vztahem d F=TdS .

Uvazujme nyni plo$ny element (plosku) prochazejici bodem P, kterym prochézi normalovy vektor n
plosky dS (viz obr. 86). Tento normalovy vektor urcuje orientaci plo§ného elementu dS. (Je tedy mozné mluvit o
dvou orientacich plosného elementu dS.) Smér vektoru T obecnd nemusi splyvat se smérem normalového
vektoru 7. Je ziejmé, ze vektor napéti T nezévisi jen na bodu P, tj. na umisténi plosky dS, ale i na normale n,
tj. na orientaci plo$ného elementu dS: T = 7:(2) . Prochazi-li tedy bodem P vice plosnych elementl s riznymi

normalami, pak vysledné vektory napéti jsou také rtizné. Jinak feceno: riizné orientovanym plosnym elementtim
prochazejicim bodem P, odpovidaji rizné vektory napéti v tomto bode¢.

obr. 86 obr. 87
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Sila dF =TdS vyjadiuje vzajemné silové pisobeni dvou ¢asti uvazovaného télesa na plosce dS, které z
obou stran pfiléhaji k této plosce. Je zfejmé, Zze podle tretiho Newtonova zakonu (zakon akce a reakce) je sila,
kterou plisobi prvni ¢ast na druhou, stejné velka ale opacného sméru nez sila, kterou plsobi ¢ast druhé na prvni.

To znamena, Ze plati: T(Tn) = —T(ﬁ) .

Vzhledem k tomu, ze vektor napéti T nemusi obecné splyvat se smérem normalového vektoru (normaly)
plochy, je mozné rozlozit vektor napéti do dvou navzajem kolmych slozek: normalového napéti 7, a tecného
(smykového) napéti f (viz obr. 87). Pro tato dvé napéti plati: ]Tn + ]—"t =T.

Element plochy dS, ktery je zobrazen na obr. 86, 1ze slozit ze tif vzajemné kolmych elementt plochy dS,,
dsS, a dS, takovych, ze ploska dS, je rovnobézna se soutadnicovou rovinou x,x,, dS, je rovnobézna s rovinou
x,x, a dS; je rovnobéznd s rovinou x,x, , jak je zobrazeno na obr. 88. Normalové vektory k ploskam dS,, dS, a
dS, jsou po fadg vektory e, , e, a e, . Vektory napéti, které odpovidaji ploskam dS,, dS, a dS, jsou po fadg,
vektory T(e?) , T(;) a T(g) . Kazdy z téchto vektorti je mozné vyjadtit jako linearni kombinaci vektord baze

e =re pro i=1,2,3

. . . 3
e, e, a e (podrobngji o bazi viz odstavec 2.2.2), takZe dostavame: T (ei):ZrU =T
j=1

(posledni uprava je provedena na zakladé Einsteinova sumacniho pravidla - viz odstavec 2.7.3.3).
Pravé uvedenym vztahem je definovano 9 ¢isel, ktera jsou soufadnicemi tenzoru 2. fadu - tenzoru napéti

7. Na zéakladg pravé uvedeného a na zéklad¢ rozkladu vektoru napéti do dvou kolmych slozek Fn a f je

ziejmé, ze z pravé uvedenych 9 soufadnic tenzoru napéti 7 udavaji soufadnice na hlavni diagonale (tj.
soufadnice 7,,, 7,, a 73;) velikosti normalovych napéti a zbyvajicich 6 soufadnic (tj. soutadnice z; pro i# ;")
velikost smykovych napéti.

Pomoci soufadnic tenzoru napéti 7 lze ziskat vektor napéti T(;a) pro libovolny normalovy vektor n.
Budeme-li uvazovat plosny element dS, ktery prochazi bodem P a ktery ma normalovy vektor n= (nl; n,; n3) ,je
~ 3
mozné psat T, (n) = Zrﬁnj =7un; pro i=1,2,3 (opét bylo pouZito Einsteinovo sumacni pravidlo z odstavce
Jj=1
2.7.3.3). Vektor napéti T(Z) ma pfitom soufadnice T(;z) = (Tl (ﬁ), T, (Z), T (Z)) Jinymi slovy: vektor napéti
T (;—1) je jednoznaéné urcen tenzorem napéti Ta normalovym vektorem n elementu plochy dS.

X3

4

 oy—

-]

obr. 88

6.6 Tenzorova analyza

V technickych aplikacich matematiky (fyzika, elektrotechnika, ...) se v pokrocilejSich partiich
neobejdeme bez urcitych, na prvni pohled pon¢kud komplikovanych operaci, které¢ ale velmi zjednodusuji jednak
matematicky zapis problému a jednak zpfehlednuji danou fyzikalni, elektrotechnickou, ... problematiku. V
tomto textu se budeme snazit tyto operace vysvétlit a pochopit bez slozitych definic a pokud mozno
srozumitelné.

6.6.1 Hamiltonuv operator nabla

Driive nez se pustime do slozitéjSich operaci, je nutno zavést tzv. Hamiltonliv operator nabla. Tento
operator je pojmenovan po irském matematikovi a fyzikovi Williamu Rowanovi Hamiltonovi (1805 - 1865),
ktery zavedl do matematiky kvaterniony (uspofddané cCtvetice realnych cisel - jakousi nadstavbu cisel
komplexnich), podilel se na rozvoji maticové algebry a tim nepfimo piispél i k rozvoji fyziky. Pomoci operatoru
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nabla je mozné v soucasném zpisobu zapisu rovnic a fyzikalnich veli¢in velice jednoduse zapsat fadu
fyzikalnich vysledkid (napt. Maxwellovy rovnice elektromagnetického pole, ...).

0.0.0 (znak V se ¢te ,,nabla®). Jedna se o
ox’ 6y oz

vektorovy operator, ktery musi byt aplikovan na néjakou funkci. Aplikace na jakoukoli dalsi funkci (skalarni,
vektorovou, ...) spociva ve vynasobeni tohoto operatoru (skalarné€, vektorove, ...) danou funkei.

Pozndmka: Operdtor nabla je vysvetlovan v ramci tenzori, protoze se da ukdzat, Ze ma viastnosti tenzoru. Je to
tedy tenzor. V dalsim s nim ale tak pocitat nebudeme - ukazeme jen jeho pouZiti.

Hamiltondiv operator nabla je definovén takto: V = (

6.6.2 Gradient, divergence, rotace

Gradient, divergence a rotace jsou linearni diferencialni operatory. Linearni proto, Ze se v nich derivace
dané funkce vyskytuje v prvni mocniné (tj. je linearni), diferencialni proto, ze jsou definovany pomoci derivace.
Vzhledem k tomu, ze fyzikalni veliiny zavisi vétSinou na vice parametrech (proménnych), jedna se o derivace
parcialni. Vysvétleni parcialnich derivaci je uvedeno v odstavci 4.4.6.2.

Gradient, divergence a rotace se definuji pomoci operatoru nabla (viz odstavec 6.6.1). Slova ,,gradient",
»divergence* a ,;rotace™ (resp. jejich zkratky grad, div a rot) jsou pouze zkracenim matematického zapisu. Pfi
vlastnim vypoctu je tfeba tyto zkratky ,,deSifrovat™ rozepsanim a vyjadienim pomoci nabla operatoru.

Vsechny uvedené operatory maji své pfesné definice. Pokusime se ale zavést jednotlivé operatory bez
slozitych definic pomoci urcitého ,triku®. Tento ,trik” spociva v tom, ze si uvédomime, jaké souciny lze
provadeét s vektory:

1. soudin bez oznaceni - Ize aplikovat na vektor v a skalar 1 a vysledkem je vektor (A nasobek

vektoru v ): w=Av nebo jej lze aplikovat na dva vektory u a v aziskdme tenzor: uv =T

2. soucin oznacéeny teckou - Ize aplikovat na dva vektory u a v a ziskdme skalar (operace se nazyva

skalarni soucin - viz odstavec 2.8.1): 4 =u.v nebo jej lze aplikovat na vektor v atenzor T a

ziskame vektor: w=v.T (mnemotechnickd pomtcka: tecka v soucinu ni¢i vektor - ni¢i jednu
Sipku; no a tenzor se zna¢i dvéma Sipkami)

3. soucin oznaeny kfizkem - lze aplikovat na dva vektory u a v a ziskame vektor (operace ma

nazev vektorovy soucin - viz odstavec 2.8.2): w=uxv

Pravé uvedeny ,.,rozbor soucinti“ nelze povazovat za definice. Ty se daji nalézt v fad¢ vysokoskolskych
skript. Uvedeny ,,rozbor* se snazi danou problematiku trosku zlidstit.

V souvislosti s ,;rozborem soucini“ je dulezité, ze stejnym zplsobem lze zavést jednotlivé linearni
diferencialni operatory. Uvédomime-li si, Ze operator nabla, pomoci né¢hoz budeme definovat dalsi operatory, je
vektor, jsou dalsi pravidla uz jasna.

1. gradient (grad) se zavadi takto: grad A = VA resp. grad\: =Vv
2. divergence (div) se zavadi takto: divy=V.y resp. divl =V.T
3. rotace (rot) se zavadi takto: rotv ="V xy

Praveé definované operatory maji tyto vlastnosti a plati nasledujici vztahy, v jejichz Gipravach se pouzivaji
vztahy vektorového a skaldrniho soucinu a jejich kombinaci (viz odstavec 2.8):

- 0 0 0
RN LTS AU S S YN
04, 04, 04, A, 04 04 = S,
/ll(g g E\J-f- (a— E a—) &Vﬂz +/‘szj'l —ﬂqgradﬂz +ﬂz grad/?j
divl;:ﬁftfz:a(ﬂv")+6( ) o(Av,) _ —X+vx%+ﬂal+ O | 3% Z%_
Ox oy oz Ox Ox Oy y@y az oz

ov I, .
=1 o, +_+6v2 +vx%+vy%+v2%:/lv.v+vv&:idivv—i-v.grad/l
ox Oy oz Ox oy oz
o a(z;x;) 5(;><;) 6(&x;) L o o
diV(uxv)zv.(uxv): X+ Y+ 2 =y Vxu+uvxV =vNV xu—uVxv=v.rotu—u.rotv
Ox oy oz

rot Av =V xAv = AVxv+VAxv=AVxy—vxVi :lrot;—;xgradﬂ

U nésledujicich dvou vlastnosti se jedna o matematickou vlastnost: vektorovy soucin dvou stejnych (resp.
rovnobéznych) vektorti je nulovy.

divroty =V.Vxy=vVxV =0
rotgradlzgxg/izo
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Nabla neni jediny operator. Pomoci nasledujici kombinace linedrnich diferencialnich operatorii je zavadi
operator laplace, nazvany podle francouzského matematika a fyzika Pierra Simona Marquise de Laplace (1749 -

1827): div grad 1 = V.VA = Wr A=AX.

—12
Jak je vidét, pro operator laplace plati: A = ‘V‘ . S pouzitim definice operatoru nabla z odstavce 6.6.1 je

2

oY (oY (oY oY (oY (o) & & &
mozné psat: A= (—j +| — +(—j :(—j +| — +(—j =—+—5+—. Posledni upravou
Ox oy oz Ox oy 0z ox~ oy- 0z

jsme vyjadfili operator laplace pomoci druhych parcialnich derivaci (tj. prislusny skalar, vektor ¢i tenzor
zderivujeme jednou a pak vysledné derivace zderivujeme znovu: derivaci podle x znovu podle x, derivaci podle y
znovu podle y a derivaci podle z znovu podle z).

Na zakladé operatoru laplace je mozné rozepsat tuto sloZzenou operaci s operatory:

rot rot;:§x§x;:§§.;—§ﬁ;:grad divv—Ay

6.6.3 Fyzikalni vvznam
V odstavei 6.6.2 byly zavedeny tifi linearni diferencidlni operatory a jejich kombinace na Cisté
matematickém zakladé. VSechny tyto operatory maji znacny vyznam ve fyzikalni ¢i jiné technické praxi.
Vyznam gradientu nejlépe pochopime asi na teploté. Piedstavte si, Ze jsme v zim€ v mistnosti, v niZ je
tésné u venkovni zdi (obvodova zed’ domu) teplota 20 °C . Venku je teplota —5°C a obvodové zed’ domu ma

tloustku pul metru. Je jasné, Ze z jedné strany ma zed’ teplotu 20 °C (z té strany, co je v pokoji) a z druhé (té
vnéjsi) ma teplotu —5 °C . Na vzdalenosti pll metru (tloustka zdi) se teplota zdi méni od —5 °C do 20 °C . Jaky
bude prubeh (linearni, exponencialni, ...) neni podstatné. (Zavisi to na materialu, ztratach, ...) Podstatné je, ze
teplota ma na $ifce zdi (onéch pil metru) n&jaky spad, né&jak klesa (resp. roste). Nebo muzeme téz fici, ze
teplota ma v zavislosti na vzdalenosti (napi. od venkovni omitky zdi) jisty gradient.

Gradient tedy udava smér, kterym urcitd veli¢ina nejvice roste (resp. klesd); udava smér spadu. Tento
smér se promitne do parcidlnich derivaci, pomoci nichz je gradient definovan. (U pfikladu s teplotou je to smér
kolmy na zed’ - ve sméru, ktery svird s timto smérem thel napf. 45° teplota klesa resp. roste také, ale uz
pozvolngji.)

Fyzikélni vyznam divergence je nasledujici. Divergence popisuje zdroj, zi'idlo néjaké fyzikalni veliCiny.
Opét velmi jednoduchy ptiklad. Na louce jsou dve studny, z nichz jedna je zcela vyschla a druhd je plné vody a
odtéka z ni maly poticek. To, co bylo pravé vysloveno normalni feéi, se da vyjadiit matematicky tak, zZe
divergence suché studny je nulova (studna neni zdrojem zadné vody), zatimco divergence studny s vodou je
nenulova - studna je zdrojem vody pro poticek, ktery z ni vyvéra.

S divergenci je mozné se setkat ve slavnych Maxwellovych rovnicich, kterymi anglicky fyzik James
Clerk Maxwell (1831 - 1879) poprvé sjednotil teorii elektromagnetického pole. Dvé z téchto rovnic maji tvar:

1. divD= p - tato rovnice tika, ze elektrické pole popsané elektrickou indukei D ma své zdroje
(néboje), které maji n¢jakou prostorovou hustotu p

2. divB=0 - tato rovnice Fika, Ze magnetické pole popsané magnetickou indukei B nemé 7adné
zdroje, tj. neexistuji magnetické ,,naboje*

Rotace udava, jestli néjaka fyzikalni veli¢ina tvofi vir, propletenec, né¢jak se otaci, pohybuje. Ptiklad z
praktického zivota miiZze byt tento: Pfedstavte si umyvadlo zaspuntované Spuntem. Nebudete-li v umyvadle
hybat rukama ¢i né€jakymi pfedméty, voda bude v klidu - nebudou vznikat Zadné viry. Rotace vody bude nulova.
Pokud ale umyvadlo vypustite, za¢nou se vlivem Coriolisovy sily vytvaret viry, které budou (na severni Casti
Zem¢) pravotoCivé. Jinymi slovy - nyni voda vifi, to znamena, Ze jeji rotace je nenulova.

I s rotaci je mozné se setkat v Maxwellovych rovnicich:

- OB v . . o . . . L Ty
1. rotE= arll pfi Casové zméné magnetického pole (popsano magnetickou indukci B) je
t
elektrické pole virové (silocary jsou uzaviené) a podél virti je mozno méfit napéti (skutecnost, ze

pfi zméné magnetického pole je mozné méfit napéti pak popisuje Faradayiv zakon
elektromagnetické indukce)

2. rotH :aa—[:+}' - tece-li obvodem proud, vznika kolem ného magnetické pole (tj. mg. pole je

virové) - Oerstediv - Ampériav jev; dalsi vyklad: zménou elektrického pole vznika pole
magnetické (Maxwelliiv posuvny proud ;); H zna¢i intenzitu magnetického pole
S linearnimi diferencialnimi operatory je mozné se setkat ve vsech partiich fyziky.
Jeden z téchto linearnich diferencialnich operatort vystupuje i ve vztahu mezi parcialni a totalni derivaci
funkce, ktera je zavisla na prostorovych soufadnicich, které se méni v zavislosti na case. Jednd napf. o

magnetickou indukci B, ktera je zavisla jak na prostorovych soufadnicich (je zavisla na vzdalenosti a poloze od
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zdroje magnetického pole), ale i na Case (zdroj mize vytvaret nestacionarni pole). Navic se mohou soufadnice
(tedy poloha mista, v némz urcujeme magnetickou indukci, vzhledem ke zdroji) ménit v zavislosti na Case.

Mame-li tedy obecné funkci f = f(x(t), y(1),z(1), t) , tak pro jeji derivaci v zavislosti na &ase, plati:

izingﬁd_erﬂngﬂg Po tprave dostaneme: izg%+id—y+alg+al = ;.gradf+g .
dt oxdt Oydt Ozde oOradt dt oxdt oydt oOzdte ot Ot

Ptiklad: Odvod’te na zdkladé¢ Maxwellovych rovnic vlnovou rovnici a velikost §ifeni rychlosti svétla ve vakuu.

Redeni: Maxwellovy rovnice jsou &tyfi linearni diferencialni parcialni rovnice divD=p, divB=0,
—~ 0B — 0D - . . . -
rotE = v a rotH = é‘_+ j . Pfi odvozovani si mizeme dovolit pfedpokladat, ze se nachazime ve vakuu a
t t

daleko od vsech zdroju, tj. }':5 a p=0. Dale vime, 7e plati B=uH a D =¢E . Pivodni rovnice tedy

= = P oH — OE
muzeme psat ve tvaru: divD =0, divB=0, rotE = —,ua— arotH = ga—.
t t
, , —~  0H - , e s ,
Vyjdeme zrovnice rotFE = _ﬂE , na kterou aplikujeme rotaci. Postupné¢ ziskame vyraz:
. oH 0 (I"Ot ﬁ)
rotrot £ = rot —ya— = —,ua—. Upravime levou stranu podle vztahu odvozeného v odstavci 6.6.2:
t t
rotrot £ = grad divE-AE. S vyuzitim Maxwellovych rovnic (a naSim zanedbanim) dostaneme
— - — _ 8(r0tﬁ)
rotrot £ = graddiv E — AE = -AE . Muzeme tedy psat: —AE = —ya— a po dosazeni z dalsi Maxwellovy
t
27 27

=0. Z rozmérové

Po upravé tedy ziskavame vinovou rovnici ve tvaru AE — ue

rovnice —AE = —ue .
£ or’

. L1 1 Y . o Cre o .
analyzy rovnice plyne, Ze — = e atedy v=——, coZ je velikost fazové rychlosti Sifeni elektromagnetického
v

Jie

vinéni (a tedy i svétla) v prostredi charakterizovaném permitivitou ¢ a permeabilitou z . Specialné pro vakuum

1
VHoéo .

VlInova rovnice ve specialnich pfipadech je odvozena i v odstavci 8.7.

pak plati ¢ =
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7. POSLOUPNOSTI

Posloupnosti jsou specidlnim piipadem funkci, a proto se Casto pii vySetiovani vlastnosti posloupnosti
vyuzivaji zakladni znalosti funkci (monotonie, limity, ...).

7.1 Definice a zakladni vlastnosti

KAZDA FUNKCE, JEJIMZ DEFINICNIM OBOREM JE MNOZINA N VSECH
PRIROZENYCH CiSEL, SE NAZYVA NEKONECNA POSLOUPNOST.

KAZDA FUNKCE, JEJIMZ DEFINICNIM OBOREM JE MNOZINA VSECH PRIROZENYCH
CISEL n<n,, KDE n, JE PEVNE DANE CiSLO Z N, SE NAZYVA KONECNA POSLOUPNOST.

Pozndmka: Bude-li ze souvislosti ziejmé, jestli se pracuje s konecnou resp. nekonecnou posloupnosti, staci
mluvit jen o posloupnosti.

Skutecnost, ze funkéni hodnota funkce f vbod¢€ x je y, se zapisuje ve tvaru f (x) =y. V pfipadé
posloupnosti (defini¢nim oborem je mnozina, ktera je podmnozinou mnoziny ptirozenych ¢isel), se pouziva jiny
zpusob zapisu: f, =y -,x-ty clen posloupnosti fje roven y*.

Poznamka: U posloupnosti byva zvykem obecny c¢len oznacovat indexem n a hovorit tak o n-tém clenu.

Zatimco funkci bychom zapsali zapisem napf. 4:y = —2+(—1)n , u posloupnosti se pouziva oznaceni

(—2+(—1)n )w resp. (h,)": h,==2+(=1)". Tyto zapisy ¢teme: ,.posloupnost —2+(—1)" pro n rovno jedné
-1 =

do nekonecna“ resp. ,,posloupnost %, , kde n probihd od jedné do nekonecna, a 4, se rovna —2+(—1)n “

Obdobnym zpisobem je mozné vyjadrit i konecnou posloupnost.
V praveé uvedenych prikladech fikdme, ze posloupnost je uréena vzorcem pro n-ty ¢len.

7.2 Zpusoby zaddni posloupnosti
Existuje neékolik zptisobti zadani posloupnosti:
1. vzorcem pro n-ty ¢len - viz konec odstavce 7.1
2. tabulka uspofadanych hodnot posloupnosti - 1ze pouzit jen pro konecné posloupnosti
3. graf usporadanych hodnot posloupnosti - Ize pouzit jen pro kone¢né posloupnosti
4. rekurentni ureni posloupnosti
Mezi jednotlivymi zptisoby zadani posloupnosti 1ze piechazet a je tedy mozné jednu a tutéz posloupnost
vyjadfit n€kolikerym zptisobem.
K zajimavym (a v nékterych pifipadech i obtizn€jSim) zpilisobim zadani posloupnosti patii rekurentni
zadani posloupnosti. Rekurentné urcit posloupnost, znamena uvést prvnich nekolik jejich ¢lent a potom n-ty
(resp. (n+1)-ni, (n+2)-hy, ...) ¢len vyjadiit pomoci vzorce, v némz vystupuji ¢leny predchazejici. Napt.: a, =2,

a,,=—-3a,+1.

Nekteré rekurentni posloupnosti je mozné vyjadrit vztahem pro n-ty Clen, ale ne vSechny. Opacné, tj.
vyjadfit posloupnost danou vztahem pro n-ty ¢len rekurentné, je mozné vzdy.

Existuje metoda, pomoci niz je mozné prevést rekurentni vyjadieni jistého druhu posloupnosti na
vyjadieni n-té¢ho Clenu. My se budeme zabyvat posloupnosti, které jsou vyjadieny rekurentnimi rovnicemi
druhého tadu (tj. urcity ¢len je vyjadien pomoci dvou pfedchozich) s konstantnimi koeficienty. Takové vyjadieni
lze obecnd napsat ve tvaru: a,,, =4, +aa,, kde a,a, e R—{0}. Pfitom je nutné znat podatetni

podminky tlohy - tj. @, a a,. Sestavime tzv. charakteristickou rovnici, kterd bude mit tvar x* = x+a,.

Snadnou Gipravou tuto rovnici piepiSeme na kvadratickou rovnici v b&ném tvaru x> — oy x—a, =0 a vyfeSime
ji. Kofeny oznacime x; a x,.
V zavislosti na poctu feseni této kvadratické rovnice, pak ziskame vyjadfeni zadané posloupnosti pomoci
vztahu pro n-ty ¢len:
1. pokud x, #x,, pak a, = C;x ' +C, x50 kde C, a C, jsou konstanty, které uréime na zakladé
pocatecnich podminek ulohy
2. pokud x, =x,(=x), pak a, =(C,+nC,)x"", kde C; a C, jsou konstanty, které uréime na
zaklad¢ pocatecnich podminek tlohy
Tento postup je mozné dokazat dosazenim vztahu pro n-ty ¢len do ptvodniho rekurentniho vyjadieni
posloupnosti.

Piiklad: Posloupnost (a, )::] je dana rekurentné takto: a,., =5a,,, —6a,, kde a, =1 a a, =-7 . Urcete jeji
vyjadieni pomoci n-tého ¢lenu.
Reseni: Pro ilustraci uréeme prvnich n&kolik &lenti této posloupnosti: 1, -7, -41, -163, -596, ...
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Charakteristickd rovnice ma tvar x* =5x—6, tj. jde o kvadratickou rovnici x> —5x+6=0. Tu lze vyfesit
rozkladem: (x—2)(x—3) =0, takze x; =2 a x, =3. Kofeny jsou riizné, takze vztah pro n-ty ¢len bude mit
tvar: a, =2".C, +3".C, .

Konstanty C; a C, ur¢ime na zaklad¢ pocatecnich podminek. Po dosazeni vztahu pro n-ty ¢len do rekurentniho
vyjadreni posloupnosti, musi tedy platit: C,+C, =1 a 2C, +3C, =7 . VyfeSenim této soustavy dostaneme:
C =10 a C,=-9. Vztah pro n-ty ¢len zadané  posloupnosti ma tedy tvar:

a, =2"".10+3""(-9)=5.2" 3"

7.3 Fibonacciho posloupnost

Italsky kupec a matematik Leonardo Pisansky (asi 1170 - asi 1250) zvany Fibonacci (tj. ,,syn Bonaccitv)
uvadi ve své knize Liber abaci (z roku 1202) tuto ulohu:

Priklad: Kdosi umistil par kraliki na misté ze vSech stran ohrazeném zdi, aby poznal, kolik part kralikii se
narodi v pribéhu jednoho roku, jestlize u kralikti je tomu tak, Ze par kralikd pfivede mésicné na svét jeden par a
ze kralici po¢inaji rodit ve dvou mésicich svého veéku. S piipady uhynuti se nepocita. Prvni kralici umisténi do
ohrady jsou stafi prave jeden mésic.

Reseni: Po vypo&itani poétu kralikil v ohradé na konci prvniho mésice (2 pary), druhého (3 pary), tietiho (5 pari)
se zaCina situace komplikovat a zacali bychom se ztracet v poctu part kralikdi. Proto si oznacime pocet part
kralikd na konci (n+1)-niho mésice a,,, . Na konci (n+2)-ho mésice bude v ohradé a,,, starych pard kralikd, ale
kromé toho se jest€¢ narodi tolik parti kralikti, kolik jich bylo na konci n-tého mésice, tj. g, . Jinak feceno, pro
pocet parti na konci (n+2)-ho mésice dostaneme vztah: a, , =a, ., +a, . Hledany pocet para kraliki na konci
roku neni mozné vypocitat piimo: musime urcit v§echny mezikroky, tj. pocty part na konci kazdého mésice. Tak
postupné dostdvame: a, =8 (vzhledem k tomu, Ze @, =1, a,=2 a a,=3), a;=13, a,=21, a, =34,

a, =55, a,=89, a,=144, a,, =233, a,, =377 . Na konci roku tedy bude v ohrad€ 377 part kraliku.

Uvedena posloupnost se nazyva Fibonacciho posloupnost (Fn )::1 a je to posloupnost 1, 2, 3, 5, 8, 13,
21, 34, 55, 89, 144, ... Je popséana rekurentnim vztahem F, , =F , +F .
Poznamka: Nékdy se jako Fibonacciho posloupnost oznacuje i posloupnost 1, 1, 2, 3, 5, 8, ...

Lze dokazat, ze pro ¢leny této posloupnosti plati nékteré vztahy:

I R+F+F+..+F, =F,,-2nebo-li Y F=F,,-2
i=1

2. F+F+Fs+ .+ Fyy =Fy —1 nebo-li Y Fyy=Fy, —1

i=1

n
3. Fy+ Fy+ Fyt ot Fyy = Fyppy = Fyy 1= Fpyy =1 nebo-li D Fy = Fpyy =1
i=1

n
4 FP+F] +F + ..+ F =FF,—1nebo-li ) F’=F,F,, -1

i=1

Dalsi vlastnosti 1ze odvodit na zakladé dvou podobnych tloh.

Priklad: Kolika zptisoby lze vyjit schodisté o n schodech, bereme-li schody nejvyse po dvou (tj. vynechame-li
nejvyse 1 schod)?

Redeni: Pocet zpuisobii vyjiti n schoddi oznagime p(n) Vsechny mozné zptsoby vyjiti schodli rozdélime do
dvou disjunktnich skupin. V prvni budou vSechny zptisoby vyjiti schodt, pfi nichz §lapneme na prvni schod -
jejich pocet bude p(n —1) - po §lapnuti na prvni schod jich mame pied sebou uz jen n—1. Ve druhé skupiné

budou vSechny zpusoby vyjiti schodt, pfi nichZ neslapneme na prvni schod; téchto zpisobt bude p(n—2).
Celkem tedy dostavame: p(n)= p(n—1)+ p(n—2), coZ rekurentni vyjadieni Fibonacciho posloupnosti.

Pocet zplisobi, kolika 1ze vyjit n schodli podle uvedenych pravidel, je roven F, .

Priklad: Kolika zplsoby lIze vyjit schodist¢ o n+m schodech, bereme-li schody nejvySe po dvou (.
vynechame-li nejvyse 1 schod)?

Regeni: Na zdkladé piedchoziho piikladu je mozné pocet zptisobii vyjiti viech schodii oznagit F,, . Viechny
mozné zpusoby vyjiti schodli rozdélime do dvou disjunktnich skupin. V prvni budou vSechny zpisoby vyjiti

92




© Jaroslav Reichl, SPSST Panskd, Praha Aplikovand matematika
schodtl, pfi nichz §lapneme na n-ty schod: jejich pocet bude F,.F, . Ve druhé skupiné budou vSechny zpisoby

vyjiti schodl, pfi nichZ neSldpneme na n-ty schod: té€chto zplsobd bude F; |.F, ;. Celkem tedy dostavame:

Fyim = Fy Fy +Fy 1 Fo

n+m

Takze jsme dostali dalsi vztahy platné pro Fibonacciho posloupnost:
50 b =F F,+F  .F

6. specidlnépro m=n: F, = Fn2 + Fnz_ |

7. specialné pro m=n+1: Fony =Fy By +Fy By =F, (F +F,,) =

= (F a—Fy )(Fn+l +F, ) = Fn2+l _Fn2—1

n

myfn) fn n M M
ICIE L) (5 )
obr. 89
Naésledujici vztah (ktery je mozné odvodit pies uvahy o takovych k-Elennych kombinacich n-prvkové
mnoziny, v nichz nejsou vedle sebe sousedni prvky) udava souvislost Fibonacciho posloupnosti s Pascalovym

. . . n n—1 n-2 n-3 ) .
trojuhelnikem (viz obr. 89): F, = 0 + ) + 5 + 3 +...+ pro n sudé resp.
n
2

n+l1

n n—1 n—2 n-3 2 o
F = + + + +..+ pro n liché.
0 1 2 3 n—1

2

0

Pomoci ¢lenti Fibonacciho posloupnosti 1ze ur€it i ¢islo 7 . Plati totiz: Zarccotg Fy = T
k=1

Ptiklad: Na zaklad¢ rekurentniho vztahu pro Fibonacciho posloupnost odvod'te pro tuto posloupnost vztah pro n-
ty ¢len.
Reseni: Rekurentni vyjadieni Fibonacciho posloupnosti je F ., =F, +F,, aproto jeji charakteristickd rovnice

n+l

2 2

je x*=x+1, tj. x"—x-1=0. Jeji feSeni je x ,=— a tedy n-ty Clen je mozné vyjadfit ve tvaru:

1+\/§ n—1 | \/g n—1
E =C1( J +C2{ J . Pocatecni podminky jsou F =1 a F,=2, a proto: C;+C,=1 a

" 2 2
o 1+45 +C, -5 = 2. Resenim této soustavy je: C, :ﬁ a G, =ﬁ.
25 25

2 2
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Pro n-ty clen Fibonacciho posloupnosti tak dostavame: F, =

3445 (1445 "_1+—3+J§ -5 )
251 2 25 2 '

1+\/§j2 _6+245 3445 . (1—\5}2 _6-25 _3-5

Vzhledem ktomu, zZe ( lze psat:

2 4 2 2 4 2

- 2 5l 2

L[ﬂ}nﬂ_ | (1_\/5 n+l
" J5

Fibonacciho  posloupnost je tedy mozné vyjadiit vztahem pro n-ty c¢len  takto:

:ﬁ {14_\/5}“1_(1_\/5]“1'.

a, —_—
5 2 2

7.4 Uziti geometrickych posloupnosti

Hlavni vyuziti znalosti geometrickych posloupnosti se tyka financni matematiky. Dfive nez pfistoupime k
samotnému vypoctu a uziti geometrickych posloupnosti ve finan¢ni matematice, je tieba zavést zakladni pojmy.

7.4.1 Zakladni pojmy finanéni matematiky

Vkladatel je ¢lovék, ktery si chce do n&jakého penézniho ustavu ulozit své penize. Castka, kterou do
penézniho tUstavu vlozZi, se nazyva jistina (pocatecni vklad). Ro¢ni irokova mira se udava v procentech a
vyjadiuje jak velky urok (kolik procent z jistiny) se na ucet ro¢né pfipiSe. Z roku se odecitad daf z uroku
(vétsinou 15%), kterou penézni Gistav odvadi statu. Urok po zdanéni, tj. urok, z néhoz je jiz odedtena daii (tzv.
Cisty urok), se pripisuje k vlozené ¢astce.

Urokovaci obdobi je &ast roku (nebo rok cely), za kterou penézni ustav provadi za¢tovani a za kterou
pfipisuje Groky. Urokova mira pro dané iirokovaci obdobi se vypodte tak, Ze se roéni urokova mira rozdéli na
tolik ¢asti, jakou cast tvori trokovaci obdobi z celého roku (napf. pfi ro¢ni urokové mife 10% cini pololetni

urokova mira 5%, Ctvrtletni urokova mira je 2,5%, mési¢ni urokova mira je %% = %% yaee)

Popsané urokovani se nazyva sloZené urokovani. Existuje jesté iirokovani jednoduché, kdy se vypocita
urok z vlozené jistiny na konci prvniho trokovaciho obdobi a tento urok se jiz nemeéni - zistava konstantni po
celou dobu spofeni. Z hlediska matematiky se ale nejednd o geometrickou posloupnost, ale o posloupnost
aritmetickou.

Problematika finan¢ni matematiky je daleko slozitéjsi neZ predstavuje obsah odstavct 7.4.2 - 7.4.5, které
se ptimo dotykaji u¢iva o geometrickych posloupnostech. Ve skute¢nosti se urokovaci doba pocita na dny s tim,
ze plati nasledujici pravidla (akceptovana v evropskych statech):

1. mésic ma 30 dnt

2. rok ma 12 mésict, tj. 360 dni

3. ze dvou ,hrani¢nich® dnt, kdy se penize vkladaji a ukladaji, se pocitd do tirokovaciho obdobi
pouze jeden

4.

7.4.2 Sporeni bez priibéZného vybirani s jednou vloZenou jistinou
Predpokladejme, Ze si vkladatel ulozil do penézniho tstavu ¢astku a, . Ro¢ni urokova mira je p procent,

. ! . . .
danl z tiroku je d procent a trokovaci obdobi je — roku (tj. vklad se Gro¢i r-krat ro¢n€). Vyvoj ¢astky na uctu je
r

tento:

p
1. na konci prvniho trokovaciho obdobi: a, = a, +a,.—~ 100-d _ ao.(l +-2 100 d)

100" 100 100" 100
2. na konci druhého urokovaciho obdobi:
P 2
aZ:a1+aI.L.100_d:al.(l+ P .100_dj:a0.(1+ P .100_dj
100 100 1007 100 100 100
3. na konci tretiho urokovaciho obdobi:
P 3
a3:a2+a2.L.100_d:a2.(1+ P .loo_dj:ao.(l+ P .100_6])
100 100 100 100 100 100
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p 100-dY
1007~ 100

4. na konci n-tého tirokovaciho obdobi: a, = ao.(l +

Céstku anzao.(l+ p_100-d

. bude mit tedy vkladatel uloZenou na konci n-tého trokovaciho
100r 100

p 100-d
1007 100

T
obdobi. Na konci prvniho roku bude mit ¢astku a, = ao.(l+ j , protoze n=r (uroci se r-krat

rocng).

7.4.3 Sporeni bez priabéZzného vybirani s pravidelné vkladanou jistinou na Kkonci
kazdého urokovaciho obdobi

Pfedpokladejme, Ze si vkladatel uloZil do penézniho ustavu €astku a, , kterou bude ukladat pravideln¢ na

konci kazdého urokovaciho obdobi. Roéni trokova mira je p procent, dain z Groku je d procent a Urokovaci

.1 . . .
obdobi je — roku (tj. vklad se Gro¢i r-krat ro¢né). Vyvoj ¢astky na uctu je tento:
r

P
1. na konci prvniho trokovaciho obdobi: s, = a, + aO.L.M+ a, = ao.(l +LM] .
100 100 100 100

2. na konci druhého urokovaciho obdobi:

§; = ao.(1+ P .M]—i—ao .[1+ P .100_dj+a0:
100 100 100 100

2
=a0.[1+L.100_d] +a0.(l+ P .100_dj+a0
100 100 100~ 100

3. na konci tretiho urokovaciho obdobi:

2
s, =| a, 142 100=d +a0.(l+L.M +a, .[1+L.loo_d +a, =
100 100 100 100 100 100

3 2
=a0.(1+ P 'IOO—dJ +a0.(1+ P .100_dj +a0.£l+ P 'IOO—dJJraO
100 100 1007 100 100 100

4. na konci n-tého urokovaciho obdobi:
n n-1
an:aO.(HL.M +a,|1+-L Mj +...+a0.(1+ p_100-d +a, =
100 100 100 100 100 100
n+l n+l
(1+ P .100—dj -1 (1+ P .100_‘1) -1
—a 100 100 4 100 100
Uy, p 100-d) p 100-d
100" 100 1007~ 100

V tomto pfipade se jedna o soucet geometrické fady, jejiz prvni ¢len je a, a posledni (v pofadi (7 +1)-ni)

. 100-d ' : . , . :
je ao.(l + 0 O% 100 ) . Z toho dtvodu jsou posunuté i indexy u jednotlivych souctd, tj. u stavii na uctu na
r

konci daného urokovaciho obdobi.

7.4.4 Sporeni bez prubéZného vybirani s pravidelné vkladanou jistinou na zacatku
kazdého urokovaciho obdobi

Pfedpokladejme, Ze si vkladatel uloZil do penézniho ustavu €astku a, , kterou bude ukladat pravideln¢ na

zacatku kazdého urokovaciho obdobi. Ro¢ni urokova mira je p procent, daii z uroku je d procent a urokovaci
.1 . . .
obdobi je — roku (tj. vklad se Gro¢i r-krat ro¢né). Vyvoj ¢astky na uctu je tento:
r
P
p 100-d p 100-d

1. na konci prvniho urokovaciho obdobi: s, = a, + a,.——. ao.(l +—.—)
100 100 1007 100

2. na konci druhého urokovaciho obdobi: s, =| a,. 1+L.M +a, |. 1+L.100_d =
100~ 100 100~ 100
2
=a,.| 1+ P 'IOO—d +a,.| 1+ P .100_d
1007 100 1007 100
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3. na konci tretiho urokovaciho obdobi:

2
s, = ao.(1+ P .IOO—d] +a0.(l+i.wj+ao .(1+ P .IOO—dj:
100~ 100 1007 100 1007 100

2
SO L=y O PN ) O O =)
1007~ 100 100 100 100 100

4. na konci n-t¢ho urokovaciho obdobi:
n n-1
sn:ao.(l _p_100-d +a,.| 1 P Mj +...+a0.(1+ P .lOO—d =
1007~ 100 IOOr 100 100 100
[+ 100— d] B (+ p 100—dj"_
( p 100- d] 100r~ 100 ( p IOO—dj 100r 100
=a,.| 1+ . =a,.l 1+ . .
1007 100 1+ P 100-d 1 100 100 p 100-d
1007 100 1007~ 100
p 100-d ,
V tomto piipadé se jedna o soucet geometrické fady, jejiz prvni ¢len je a, 1+100 100 a posledni
r
T p lOO—dj“
v potadi n-ty) je a,.| 1+ . .
vp R 0( 1007~ 100

7.4.5 Poskytovani uvéru

Predpokladejme, Ze penézni ustav poskytne ob¢anovi uvér D na n let s roéni urokovou mirou p procent a
urokovacim obdobim 1 rok (tj. Gro¢i se jednou ro¢n¢). Obcan bude uvér splacet v n stejnych roénich splatkach.
Prvni ¢ast splati po jednom roce po poskytnuti uvéru. Vysi splatky s Ize ur€it na zakladé nasledujici uvahy, kdy
budeme sledovat obcantiv dluh v jednotlivych letech:

1. na konci roku, v némz byl Gvér poskytnut: D + pL —pl1+L
100 100
2. na zacatku roku prvni splatky: D [1 + %) -5
2
3. na zadatku roku druhé splatky: | D[ 1+-2— |—s || 1+-2 |-s=D| 1+-L | —s[1+-L |-
100 100 100 100
4. na zacatku roku teti splatky:

2 3 2
%Hﬁg_{ngﬂ(ngﬁ:%uﬁq_{nﬁq_{nlqﬂ
100 100 100 100 100 100

n n-1 n-2
5. na zacatku roku n-té splatky: D(1+Lj —s(1+ij —S(1+Lj —...—S(I+Lj—s
100 100 100 100

Na zacatku n-tého roku bude ale Gvér zaplacen, tj. podnikatel nebude dluzit nic. To znamend, ze nyni
budeme postupné fesit rovnici:

n n-1 n-2
plis ) —sf1+-L _{Hﬁg ﬂf{uigﬂ:o
100 100 100 100
n n-2
D(1+LJ -5 ( j ( j +...+(1+Lj+1 =0
100 100 100
pj
100
pj

n-1
posledni (v pofadi n-ty) je %j

=0 (jednd se o geometrickou posloupnost, jejiz prvni ¢len je 1 a

pf1+-2-) 1. (
( 100) (
g

H[Hﬁ)—l D@H&)ﬁ)
D(l +%) -5 » =0 aodtud s = - . A to je hledana vyse ro¢ni splatky.
L p
100 [1 + 100 -1
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7.5 Limita posloupnosti

CiSLO a SE NAZYVA LIMITA POSLOUPNOSTI (a,)” , PRAVE KDYZ KE KAZDEMU

KLADNEMU CISLU & EXISTUJE n,eN TAK, ZE PRO VSECHNA PRIROZENA CISLA n2n,
PLATI: |an—a|<8. TUTO SKUTECNOST ZAPISUJEME lima, =a.

n—o

Pozndmka: Definici limity je mozné formulovat také tak, ze misto podminky |an - a| < & uvedeme podminku s ni
ekvivalentni: a e (an —-&a, + 5) .

Praveé definovana limita se nazyva vlastni limita (je ji ¢islo z mnoziny realnych cisel, tj. nejedna se o
to0).

POSLOUPNOST (a,) SE NAZYVA KONVERGENTNI POSLOUPNOST, PRAVE KDYZ

POSLOUPNOST (a,)” MA VLASTNI LIMITU, TJ. lima, =a€R.

n>
POSLOUPNOSTI, KTERE NEJSOU KONVERGENTNI, SE NAZYVAJi DIVERGENTNI.

Kazda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.

Kazdé konvergentni posloupnost je omezena.
Pozor! Pravé uvedenou vétu neni mozné obratit. To znamend, ze omezena posloupnost nemusi byt nutné

V:
V:

konvergentni - napi. posloupnost ((—l)n )w . Tato posloupnost je omezena (jeji ¢leny nabyvaji stfidavé hodnot
n=l

—1 a1, tudiZ je omezend), ale neni konvergentni, tj. neexistuje jeji limita.

Podrobnéji je o neékterych typech omezenych posloupnosti pojednano v uvodu odstavee 7.6.

Nasledujici veéty umoziiuji urcovat limity ,,slozitéjSich® posloupnosti na zéklad¢é limit posloupnosti
,jednodussich®.

V: Jestlize posloupnosti (a,)” a (b,), jsou konvergentni a piitom lima, =a a limb, =b, pak je
konvergentni i posloupnost:
1. (a,%b,)" aplati: lim(a, £b,)=lima, £limb, =a+b;

n—»oo

2. (a,b,) , aplati: lim(a,b,)=lima,.limb, =ab;

n—om n—om

3. (ca,),, aplati: lim(ca,)=clima, =c.,kde ceR;

n—ow

a Y @ lima
4, | 2= aplati: im—= =22>*— =— za pfedpokladu, ze b#0 a b, #0 pro vS§echna ne N.
e b limb, b

n -
n=l n—0

Zvlastnim pripadem posloupnosti jsou posloupnosti aritmetické a geometrické. Proto se podivame z
hlediska limit na tyto dva druhy posloupnosti.
7.5.1 Aritmetické posloupnosti

Aritmetické posloupnosti s diferenci d =0 jsou konvergentni (jsou konstantni), aritmetické posloupnosti
s diferenci d # 0 nejsou omezené a proto jsou divergentni.

7.5.2 Geometrické posloupnosti

Geometricka posloupnost (q“ )w_l , ve kter¢ je:
. |q| >1, neni omezena, a proto neni konvergentni
q =1, je konvergentni (je to posloupnost konstantni) a jeji limita je 1

q =-1, je divergentni (Cleny posloupnosti osciluji mezi -1 a 1)

2w =

. |q| <1, je konvergentni

V: Geometricka posloupnost ( q" )wil , pro kterou je |q| <1, je konvergentni a jeji limita je rovna 0.
Poznamka: Tato veta je velmi dilezita pro nekonecné rady.

V: Kazda geometricka posloupnost (01n ):: |» pro jejiz kvocient ¢ plati |q| <1, je konvergentni a lima, =0.
7.6 UZiti limit posloupnosti
Nejprve uvedeme 3 véty, které se ukazi jako velmi uzitecné pti dalSich prikladech (viz odstavce 7.6.1 az
7.6.3).
V: Je-li omezena posloupnost monotonni, pak je konvergentni.
Pro neklesajici resp. nerostouci posloupnost odtud plyne:
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V: Je-li posloupnost neklesajici a pfitom shora omezena, pak je konvergentni.
V: Je-li posloupnost nerostouci a pfitom zdola omezena, pak je konvergentni.

V odstavcich 7.6.1 az 7.6.3 se budeme zabyvat vypoctem nékterych iracionalnich ¢isel. Jejich vypocet je
zalozen na nasledujici véte:
V: Pro kazdé realné cislo 7 existuje neklesajici posloupnost racionalnich ¢isel (an )::1 a nerostouci posloupnost

racionalnich &isel (b,)” tak, ze lima, =limb, =r.
n=1 n n

n—o n—o0

7.6.1 Vypocet Ludolfova Cisla
Recky matematik Archimedes (287 pf. n. 1. - 212 pi. n. 1) ukézal, e pro &slo 7z plati nerovnost

223
—<

71
které jsou vepsany resp. opsany dané kruznici. Pozdéji byl jeho puvodni odhad ¢isla 7 zpresnovan tim, Ze
matematici volili stale vétsi pocet stran téchto mnohouhelnikii.

22 . .
< = K tomuto zavéru dospél tak, ze délku kruznice porovnaval s obvody pravidelnych n-thelnikd,

Uvazujme kruznici o poloméru 1, jejiz obvod je 2x. Oznacime (0n )::] posloupnost obvodi
pravidelnych r-tihelnikt kruznici vepsanych a (0!1 )::1 posloupnost pravidelnych n-tihelnikl kruznici opsanych.

. I . .o . v . r v 0 . ’ 3 o
Z geometrického pohledu na situaci je ziejmé, Ze posloupnost (on )n:l je rostouci a omezena (obvodem kruznice)

!
n

a posloupnost (o )::1 je klesajici a omezend (opét obvodem kruznice). Obé jsou monoténni a omezené, tedy

konvergentni. Je mozné ukazat, ze pro kazdé n e N plati: o, <27 <o, anavic limo, =27 =limo].
n—o n—o

’
n

Nyni vyjadiime n-ty ¢len obou posloupnosti (0n )0::1 a (0 )0::1 na zakladé obr. 90, na kterém je

znazornéna jedna strana pravidelného n-tihelnika kruznici vepsaného i opsaného. Pravidelny n-uhelnik vepsany i
(o]

opsany kruznici Ize rozdélit na » rovnoramennych trojuhelnikd, jejichz uhel proti zdkladné ma velikost

n
Pro dalsi odvozeni budou dutlezité pravouhlé trojuhelniky APS a CQS, které jsou vytvofeny spusténim vysky z
, . . . 1 360° 180°
bodu S na stranu AB resp. CD. Uhel pii vrcholu § ma v obou trojuhelnicich velikost —. = .
n n
obr. 90
aﬂ
. . 180° o . 180°
V pravothlém trojuhelniku APS plati: sin = % = %‘ . Odtud a, =2sin a pro obvod
n n
uvazovaného vepsaného n-thelnika pak plati: o, = 2nsin .
n
a,
. 180° o a4 180°
V pravouhlém trojuhelniku CQOS plati: tg = % = %‘ . Odtud a =2tg a pro obvod
n n
. . . , . . 180°
uvazovaného opsaného n-uhelnika pak plati: o] =2ntg .
n
, . . ° 180°
Dosadime-li do  odhadu  pro 7,  dostaneme: 2nsin <2m<2ntg ,  odkud
n n
nsin <mw<ntg Podobnym zplGsobem je mozné dosadit i do vztahu pro limity:
n n
lim (271 sin 180 J =27 =lim (Zn tg 180 J . Postupnymi Upravami dostaneme
n— n n—0 n
2.lim(nsin 180 j =2 = 2.1im(n tg 180 j atedy 1im(nsin 180 ] == lim(ntg 180 j .
n—»00 n n—»00 n n—o n n—ow n
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Postupnym dosazovanim za n je mozné urCit z# na libovolny pocet desetinnych mist. Napf. pro
n=10000 dostavame 7 =3,14159, tj. s pfesnosti na pét desetinnych mist.

Jméno ziskalo ¢islo 7 podle Holand’ana Ludolpha von Ceulen (1540 - 1610), ktery uz v roce 1596
vypocital ¢islo 7 na 20 desetinnych mist. V roce 1615 své vypocty zpiesnil a vypocital hodnotu tohoto ¢isla na
35 desetinnych mist.

7.6.2 Vypocet Cisla e

S Eulerovym cislem jsme se setkali v ucivu o exponencialnich funkcich a pfirozenych logaritmech,
vucivu o komplexnich &islech, .... Toto iraciondlni ¢islo, které hraje dulezitou roli pii feSeni aplikaci v
piirodnich védach a technice (viz napt. odstavec 0), 1ze definovat také pomoci limit posloupnosti.

. o 1Y " . U 1L X 1 .
Uvazujme posloupnost (an )n_ s = [1 +—j . Ur¢ime nyni prvnich n¢kolik ¢lent této posloupnosti:
- n

a,=2 a, = 2,370370 ay, = 2,593742 000 =2,716923
a, =2,25 a, =2,441406 Ay = 2,704813 o0 = 25718145

~ r r ~ 0 . r r . . r r
Je mozné ukazat, ze posloupnost (an) je rostouci a omezena, a je tedy i konvergentni. Plati:
n=l

e= lim(l +lj .
n—»o0 n

n+l
Dale je mozné uvazovat posloupnost (bn )0::1 , b, = (1+—j . Ur¢ime nyni prvnich nékolik ¢lent této

n
posloupnosti:
b =4 b, =3,160494 b, =2,853117 biooo =2,719641
b, =3,375 b, =3,051758 b =2,731862 @000 = 2,718418

Je mozné ukézat, ze posloupnost (bn )::1 je klesajici a omezend, a je tedy i konvergentni. Plati:

n+l
e= lim(1+lj .
n—0 n

n n+l n n+l
Pro vSechna n € N tedy plati (1 +lj <e< [1 +—j a tudiz lim(l +lj =e= lim(l +—J .
n

n n—o n n—o n

7.6.3 Vypocet druhé odmocniny realnvch cisel
Chceme-li vypocitat druhou odmocninu z kladného realného Cisla a, zvolime nejprve kladné ¢islo x,,

: . . S NI T . T v a o .a
jehoz druhda mocnina je vétSi nez a. Pak je x, vetSsi nez +a a ¢islo — mensi nez Va, tj. —<+a <x,.

x x

1 1

. , © L, . , . 1 a
Uvazujme dale posloupnost (x, )n:1 , kterd je dana rekurentné takto: x_, = —(— +x, J .

O této posloupnosti Ize dokazat, Ze plati:

1. Prokazdé neN je —<+Ja<x,.
xl’l

©

N

. Posloupnost (x, je klesajici.

n /n=1
, Je omezena.

©

)
3. Posloupnost (xn ):
4. Posloupnost (x, )

, Je konvergentni (vyplyva z pfedchozich dvou).

. 0 0 . . .. vr . .
Posloupnosti (x,)", a (x,.,) , maji stejnou limitu, kterou oznatime ¢: limx, =limx,, =c.

n—o n—o

Uveédomime-li si, ze pro hodné velkd piirozena ¢isla mizeme misto x, a x,,, dosazovat ¢ (dle pfedchozich

limit), mizeme psat: ¢ = %(EJFCJ . Tento vztah je mozné dale upravovat: 2c¢ =£+c, odkud ¢’ =a. A tedy

c C
c=va.
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Pii pfiblizném vypoctu druhé odmocniny z ¢isla a tedy staci zvolit za prvni ¢len posloupnosti (xn )::1

X

n

. y I a . . L i D . o .
dané rekurentné vztahem x,,, = E(—+ xnj libovolné kladné ¢islo x, , jehoz druhd mocnina je vétsi nez a. Poté

je mozné jiz dopocitavat dalsi Cleny, které se budou ,,velmi rychle blizit* hledanému ¢islu Ja .

Priklady:
1. Napiste vyjadreni pro n-ty ¢len posloupnosti (a“ )::1 , kterd je zadand rekurentné: a,,, =4a,,; —4a, , kde

a=2aa,=4.

2. Napiste vyjadfeni pro n-ty ¢len posloupnosti (b, )::1 , kterd je zadana rekurentné: b, ., = 6b,,, —9b, , kde

b=lab,=2.

3. Kolik korun je tfeba ukladat pocatkem kazdého roku po dobu 10 let, chceme-li mit koncem desatého roku
nastfadano 10000 K¢ pti 2% slozeném urokovani a 15% dani? Urokovaci obdobi je jeden rok.

4. Kolik korun budeme mit na uctu s trokem 5% na konci sedmého mésice, budeme-li poc¢atkem kazdého

mésice ukladat ¢astku 100 K¢. Pocitejte s dani 15% a tirokovacim obdobim jeden mésic.

5. Ve mesté zilo na pocatku roku 2000 25000 obyvatel. Kolik obyvatel bude mit mésto na zacatku roku
2005, odhaduje-li se ro¢ni pfiristek na 1,5%?

6. Za kolik let vzroste jistina 1000 korun pfi troku 3 % na 1500 korun. Pocitejte s dani 15 % a uvazujte a)
ro¢ni, b) mési¢ni urokovaci obdobi.

7. Podnikatel si vyptjcil 100000 a zavazal se, ze ptijcku splati dvéma stejnymi splatkami, z nichz jedna bude
splatnd za 2 roky, druha za 4 roky ode den vyptjceni. Jak velké budou tyto splatky pti tiroku 4 %?

8. Mnozstvi dieva v urcité lesni oblasti se odhaduje na 1,5.10° m’ a ro¢ni pfirtistek je 2 %. Jaky bude

piiblizné stav po 10 letech, t&Zi-li se roéné 2.10* m® dieva?
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8. APLIKACE

8.1 Tayloriy polynom (rozvoj)

Z funkci, které se probiraji nejen na stfedni ale i na vysoké skole, jsou nejjednodussi funkce polynomické
(mezi néz patii napf. i funkce linearni nebo kvadratickd). Polynomické funkce maji fadu vyhod:

1. jednoduchy defini¢ni obor - nejsou-li néjak omezeny, tak je jejim definicnim oborem mnozina

vsech realnych Cisel
jsou spojité ve svém defini€nim oboru
ve vSech bodech existuje derivace
derivace jsou spojité
snadno se s nimi pracuje (uréit hodnotu polynomu Ize velmi jednoduse i pfi manualnim pocitani

bez kalkulacky, coz napi. u vétSiny hodnot goniometrickych, logaritmickych a dalSich funkci neni
mozné)

nhA D

6.

Proto se matematikové snazili najit zptisob, jak pfevést libovolnou funkci na vyjadfeni pomoci polynomu.
Toto snazeni zavrSili anglicky matematik Brook Taylor (1685 - 1731) a skotsky matematik Colin Maclaurin
(1698 - 1746). Taylor je autorem véty (postupu), ktery poté zavrsil Maclaurin.

Polynom T;, , (x), ktery libovolnou funkci f nahradi v okoli daného bodu a, je nutné hledat tak, aby
v okoli bodu a byl rozdil mezi zadanou funkci f'a hledanym polynomem T7; , , (x) minimalni. To znamena, zZe
musi byt splnény zaroven tyto podminky:
1. T;,.(x)=/(a) (funkéni hodnoty v bod& a urtené pomoci polynomu i pomoci funkce /' musi byt
stejné)
2. Tan(@)=r"(a)nTE, (a)=f"(a) AT, (a)= f"(a)A..n Tf(z)n (a)= £ (a) (derivace az
do fadu n € N jsou stejné - funkce a polynom maji stejny priibéh)
Hledany polynom T;,  (x) lze zavést takto:
MA-LI FUNKCE f V BODE a VLASTNi DERIVACE AZ DO RADU neN, LZE

DEFINOVAT POLYNOM (TAYLORUV POLYNOM) STUPNE »n FUNKCE f V BODE a
PREDPISEM:

(a "(a "(a 3 0, )

faa ()= £(ap Dm0 D e L e -
PP
BYTPI S A O TN

=~ k!

Tayloriv polynom je vlastné zobecnénim diferencialu funkce (viz odstavec 4.5).
Poznamka: Pro a =0 se nékdy polynom nazyva Maclauriniv.

Definice tika, Ze lze sestrojit polynom urcitym zplisobem. Zatim ale neni zaruceno, Ze jsou splnény
podminky kladené na polynom (tj. rovnost funkénich hodnot polynomu a funkce a rovnost vSech derivaci az do
fadu n). Navic je zfejmé, ze i kdyZ se budeme snazit sebevic, vZdycky vznikne né&jakd odchylka (chyba).
Pozadavek na odchylku polynomu 7;, , (x) od funkce f je jasny: musi byt co nejmensi. Tato odchylka se

vétiinou zna&i R, (x) aplati: R, (x)=f(x)=T;, ,(x). A pravé o této odchylce mluvi Taylorova véta.

V_(Taylorova): Necht a < x, necht f (n+1) existuje v intervalu (a; x>, necht’ ¢ je spojita funkce a necht’ ¢’

existuje nenulova v intervalu (a; x) . Potom existuje e (a; x) tak, ze

Ry (x)= (x—n’f)n .(D(JZ,E;D)(G).f(nH) &)

Touto problematikou se zabyvala fada matematikti. Funkce R, ., (x) miZze mit rizné podoby, pokud splni

e

pozadavky, které na ni klade Taylorova véta. Nejrozsitenéjsi jsou dva tvary této funkce:
1
()C _ a)n+

1. Lagrangetv tvar zbytku: R, ., (x) = W'f(nﬂ) (5) pro go(l) = (x_t)nﬂ
n+1)!

2. Cauchyho tvar zbytku: R, (x):w.f(nﬂ)@) pro (o(t) =t
n!

Nejsnaze pochopime vyznam Taylorova polynomu na konkrétnim ptikladé.
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Priklad: Najdéte Tayloriv polynom pro funkci f:y =sinx v okoli bodu x=0.

Regeni: Zadany bod x =0 je ve znaéeni Taylorova polynomu bod a = 0. Pro nalezeni Taylorova polynomu je
nutné znat funkéni hodnotu a hodnotu derivaci zadané funkce v daném bod¢. Funkéni hodnota funkce f'v bodé a

je f (0) =0. Derivace ur¢ime nejdiive obecné:

f'(x)=cosx, f"(x)=-sinx, f"(x)=—cosx, f(4) (x)=sinx, f(s) (x)=cosx, ... Je vidét, e od paté
derivace se zacinaji funkce, které jsou derivacemi ptivodni funkce f, opakovat. Lze tedy napsat obecné:

f(4k+1) (x) =cosx, f(4k+2) (x) =-—sinx, f(4k+3) (x) =—CcosXx a f(4k) (x) =sinx pro keN, (pro k=0 lze
vyraz f (4K) (x) =f (©) (x) chapat jako ptredpis piivodni funkce f).
Po dosazeni bodu a =0 dostavame: f(4k+l) (O) =1, f(4k+2) (0) =0, f(4k+3) (0) =-1 a f(4k) (O) =0. Nyni je

tedy mozné napsat Taylortiv polynom funkce f:y =sinx.

Tian (%) =f(a)Jr%!a)(x—a)Jr%(!a)(x—a)2 +%(!a)(x—a)3 +o.=
:O+ll!(x—0)+2%(x—0)2 +;—}(x—0)3 +4%(x—0)4 +%(x—0)5 +%(x—0)6 +%(x—0)7 fos

x3 xS x7 X9 xll K x2k+1

S AU S S S S Y ) iy
T TR T Z::( (2k+1)!

Jak se méni funkce T;,,(x) vzavislosti na n je zobrazeno na obr. 91, nma kterém fi(x)=T;(;(x),

fr(x)=Tros(x) a f3(x)=Tgo.7(x).

-4t
obr. 91
Taylortiv polynom je dulezity i v dneSni dob€, v niz pouzivame kalkulacky a pocitace, nebot’ vSechny
funkce, které dany typ kalkulacky resp. pocitace je schopen zpracovat, jsou v paméti ulozeny jako Taylorovy
rozvoje. Jinak by nebylo mozné funkéni hodnotu jinych nez polynomickych funkei vycislit.
Piiklady:

9. Napiste Taylordv polynom funkce f:y =sinx v bodech % ar.

10. Napiste Tayloriiv polynom funkce f:y =cosx vbodech 0 a «.
11. Napiste Taylorav polynom funkce f:y=tgx v bodech0a %

12. Napiste Taylortiv polynom funkce f:y=e* v bod& 0.
13. Napiste Taylordv polynom funkce f:y =Inx vbodeé 1.

14. Napiste Tayloriv polynom funkce f:y= Jx vbodé 1.
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8.2 ,,Zajimaveé* vypocty
Tento odstavec popisuje nékteré vypocty, které byly v minulosti velmi dulezité, nebot” usnadnovaly

493
1

poklesla, nebot’ fadu matematickych uloh Ize feSit na pocitaCi, ktery tyto ,nahradni vypocty vétSinou
nepotiebuje (pokud se zrovna nestuduje jejich pfesnost, vlastnosti, ...). Jsou nicméné dtlezité pro teoretickou
matematiku a pro nekteré dalsi metody, které jdou ovSem za ramec tohoto textu.

8.2.1 Racionalni koreny rovnice s racionalnimi koeficienty

V tomto odstavci bude vysvétlen pomérné jednoduchy zpuasob, jak nalézt racionalni kofeny rovnice
s racionalnimi koeficienty.

Necht b,x" +b, X" + ... +byx* +hx+by =0, kde b €Q pro i=0,1,...n, b, #0 a by, #0, je rovnice
s racionalnimi koeficienty stupné n. Tuto rovnice lze upravit tak, Ze ji vynasobime spolecnym jmenovatelem
viech koeficienti b (i=0,1,..,n). Dostaneme tak rovnici a,x" +a, x"" +..+a,x* +ax+a, =0, kde
a,€Z pro i=0,1,...,n, a, #0 a a, #0. Kazdou rovnici stupné » s racionalnimi koeficienty tedy umime
pfevést na rovnici stupn€ n s celo€iselnymi koeficienty. Vzhledem k pozadavku g, # 0 nemd tato rovnice
nulové feSeni.

Platnost podminky a, # 0 lze piedpokladat bez ujmy na obecnosti. Kdyby totiz a, =0, méla by rovnice
kofen x =0 abylo by mozné ji pfevést na rovnici stupné (n - l) -niho.
V: Ma-li rovnice a,x" +a, x"" +...+ax* +a;x+a, =0, kde @, €Z pro i=0,1,...n, a, #0 a a,#0,

raciondlni koten £, kde p a g jsou cela nesoudélna &isla, pak p/a, a g/a, .
q

Pokud bude navic a, =1, lze ziskat celoCiselna feSeni zadané rovnice.

Véta netika nic o tom, které z moznych kofenti uvazované rovnice, koteny skute¢né jsou. Véta fikd jen to,
ze pokud ma uvazovana rovnice raciondlni kofeny, jsou to ty, které maji dané vlastnosti (rovnice mize mit i
kofeny realné nebo komplexni). Jiné racionalni kofeny nema. Které z moznych kotentd skutecné koteny jsou, je
nutné ovéfit dosazenim do uvazované rovnice. Lze téz vyuzit i Hornerovo schéma (viz odstavec 8.2.2).

Priklad: Je dana rovnice 5x®—7x° —17x° +12x* =8 =0. Najddte raciondlni &isla, ktera by mohla byt jejimi
koteny.

Redeni: Podle pravé uvedené véty jsou kofeny ve tvaru £, kde p a g jsou celd nesoudélna Cisla takova, ze

q
p/(-8) a ¢/5. Jsou tedy tyto moznosti: pe{tl;£2;+4;+8} a ge{+l;+5}. Proto piipadné racionlni
kofeny této rovnice jsou z mnoziny P {il; i%; +2; i%; +4; i%; 18; i%}
q

Pravé uvedeny ptiklad ukazuje, Ze cisel ,,podezfelych zkofend miiZze byt pomérné dost. Jisté
zjednodusSeni pfinasi nasledujici véta.

V: Mé-li rovnice a,x" +a, ,x"" + ...+ a,x* + a;x +a, =0, jejiz koeficienty jsou celd nesoudélna &isla takové, ze
a,#0 a a,#0, racionalni kofen L kde p a g jsou celd nesoudélna &isla, potom (p—q)/L(1)a

(p+q)/L(-1). Cisla L(1) resp. L(~1) jsou pfitom hodnoty polynomu na levé strané rovnice pro x =1 resp.

x=-1.

Ptiklad: Vratime se k ptfedchozimu piikladu a pokusime se zazit mnozinu v§ech moznych kotentl zadané rovnice
5x° 7% —17x° +12x* -8 =0.

Regeni: Vyuzijeme pravé uvedenou vétu. Nejdiive ur¢ime hodnotu polynomu L(x) na levé stran¢ rovnice pro
x =1 resp. x=—1. Dostaneme L(l):5—7—17+12—8 =-15 a L(—l):5+7+17+12—8:33. Rozdil p—¢q
mize nabyvat pouze hodnot £1; +3; +5; +15 , souCet p+¢g pak hodnot +1; £3; £11; £33 . Jednoduchou uvahou
zjistime, ze témto podminkam vyhovuji dvojice p, =2 a ¢; =1, p, =22 a ¢, =F1 a dvojice p; =14 a
gy =F1. Misto plvodnich 16 ¢&isel, kterd by mohla byt kofeny zadané rovnice, se vybér zuZil jen na tfi:
—2;2; —4 . Provedenim zkousky dosazenim téchto ¢isel do pivodni rovnice zjistime, Ze racionalnim kofenem

zadané rovnice je pouze Cislo 2.
Zbyvajici kofeny jsou ¢isla realna nebo komplexni.
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8.2.2 Hornerovo schéma

n

Necht’ P(x) = Za x' je polynom proménné x e R a @ € R a necht’ existuji polynomy Q Zb X
i=0

a R(x) takové, ze plati: P(x)=(x-a)Q(x)+R(x), pfi€emz stupeii polynomu R(x) je mensi neZ stupefi
polynomu (x - a) , §j. stupenl polynomu R(x) je mensi nez 1 (R(x) je tedy redlnd konstanta). Dosazenim prvku

a do této rovnosti dostivame P(a)=R a tedy lze psit P(x)=(x—a)Q(x)+P(a). Potom lze psat:

n n-1 n-l1
Zaixi = (x—a)Zbixi +P(a). Pravou stranu vyrazu lze dale postupn& upravovat: (x—a)Zbixi +P(a)=
i=0 i=0 i=0
be —O:be +P(a 2 i Zabx +P(a ijlx —Zabx —abyx’ +P(a)=

n—1

z X nzl“abx —abyx’ +P Z X+ D, Zabixi—aboxo—i-P(a):
i=1

i=1

=b, x" + Z:(bi_lxi —abixi)—aboxo +P(a). Toto je vyjadieni polynomu P(x), ktery byl pivodné definovan
i=1
vztahem P(x) = Z:aixi . Lze tedy u jednotlivych mocnin porovnat koeficienty: a, =b, ;, a,, =b,, —ab,,
i=0

., a=b,-ab, ..., ay=by—ab,, a,= P(a)—abo. Vzhledem k tomu, Ze budeme mit zadany polynom

P(x) = Zaixi , chceme z téchto vztahl vyjadrit koeficienty b, pro i=0,1,2,...,n—1. Lze tedy postupn¢ psat:
i=0

byy=ay, by =ay +ab,, ..., by =a+ab, ..., by=a +ab, P(a)=ay+ab,. Toto jsou tedy koeficienty
gasteného podilu O(x) veetné hodnoty polynomu P(x) vbodé a . Tento postup zvany Hornerovo schéma

(pojmenované podle anglického ucitele Williama Hornera (1786 - 1837)) se zpravidla zapisuje zpisobem podle
tab. 2:

o a, a, e a; .. a ap

Olbn_l ... a’bi e abl abo

-1 by, b, by P(“)
tab. 2

S pouzitim Hornerova schématu lze:
1. urcit hodnotu zadaného polynomu pro zadanou hodnotu (a bez nutnosti umociiovat na n-tou)
2. najit racionalni kotfen polynomu
3. urcit nasobnost racionalniho kofenu polynomu
4. najit rozklad polynomu na soucin linearnich Ciniteltl (pokud takovy rozklad existuje a obsahuje
racionalni kofeny polynomu - viz téz odstavec 8.2.1)
Vse bude ukazano na prikladech.

Piiklad: Urete hodnotu polynomu P(x)=x +5x* —=10x* —2x+5 vbodé x =3 .

Resenim: Vyuzijeme Hornerova schématu a piepiseme si koeficienty polynomu do tabulky analogické tab. 2:

3 1 £ o -0 2 5
g 24 72 188 AA2
1 d 24 62 184 557

Ze schématu je vidét, ze hodnota polynomu P(x)=x"+5x*-10x*-2x+5 vbodé x=3 je 557, .
P(3)=557.

Piklad: Urdete hodnotu polynomu P(x)=x"—6x°—x’ +70x* —120x° —112x* +432x—-288 vbodé x=2.
Jestlize je x =2 kofenem polynomu, urcete jeho nasobnost.
Reseni: S vyuzitim Hornerova schématu lze psat:
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2 1 ] -1 0 1200 -112 432 288

2 4 -18 104 32 288 U6S

1 -4 8 82 -6 144 144 a
2 4 AR 52 72 -144

1 -2 13 26 | 72 o
2 0 -6 1] 72

1 o -13 1] 36 a
2 4 18 -36

1 2 8 18 1]
2 ] -2

1 4 -1 20

Ze schématu je vidét nékolik véci. Jednak hledana hodnota P(2) =0 - vyplyva ze tietiho fadku (pocitame
vSechny fadky bez ohledu na vodorovny oddélovac) schématu. To ovSem znamena, Ze vyraz (x—2) deli
polynom beze zbytku. Na tfetim fadku dokonce mizeme piecist koeficienty polynomu, ktery dostaneme po
vydgleni polynomu P(x) vyrazem (x—2);je to polynom P,_, (x)=x°®—4x’ —9x* +52x° —16x* —144x+144 .
Na patém Fadku je vidét, Ze vyraz (x—2) déli bezezbytku i polynom P,_, (x).

Na zakladé skutecnosti, ze 3., 5., 7. 1 9. fadek kon¢i nulou, je jasné, ze x =2 je Ctyinasobny kofen polynomu
P(x), pfi¢emz na 9. fadku jsou vidét koeficienty prislusného podilu. Lze tedy psat:
P(x) = (x—2)4 (x3 +2x7 —9x—18) . Na urceni dalSich pfipadnych realnych kofenti polynomu P (x) lze bud’

znovu pouzit Hornerovo schéma a nebo stavajici mezivysledek upravit: P(x)= (x—2)4 (x3 +2x7 —9x—18) =

= (x=2)" (¥ (x+2)=9(x+2)) = (x=2)" (x+2)(¥* =9) = (x=2)" (¥ +2) (¥ +3)(x~3) .

Priklad: Najdéte viechna realna fedeni rovnice x° +4x> —9x> —10x* —34x—-12=0.
Reseni: Podle odstavce 8.2.1 Ize najit viechna raciondlni &isla, kterd by mohla byt kofenem zadané rovnice.
Vzhledem k tomu, Ze a, =1, najdeme cela ¢isla, kterd by mohla byt kofenem. Pfipadaji v Givahu ¢isla z mnoziny

{ T, £2;£3; £4;+6; £ 12} . Tyto koteny lze postupné provétit pomoci Hornerova schématu. Po pfislusném
vypoctu zjistime, Zze z uvazované mnoziny vyhovuji pouze kofeny x; =-3 a x, =2. Vime tedy, ze pGvodni
rovnici Ize napsat ve tvaru (x+3)(x—2).0(x)=0 a po apravé (x2 +x— 6).Q(x) =0. Polynom QO(x) lze urcit
vydélenim polynomu tvoticiho levou stranu rovnice polynomem (x2 +x— 6) .
(x6 +42° +0x' —9x* ~10x” ~34x-12) (¥’ +x—6) =x* 13 4327 +6x+2
—( 04X — 6x4)
3x° +6x* —9x°

—(3x5 +3x —18x3)

3xt +9x% —10x2

—(3x4 +3x° —18x2)

6x> +8x> —34x

—(6x3 +6x° —36x)

2x% +2x-12
—(2x2 +2x—12)
0

Dostavame tedy: (x+3)(x—2) (x4 +3x° +3x% + 6x+ 2) =0 a po dalsich apravach:

105




© Jaroslav Reichl, SPSST Panskd, Praha Aplikovanda matematika

(x+3)(x—2)(x2 (x* +3x+1)+247 +6x+2) = (x+3)(x-2)(+” +2)(x* +3x+1)=0. Rovnice x’+2=0

3+.5

2

nema v realnych &islech feseni, rovnice x* +3x+1=0 ma fedeni ve tvaru x; , =

3+4/5

2

stupné obecné¢ v komplexnich ¢islech 7 feseni. Dvé zbyvajici feSeni jsou feSeni pfimo z mnoziny komplexnich

Cisel a to {ii\/f} .

Zadana rovnice ma tedy realna feseni {—3; 2; } Podle zakladni véty algebry ma ale rovnice n-t¢ho

Princip Hornerova schématu lze vyuzit ale i v programovani. Pokud by bylo nutné napsat program na
vypocet hodnot polynomt riznych stupnti, bylo pii ,klasickém* vy¢islovani hodnoty polynomu zapotiebi
uchovavat v paméti pocitace vSechny koeficienty polynomu. Je pravda, ze pfi opakovaném vypoctu s tymz
polynomem se tomu stejné nevyhneme, navic v soucasné dobé neni problém do paméti tyto hodnoty (pro
rozumny stupen polynomu) ulozit. Pfesto ale ndsledujici metoda miize byt v praxi pouzitelna.

V ramci snadnéjSiho zapisu bude metoda popsdna na polynomu patého stupné, ale je pouzitelnd pro
polynom libovolného stupné.

Necht' je dén polynom P(x)=asx’ +aux* +asx’ +a,x* +a;x+a,. Tento polynom lze postupnym
vytykanim upravit na tvar

P(x):(a5x4 +a,x’ +ayx* +a2x+a1)x+a0 :((a5x3 +a,x’ +a3x+a2)x+a1)x+a0 =
:(((a5x2 +a4x+a3)x+a2)x+a1)x+ao ::((((a5x+a4)x+a3)x+a2)x+al)x+a0.

Pfi vypoctu hodnoty polynomu v daném lze postupovat ,,zevniti“: vynasobime as;x a pficteme a,; tento
soucet vyndsobime x a pfiteme a;; ... Tento postup lze elegantné prevést do programu piipadné aplikovat i
v praxi, pokud nebude k dispozici kalkulacka. Misto umociiovani budeme pouze nasobit a scitat - a to jde bez
pouziti vypocetni techniky vyrazné 1épe nez umocnovani!

Timto zplsobem lze upravit polynom libovolného stupné¢ ne N
8.2.3 Euklidiv algoritmus hledani nejvétSiho spolecného délitele

Autorem Euklidova algoritmu na hledani nejvétsiho spoleéného délitele dvou ¢isel byl fecky matematik
Euklides ze Alexandrie (365 - 280 pf. n. 1.) a publikoval ho v 7. knize svého dila Zaklady (Stocheia, Elementa).
Toto dilo obsahovalo vSechny do té doby znamé matematické poznatky logicky utiidéné. Euklides v tomto dile
zacal budovat axiomatickou vystavbu matematiky.

Euklidtiv algoritmus pro nalezeni nejvétsiho spolecného délitele ¢isel celych ¢isel a a b (dale NSD(a, b))

lze na tato ¢isla aplikovat dvéma zpuisoby.
Prvni zplisob spociva v postupném odcitani mensiho z ¢isel od vétsiho. Tento postup lze shrnout do
téchto tfi podminek (kroki):
1. NSD(a,b)=NSD(a—b,b),je-li a>b
2. NSD(a, b) = NSD(a, b—a) ,je-li a<b
3. NSD(a,b) =a=b,jelia=b

Velmi snadno tuto metodu pochopime na ptikladu.

Priklad: Urcete nejvétsiho spoleéného délitele Cisel 65 a 26.
Refeni: Pomoci Euklidova algoritmu lze postupné psat: NSD(65,26)= NSD(39,26)= NSD(13,26)=
= NSD(13,13) =13,

Nejveétsim spolecnym délitelem Cisel 65 a 26 je ¢islo 13.

Druhy zptsob aplikace Euklidova algoritmu spociva v postupném celoCiselném déleni vétsiho Cisla
men$im. Vzhledem k tomu, Ze pro tuto metodu je nezbytné celociselné déleni, pfipomeneme jej na prikladé.

Priklad: Vydé¢lte celociselné ¢islo 36 péti.
Reseni: Pii celogiselném déleni nds zajima pouze podil ve tvaru celého &isla. Desetinou &ast neuvazujeme. Lze
tedy psat: 36:5=7+1. Celociselny podil ¢isel 36 a 5 je 7.

Programatorim bude asi blizsi zapis 36divS =7 resp. 36mod5=1.

V tomto piipad¢ lze tedy Euklidiv algoritmus hledani NSD (a, b) shrnout do téchto krokti:
l. pro a>b je NSD(a,b)=NSD(a—bq,b), kde g=adivb; lze 1tz psit
NSD(a,b)= NSD(amodb, b)
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2. pro a<b je NSD(a,b)=NSD(a,b-aq), kde g=bdiva; lze &z psat

NSD(a,b)=NSD(a,bm0da)
3. pro a=kb (keN)je NSD(a,b)=NSD(0,b)=b
4. pro b=ka (keN)je NSD(a,b)=NSD(a,0)=a

Pravé popsany postup bude ukazan na ptikladu, v némz budou vystupovat stejna cisla jako v ptikladu
procvicujicim ,,od¢itaci* metodu Euklidova algoritmu.

Priklad: Urcete nejvétsiho spoleéného délitele Cisel 65 a 26.

Reseni: Je vhodné si nejprve piipravit prisluiné podily a zbytky, aby byl postup ziejméjsi.
65=26.2+13

26=13.2+0 atim jsme u konce.

Postup lze zapsat takto: NSD(65,26) = NSD(13,26)=NSD(13,0)=13.
Nejveétsim spolecnym délitelem Cisel 65 a 26 je ¢islo 13.
Jak je vidét, tento postup vyZaduje méné krokii nez ,,od¢itaci” metoda.

Euklidv algoritmus 1ze pouzit i pro polynomy. Vzhledem k tomu, Ze u polynomti neni definovana relace
,Je vetsi nez*, neni mozné pouzit metodu ,,od¢itaci, ale je nutné pouzivat metodu ,,délici*. U polynomu je nutné
upozornit na dulezity fakt: nejvétsich spolecnych déliteli dvou polynomil je nekonecné mnoho; lisi se ale jen
konstantnim nasobkem.

Nejlépe vse vysvétlime na ptikladu.

Piiklad: Jsou dany polynomy P(x)=x"+x"-9x-9 a Q(x)=x"-7x"—9x+63. Urlete jejich nejvétsi
spole¢ny délitel.
Regeni: S vyuzitim Euklidova algoritmu zaéneme polynomy postupné délit.

(" +27 ~9x-9):(x* = 7x? —9x+63) =1 (x3—7x2—9X+63):(8x2—72)=éx

—(x3 —7x? —9x+63) —(x3 —9x)

8x2 —0x—72 ~7x* —0x+63

(8x2 —72) : (—7x2 +63) - ‘%
—(8x2 —72)
0

Nejvétsim spoleénym délitelem zadanych dvou polynomi je polynom x* —9 ; plati totiz 8x* —72 =8 (x2 - 9) .

Nejvétsi spoleény nasobek dvou polynomd 1ze hledat také tak, ze najdeme pomoci Hornerova schématu
(viz odstavec 8.2.2) rozklad danych dvou polynomi na soucin linearnich ¢lend a polynomd, které nemaji
v redlnych Cislech kofen, a na zdklad¢ tohoto rozkladu uréime nejvéetsi spolecny délitel zadanych polynomii.

8.2.4 Diferencial funkce

Ptiklad: Vypoctéte bez pouZiti kalkulacky a) /9,1, b) /8,95 .

Redeni: Tyto pifklady vyfesime svyuzitim diferencialu  funkce. Jeho definiéni vztah je

f(x+4x)=f(x)+ f'(x).Ax+7(4x), kde Alirgor(:lx) =0. Lze tedy psat: f(x+4x)=f(x)+f'(x).4x.

V tomto piipadé je f(x)= Jx atedy f(x)=
1

9,1 =9 +——

901 2.9

b) /8,95 =~/9 +

! Nyni lze uz zaéit pocitat
e .
0,1=3+ % =3,016 (spravna hodnota urena s kalkulatkou je 3,01662)

(-0,05)=3 —0’—25 =3-0,0083 =2,9916 (spravna hodnota je 2,991655)

|
2.9

Priklad: Urcete hodnotu vyrazu log10,2 s vyuzitim diferencialu funkce.
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Regeni: Na zéklade minulého piikladu je feSeni ziejmé. f(x)=logx atedy f'(x)= . Miizeme tedy psat:

xInx

log10,2 =logl0+ 0 11 0 .0,2 =1,00868 (spravna hodnota je 1,00860)
n

Poznamka: Pri pokusu pocitat timto zpisobem hodnoty goniometrickych funkci je nutné mit na pameéti, Ze
goniometrické funkce jsou velmi citlivé (diky svéemu pribéhu) na zaokrouhlovani a na aplikaci pribliznych
vypocti. Rozdil pouhého jednoho stupné da velmi nepresny odhad!

V soucasné dobé, kdy kazdy vlastni kalkulacku i osobni pocitac, jsou tyto vypocty jiz zastaralé. Pred
masivnim roz§ifenim techniky bylo nutné podobné vypocty zvladat za pomoci tabulek. A v tabulkach nebyly
vSechny hodnoty odmocnin, logaritmt, goniometrickych funkci, .... Proto bylo nutné znat a umét pouzivat tyto
ptiblizné metody.

Nasledujici priklad je pouzitelny i v soucasné dobé ve fyzice a dalsich védeckych oborech.

Priklad: Méfenim byl ur¢en polomér kulicky » =10 mm s chybou dr =0,01 mm. Jakou chybou bude zatizen
vypocet objemu kulicky?

N . . . 4 . . .
Reseni: Objem V kulicky o poméru » je dan vztahem V =§7rr3. Diferencial dV funkce Vje dan vztahem

4 . .
dV:Em3r2dr:4m’2dr. A to je vztah pro absolutni chybu urCeni objemu. Po dosazeni dostaneme

dv  4zrtdr 3dr

dV =4.3,14.100.0,01 mm® =12,56 mm" . Pro relativni chybu uréeni objemu pak plati — = 1 = , COZ
14 L r
3
, .., dr 3.0,01 . . y . o ..
po dosazeni dava —=T.100%=0,3%. Relativni chyba ur¢eni poloméru kulicky pfitom je jen

i=0’—81.100%:0,1%.

r

Piiklady:

15. Najdéte celogiselné kofeny rovnice x’ +4x® —3x° —18x* +x* +4x? =3x-18=0.

16. Najdéte celociselné koreny rovnice x° —8x* —x* +12x-4=0.

17. Najdgte celoiselné kofeny rovnice x° + x*—5x° —9x* —24x-36=0.

18. Najdste celogiselné kofeny rovnice x* +6x° +9x* —4x—-12=0.

19. Najdéte celociselné koreny rovnice x° —3x* —21x* +11x> +48x-36=0.

20. Najdéte nejvetsi spolecny délitel polynomi x> +3x+2a x* —2x-3.

21. Najdéte nejvetsi spolecny delitel polynomut x* =10 +37x? —60x+36 a
X —11x* +47x° —99x* —108x - 54..

22. Najdéte nejvetsi spolecny délitel polynomti x* —5x° + x> —=21x—18 a x* —13x% +36.

23. Délka hrany krychle je a= (S,Oil,O) m . UrCete absolutni a relativni chybu pfi vypoctu a) objemu, b)
povrchu této krychle.

24. S jakou presnosti je tfeba zméfit polomér koule, abychom se pfi vypoctu jejiho a) objemu, b) povrchu
dopustili chyby nepiesahujici 1 %?

8.3 Iteracni metody hleddni redlnych koienii polynomii

V soucasné dob¢ je fada iteracnich metod na hledani kofenti polynomi (resp. nulovych bodt funkci)
pfimo vestavéna do rlznych pocitacovych programu zabyvajicich se matematickymi vypocéty, do ftady
kalkulatord, ... a tak by se mohlo zdat zbyte¢né se jimi zabyvat. Presto uvedeme zakladni metody hledani
realnych kofenti polynomt (resp. nulovych bodd funkci), nebot’ tyto metody se mohou pouzit i k feseni jinych
problémi (hledani uréitého prvku v poli, ...).

8.3.1 Pred aplikaci metody ...

Drive nez aplikujeme nékterou z popsanych metod (viz odstavec 8.3.2 az a8.3.4), 1ze nékteré koteny najit
jinym zpusobem, piipadné zzit interval hledani kofene. Vétsina déle popsanych iteracnich metod najde totiz
pouze jeden z nekolika kofend, které mize dana rovnice mit. Proto je nutné (zejména feSime-li danou ulohu
z hlediska aplikace do fyziky, elektrotechniky, ...) pfedem védét, ktery z kofeni nas zajima. Odhadnout interval,

vvvvvv

ptresnou hodnotu daného kotene.
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V odstavcei 8.2.1 je uvedena véta, na zaklade€ které je mozné najit raciondlni kotfeny zadané polynomické
rovnice (obsahuje-li tato rovnice pouze racionalni koeficienty). Budou-li ¢isla ,,podeziela z kofent skutecnymi
kofeny, lze snizit stupenn zadaného polynomu pied dalsi aplikaci nékteré z metod vydélenim kofenovym
Cinitelem.

Dale lze vyuzit znalosti grafu zadané funkce. Budeme-li znat ovSem graf funkce (vykresleny patrné€ na
pocitaci), nebude problém pouzit né€jakou vestavénou funkci na hledani kotfenti. Pokud by ale graf byl zadan
obrazkem nebo byl sestrojen bez vyuziti vypocetni techniky, l1ze ho vyuzit k lokalizaci kofenl zadané funkce.

Dale je mozné vyuzit vétu, kterou vyslovil francouzsky matematik a filosof René Descartes (1596 -
1650):

VETA: POCET KLADNYCH KORENU POLYNOMU STUPNE n>1, KDE neN,
S REALNYMI KOEFICIENTY JE NEJVYSE ROVEN POCTU ZNAMENKOVYCH ZMEN
V POSLOUPNOSTI KOEFICIENTU TOHOTO POLYNOMU.

Pozndmka: Podle této véty lze urcit i pocet zapornych korenii daného polynomu.

Priklad: Urcete nejdiive pocet kladnych kofen rovnice P (x) =0, kde P(x) =x*—x*—15x> +9x+54 je

polynom ¢tvrtého stupné. Pak se pokuste tyto kofeny urcit.

Reseni: Poget znaménkovych zmén v posloupnosti koeficienti zadaného polynomu (tj. v posloupnosti &isel 4, -1,
-15,9, 54) je roven 2. To znamena, ze i zadana rovnice ma nejvyse 2 kladné koteny.

Je-li x zaporny kofen, pak —x je Ccislo kladné. Zadany polynom lze tedy piepsat ve tvaru:
P(-x)= (—x)4 —(—x)3 —15(—x)2 +9(=x)+54=x"+x’ —15x> —~9x+54. Polet znaménkovych zmén toho
polynomu je roven 2. Proto ma také rovnice P(—x) =0 maximalné dva kladné kofeny, tj. zadana polynomicka
rovnice P (x) =0 ma nejvyse dva zaporné kofeny. Vzhledem k tomu, Ze 0 neni kofenem zadaného polynomu,
ma zadany polynom praveé dva kladné a pravé dva zaporné koreny.

Pomoci véty z odstavce 8.2.1 mize mit pouze tyto racionalni kofeny {il; +2;£3;,+£6;,£9;+18; £27; 154} .

S pouzitim nap¥. Hornerova schématu (viz odstavec 8.2.2) zjistime, ze kofeny zadaného polynomu jsou cisla
{-2; £3}, kofen 3 je dvojnasobny.

Dalsi pomoci jak lokalizovat kofeny dané rovnice muze byt aplikace Rolleovy véty (viz odstavec 4.7.1).
Tato véta fikd, ze pokud je f takova spojitd funkce na uzavieném intervalu, kterd nabyva v krajnich bodech
tohoto intervalu stejnych funkénich hodnot a kterd ma ve vSech vnitfnich bodech derivaci, pak na uvazovaném
intervalu ma tato funkce urcité extrém. Jinymi slovy: na uvazovaném intervalu existuje bod, v némz je prvni
derivace funkce nulova. Tento bod je tedy nulovym bodem prvni derivace dané funkce. V ptipad¢€ spojité funkce
proto lezi jeji nulové body mezi nulovymi body prvni derivace (viz obr. 92).

¥
® hody nulové detivace

I, x

obr. 92

8.3.2 Metoda piileni intervalu (bisekce)
Necht’ f je spojita funkce na intervalu (a; b) takova, ze f(a)- f(b)<0 (tj. funkéni hodnoty v krajnich

bodech intervalu maji opacna znaménka), a necht’ & > 0. Potom v intervalu (a; b) lezi alespon jedno ¢islo o
takové, e f(a)=0.Oznagime-li ¢, = aTer ,pak bud’ f(c¢;)=0 a a=c anebo f(¢)=0.
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Pokud f(c;)# 0, metoda pokratuje analogicky dale (viz obr. 93).

. . . y a, +b . .y
V n-tém kroku aplikace této metody najdeme stfed c, =% intervalu (a,.;b,,). Jestlize

¢y —ay, <&, vypolet kon¢i a plati a=c,. Jestlize ¢, —a,, >¢, pak zpfedpokladu f(a,_)-f(b,)<0

vyplyva, Ze plati jedna z nasledujicich podminek:
1. f(ay)-f(c,)<0;vtom pripadé volime a, =a,_, a b, =c, ;

2. f(cy) f(byy)<0;vtom piipade volime a, =c, a b, =b,;
3. |f(cn)

Pokud budeme chtit na zakladé tohoto rozboru naprogramovat metodu bisekce v né¢jakém pocitatovém
<&, nez podminky f(c,)=0. Rovnost nule

<& (to je obecngjsi podminka nez f'(c,)=0) - vypodet konti a plati a =c, .

programu, je lepsi pouZivat testovani splnéni podminky | fey)

totiz nemusi teoreticky nastat nikdy, protoze kofen prosté stakovou piesnosti nenalezneme. Podminka

| f(¢y)| <& je mirn&jsi: bude splnéna tehdy, bude-li se funk&ni hodnota f'(c,) lisit od nuly o pfedem zadanou

presnosti vypoctu ¢ .

¥
L)
F(ey)

a
X
o] £y b
fia)
obr. 93

8.3.3 Metoda secen (regula falsi)
Tato metoda je zaloZena na hledani kofene funkce (rovnice) pomoci seény vedené k funkci v krajnich
bodech uvazovaného intervalu. Nejprve odvodime rovnici secny spojujici krajni body funkce na intervalu (a; b)

a potom tento postup zobecnime.

Necht' fje spojita funkce na intervalu (a; b) takovd, ze f(a)-f(b)<0 (4. funkéni hodnoty v krajnich
bodech intervalu maji opacna znaménka), a necht’ £ > 0. Potom v intervalu (a; b) lezi alespon jedno ¢islo o
takové, ze f(a)=0.

Seéna je uréena body [a; f (a)} a [b; f (b)} (viz obr. 94). Nyni je nutné najit priisecik [c;; 0] této secny
s osou x. Tento prasecik Ize najit dvéma zpisoby:

1. ,klasicky” - napsat smérnicovy tvar rovnice seny ve tvaru y =kx+ ¢, do ni dosadit uvazované
body a vyjadrit koeficienty & a g; poté dosadit za y nulu a dopo€itat x, tj. ¢, ;

2. pomoci podobnosti trojuhelnikda.
Rovnici seény nyni odvodime pomoci podobnosti trojuhelnikii. Na zakladé obr. 94 lze psat:
a-4_ ~/(9) a odtud ¢ =a—A(b—a).
b-a  f(b)-/(a) S (b)=1(a)

Pokud f(c;)=0,je a=c.Pokud f(c)#0,pokraduje metoda analogickym postupem dale.
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S (an-l)

f(bn-l)_f(an-l)

prisecik lezi v intervalu (a,,;b,,). Jestlize b, —a,, <&, vypodet konti a plati a=c,. Jestlize

by, —ay, > ¢, pak z piedpokladu f(a,_;)- f(b,_;) <0 vyplyva, Ze plati jedna z nasledujicich podminek:

V n-tém kroku ur¢ime priise¢ik s osou x podle vztahu ¢, =a, -

(byy—ay.); tento

1. f(ay,)-f(cy)<0;vtom pripadé volime a, =a,_, a b, =c, ;

2. f(cy) f(by)<0;vtom piipade volime a, =c, a b, =b,;

3. |f(cn) <& (to je obecngjsi podminka nez f'(c,)=0) - vypodet konti a plati a =c, .
Dtvody, pro¢ je | f (cn) < ¢& obecnéjsi podminka nez podminka f (Cn) =0, jsou popsané v odstavci
8.3.2.
¥
L)
2 b
b
LY

obr. 94

Pokud na daném intervalu (a; b) nebude ménit druha derivace funkce f znaménko, ur€ovani krajnich
bodl novych intervalt se zjednodusi:

1. pokud f'(x)>0 a zaroveii f"(x)<O0 (resp. f'(x)<0 a zaroveir f"(x)>0) pro viechna
xe (a; b) ,pak plati g; =a pro i=1,2,...,n améni se jen pravy krajni bod intervalu;
2. pokud f'(x)>0 a zaroven f"(x)>0 (resp. f'(x)<0 a zaroveii f"(x)<0) pro viechna
xe (a; b) ,pak plati b, =b pro i=1,2,...,n améni se jen levy krajni bod interval.
8.3.4 Metoda tecen (Newtonova metoda)

Metodu te¢en publikoval v roce 1669 britsky matematik a fyzik Isaac Newton (1642 - 1727). Tato metoda
je limitnim pfipadem metody secen (viz odstavec 8.3.3): misto seny se vyuziva tecna sestrojend ke grafu funkce
f vur¢itém bod€. V dalsim kroku se vypocita prisecik této tecny s osou x kartézského systému soufadnic a
v tomto bod¢ se sestroji dalsi tecna.

Necht' fje spojita funkce na intervalu (a; b> takova, ze f (a)- f (b) <0 (tj. funkeni hodnoty v krajnich
bodech intervalu maji opacna znaménka), a necht’ ¢ > 0. Potom v intervalu (a; b) lezi alespon jedno ¢islo o

takové, ze f(a)=0.

Tecnu ke grafu funkce /v bod€ x, lze popsat rovnici ve smérnicovém tvaru y =kx+¢g, kde k= f ’(xo ) .
Po dosazeni soufadnic bodu dotyku [xo; £ (x )} do této rovnice ziskdme rovnici f(xy)=/"(x,) %o +q a
odtud  dostavame  g=f(x))—f'(x)-xp. Rovnici tedny tedy lze psit ve tvaru
y=r"(x)-x+f(x)-f"(x) x. Pro prisecik x této tecny sosou x plati rovnice:
, ' =1 (%) +/" (%) %o /(%)
0= - - x, atedy x = —xy— .
A (xo) X +f(x0) A (xo) X atedy x f’(xo) Xo f’(xo)

Pozndmka: Tento vztah Ize odvodit i ze vztahu pro bod c, z metody secen (viz odstavec 8.3.3).
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\

obr. 95
X
V n-tém kroku ur¢ime prisecik s osou x : x,, =x,_| — % (viz obr. 95). Mohou nastat tyto ptipady:
Xn-1
1. |f(xn) < ¢ nebo |xn —xn_1| <& -vypocetkonciaplati a =ux, ;
2. |f(xn) > ¢ azéroveh |x, —x, | > & - vypodet pokracuje dal.

Metoda tecen a metoda secen se v rychlosti konvergence ke kofenu o pfili§ nelisi - konverguji obé
pomérné rychle.

8.4 Matematické zpracovani naméienych dat
Pii zpracovani dat naméfenych pii urcitém fyzikalnim méfeni je v fadé pfipadd nutné pouzit nékterou
z dale uvedenych metod:

1. aproximace - jednad se o metodu, jejimz vysledkem je kiivka prochazejici co nejpiesnéji body
odpovidajicimi naméfenym datim. Soucasné by takto nalezena ktivka méla odpovidat i piislusné
fyzikalni teorii popisujici provedeny experiment a naméfend data. Touto metodou lze pfitom najit
kiivku, kterd bude mit principialn€ odlisné vlastnosti.

a) Kiivka presné prochazi body odpovidajicim naméfenym datim - tento kol je pomérné narocné

splnit a pouzité metody maji své meze. VétSinou se namefena data prokladaji polynomickymi

funkcemi; se zvySovanim jejich stupné sice klesd chyba mezi naméfenymi daty a teoreticky
dopocitanymi hodnotami, ale souCasné se zvysSuji naroky na pocitacové zpracovani takové ulohy.

Proto se velmi ¢asto pouziva metoda, pii které se namétena data rozdéli na vhodné intervaly, na téchto

intervalech se aproximuji pfisluSnou kiivkou a tyto kiivky se pak vhodnym zpiisobem k sobé spoji.

Jedna se o tzv. spline-k¥ivky (viz obr. 96). Detailn€ jsou spline-kiivky popsany v odstavci 8.4.6.

b) Kiivka neprochazi pfesné¢ uvazovanymi body - kiivka co nejpfesnéji aproximuje (nahrazuje)

naméfend data, aby tato nespojitd data bylo mozné popsat spojitou funkci. Vypocetni algoritmy jsou

jednodussi, nez v €asti a), i kdyz principialn€ velmi podobné (viz obr. 97).

V tomto pfipadé nemusi byt presnost nalezeni polynomu tak vysoka, jako v pripadé presného nahrazeni
naméfenych dat.

2. interpolace - jedna se o metodu, pii které se na zaklad€ nespojit€ naméfenych dat hleda hodnota
dané veli¢iny v bod¢ lezicim mezi jiz naméfenymi body. Hledanou hodnotu je nutno nalézt na
zaklad¢ informaci z naméfenych dat.

Napt. proméfime zavislost elektrického napéti na rezistoru na prochazejicim elektrickém proudu. Vlivem
reostatu, kterym ménime prochazejici elektricky proud, mizeme hodnotu proudu meénit od 100 mA do 1000 mA
po 100 mA. Z urcitych divodua ovSem potfebujeme znat hodnotu napéti v pripad€, ze rezistorem prochazi
elektricky proud 350 mA. Proto je nutné na zakladé naméfenych dat a ptislusné fyzikalni teorie najit hodnotu
napéti i pro tento proud, ktery naméfit z technickych divodi nemiizeme.

3. extrapolace - jedna se o metodu, pomoci které je mozné na zdkladé¢ namétenych dat dopocitat
soutadnice dalSich bodii odpovidajicich datim mimo proméfeny interval.

Budeme-li uvazovat vyse uvedené méfeni zavislosti elektrického napéti na rezistoru na prochazejicim
proudu, mizeme pomoci extrapolace urcit napé€ti na rezistoru napt. pro elektricky proud 1,5 A. A to i presto, ze
meéteni bylo provedeno pouze pro hodnoty elektrického proudu do 1 A.
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obr. 96 obr. 97

Zakladni algoritmy aproximace, interpolace i extrapolace jsou velmi podobné. Tyto algoritmy se lisi svoji
presnosti, mezemi platnosti, ...

Jednou z aproximacnich metod je i linearni regrese (viz odstavec 8.4.1).

Kromé zpracovani méfeni z riiznych experimentl se tyto metody pouzivaji také pfi zpracovani fotografii
nebo filmu. Pokud je nutné zmensit nebo zvétsit rozliseni obrazu, méni se pocet pixeld, které dana fotografie
resp. snimek filmu obsahuje. Prislusny software tedy musi provést pfevzorkovani dané fotografie resp. snimku
filmového pasu tak, aby po zméné€ rozliSeni byl pokud mozno obraz opét ostry a neobsahoval artefakty obrazu.

8.4.1 Linearni regrese
Pojem linearni regrese se pouziva v matematice a aplikovanych védach vétsinou pro dvé mirné odlisné
metody:
1. Linearni regrese je aproximace danych bodl v grafu polynomem prvniho fadu (tj. linearni funkci).
Koeficienty této linearni funkce Ize urcit metodou nejmensich ctverct (viz dale).

Jinymi slovy to tedy znamena prolozit danymi body takovou ptimku, ktera dané body nejpiesnéji
nahrazuje. To znamena, ze chyba mezi zadanym bodem a funkéni hodnotou nalezené linearni funkce v tomto
bodé musi byt minimalni.

2. V obecngjs$im piipad¢ miize linedrni regrese znamenat aproximaci zadanych bodt v grafu pomoci
funkce, kterou lze vyjadfit jako linedrni kombinaci jinych funkci. Tyto dil¢i funkce pfitom
nemuseji byt uz linedrni.

Typickym piikladem je zavislost odporu rezistoru na teploté. Pro malé teplotni rozdily AT plati linearni
vztah R =R, (1+a.AT ), kde R, je pocatecni hodnota odporu dan¢ho rezistoru, R je hodnota rezistoru po

zvysSeni jeho teploty o AT a a je soucinitel teplotni zavislosti odporu. Pro vétsi rozdily teplot je uvedeny vztah
Roznasobime-li zavorku v tomto vztahu dostaneme vztah R = Ry + Rya |-AT + Ryat ,-(AT )2 +Rya 5-(AT )3 F s

ktery predstavuje linearni kombinaci funkci s proménnymi AT, (AT )2 , (AT )3 , .--; Ry ajednotlivi soucinitelé

teplotni zavislosti odporu jsou pro dany rezistor konstantni.

V dal$im textu se budeme zabyvat pouze prvni metodou linedrni regrese. Druhd metoda je principialné
velmi podobnd, jen pracuje s nelinearnimi funkcemi. A proto se komplikuje samotny vypocet; jeho princip
ovSem zustava stejny.

0 L L L L L
0.0 0.z 0.4 0.6 0.3 1.0

L

g 0.2 2.4 2.5 0.9 Lo
obr. 98 obr. 99

Predpokladejme tedy, Ze mame namétena urcita data - napt. zavislost elektrického napéti na rezistoru na

elektrickém proudu, ktery timto rezistorem prochazi. Tato data mizeme zobrazit do grafu - viz obr. 98.

Z prislusné teorie (Ohmiv zakon pro cast elektrického obvodu) vyplyva, zZe naméfena zavislost by méla byt

linearni (pokud nebudeme uvazovat teplotni zménu odporu rezistoru resp. tento rezistor budeme béhem méfeni
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chladit). Proto se budeme snazit aproximovat namétend data linearni funkeci, jejimz grafem je pfimka nahrazujici
optimalné naméfena data (viz obr. 99).

S linearnim pribéhem namétené zavislosti se dale bude pracovat 1épe, nez s jednotlivymi body. Navic
touto metodou lze potvrdit ptipadné vyvratit soulad teorie s redlnym experimentem.

Zobrazené body jsou zvoleny zamérné tak, aby se od idealni linearni zavislosti odchylovaly.

Nyni odvodime na zakladé namétenych dat hodnoty koeficienti linearni funkce, kterou nametena data
budeme aproximovat. PouZzita metoda se nazyva metoda nejmensich ¢tverci.
Predpokladejme, Ze mame naméfena data ve tvaru
[x: 2] (64)

kde 7 je z mnoziny &isel 1, 2, ... n, pficemz n je pocet méfeni, kterd jsme provedli.

Mame prosté n uspotradanych dvojic ziskanych na zékladé méreni - napt. vySe uvedeny priklad méteni
proudu a napéti v obvodu s rezistorem.

Tato data chceme aproximovat linearni funkci f've tvaru
f(x)zax+b, (65)

kde a a b jsou reélna ¢isla a navic a # 0 . Pfitom chceme, aby chyba, které se pfi aproximaci dopustime, byla co
mozné nejmensi. Jinymi slovy to znamena, aby odchylka naméfené hodnoty y; od teoreticky dopocitané funkéni

hodnoty f (xi) linearni zévislosti popsané vztahem (65) byla pro vSechna pfipustna i minimalni. Budeme
uvazovat absolutni odchylku, tj. bez ohledu na to, zda je pro danou hodnotu x; vétsi naméfend hodnota y; nebo
funkéni hodnota f(x;) hledané aproximace. Budeme chtit tedy minimalizovat vyraz | f(x)- yi| . Pro jeden

vybrany bod je tento rozdil vyznacen v grafu na obr. 100. Analogickou uvahu mizeme provést pro vSechny
naméfené a v grafu zobrazené body, a proto bychom méli uvazovat soucet vyrazi | f (xi )— yi| pro vsechny
pripustné hodnoty i, tj. soucet

S=|£(0)= |+ ()= pa| + o #]F (50) = 0 (66)

Pfitom chceme uréit koeficienty a a b linearni funkce (65) tak, aby soucet (66) byl minimalni.
y

obr. 100

Pro zvySeni pfesnosti nalezené aproximacni linearni funkce ve tvaru (65) se misto souctu ve tvaru (66)
uvazuje soucet druhych mocnin popsanych odchylek, tj. soucet ve tvaru

S=(/(x)-n) +(F(x) =3+t (S (5)-2a) (67)

Jedna se soucet druhych mocnin odchylek, tj. ,,ctverci® odchylek. Proto se tato metoda nazyva metoda
nejmensich ¢tverci.

Dosazenim predpisu linearni funkce (65) do souctu (67) ziskame funkci S zavislou na dvou proménnych
a a b (koeficienty linearni funkce (65)), ve tvaru

S(a,b)=(ax, +b—y1)2 +(ax, +l)—)/2)2 +...+(ax, +b—yn)2. (68)

Funkce (68) ma mit minimalni hodnotu, ¢ehoZ docilime vhodnou volbou koeficientd a a b.

Naméfena data (64) jsou pevné déana, jediné, co se mize ve vztahu (68) ménit, jsou pravé koeficienty a a
b, které uréujici linearni funkci (65), ktera nejlépe vystihuje (aproximuje) nameéfena data.

Hledame-li extrémni hodnotu funkce (68) (v nasem piipadé hledame minimum), je nutné urcit prvni
derivaci dané funkce. Funkce (68) je funkci dvou proménnych, proto budeme urcovat parcidlni derivace této
funkce podle kazdé proménné zvlast.

Parcialni derivace se fidi stejnymi pravidly jako ,,normalni“ derivace. Rozdil je pouze v tom, Ze
proménné, podle nichz pravé nederivujeme, povazujeme za konstantni.
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Derivaci funkce (68) podle proménné a ziskdme

oS(a,b 69
L):Max] +b—y)x +2(ax, +b—y;y ) x, + ..+ 2(ax, +b—y, ) x, )

Oa
a derivaci téze funkce podle proménné b dostaneme
oS (a,b (70)
%: 2(ax1 +b—yl)+2(ax2 +b—y2)+ ...+2(axn +b—yn) .
Hledame-li extrém funkce (68), musi byt obé parcialni derivace (69) a (70) nulové. To znamena, ze musi
platit
2(ax, +b-y, )x1 +2(ax, +b—y2)x2 +o+2(ax, +b-y, )xn =0 (71)
a
2(ax1 +b—yl)+2(ax2 +b—y2)+ +2(axr1 +b—yn):0 . (72)

Rovnici (71) nyni postupné upravime. Vydélenim ¢islem dva a roznasobenim zavorek dostaneme rovnici
axi +bx; — y,x;, +axz +bxy — y,X, + ... +ax: +bx, —y,x, =0, vniz miZeme zpiislusnych ¢&leni vytknout
koeficient a i b, ¢imZ dostaneme rovnici ve tvaru

a(xl2 +x§ +...+x,21)+b(x1 +x, + ...+xn)—y1x1 —VpXyg ==Y X, =0. (73)

Podobnym zplisobem upravime i rovnici (72). Vydélime ji ¢islem dva a dostaneme rovnici ve tvaru
ax;+b—y +ax, +b—y, +...+ax, +b—y, =0. Nyni vytkneme z pfisluSnych ¢leni koeficient a a ziskdme
rovnici ve tvaru

a(xl+x2+...+xn)+nb—yl—yz—...—yn:0. (74)

Rovnice (73) a (74) jsou dvé linearni rovnice pro dvé nezndmé a a b. S vyuzitim maticového poctu lze

dokazat, Ze tato soustava ma pro vSechna n > 2 pravé jedno feseni, coz znamena, ze aproximacni linearni funkce

(65) je urcena jednoznaéné. Soustavu rovnic (73) a (74) vyfesime dosazovaci metodou: z rovnice (74) vyjadiime
koeficient b ve tvaru

b:%(yl+y2+...+yn—a(xl+x2+...+xn)) (73)
a dosadime jej do rovnice (73). Dostaneme rovnici ve tvaru
a(xl2 +25 + ...+x,21)+%(y1 Yyt Yy —a (X Xy ) ) (3 Xy Xy ) VX = Xy == Py, =0,
kterou lze upravit na tvar

2

na(xl2 +x7+ ...+x§)+(y1 1y et 2 ) (2 et 2y ) —a (3 2 1y ) = (02X, e Y, )

Vytknutim koeficientu a dostaneme rovnici ve tvaru
2, .2 2 2 —

a(n(xl +X5 + .. +xn)—(x1 + Xyt X,) )+(yl + Y+t v ) (X et xy ) = (X 1%, X, ),

odkud miizeme vyjadrit koeficient a ve tvaru

(X + 0% + e 2 )= (M 0y et 1, ) (4 + Xy + o xy) (76)

2, 2 2 2
n(x1 +x5 +...+xn)—(x1 +Xy 4+ Xy )

Dosazenim vyrazu (76) do vyrazu (75) ur¢ime koeficient b a vyjadiime ho pouze na zakladé namétenych
dat. Timto dosazenim dostaneme vyraz ve tvaru

n(yx + 0% + e+ 1y )= (v + e ) (1 + x5 4 X))

2.2 2 2
n(x1 +X +...+xn)—(x1+x2 +o+x,)

1
b:; NtV tt - (xq+x+..+x,) |,

ktery dale upravime do tvaru

n(yx + 0% + o+ 1 X, ) (2 F e xy )= (D + vy ey ) (3 3, +...+xn)2
2

1
b=—|y+y,+..+y, — S 5
n _
n(x1 +x5 + ...+xn) (x+x,+..+x,)
Nyni pfevedeme zlomky uvnitt zdvorky na spole¢ného jmenovatele. Touto tpravou, kterd je na prvni pohled
neptehlednd, se vyraz nakonec zjednodusi

1 n(n +», +...+yn)(x12+x§+...+x§)—(y1 + v At )X+, )

2.2 2 2
n n(xl +x2+...+xn)—(xl+x2+...+xn)
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Cn(x X e 2 Xy ) (0 et Xy ) = (D Y et ) (g )2

2
n(x12+x§+...+x§)—(xl+x2+...+xn)

Dalsi upravou

tedy dostaneme vyraz ve tvaru

1 (0 +yz+...+yn)(x12+x§+...+x§)—n(y1x1 + VX et Y2 ) (3 Xy X, )

b Po zkraceni

2
hn n(x12+x§+...+x§)—(x1+x2+...+xn)
dostaneme vyslednou podobu vztahu

(3 +, +...+yn)(x12 +x5 +...+xr21)—(y1x1 + 102 F et 102, ) (3 + X e X)) (77)

2
n(x12+x§+...+x§)—(xl+x2+...+xn)

Dosazenim vztahti (76) a (77) do ptedpisu linearni funkce (65) ziskame hledany predpis aproximacni
funkce.

Metodu nejmensich ¢tvercil Ize pouzit i v piipad¢, ze aproximacni funkce nebude linearni, ale bude dana
napft. polynomickou funkei, goniometrickou funkci, ... Vypocet derivaci funkce i nasledné feseni rovnic bude

vvvvvv

8.4.2 Linearni interpolace

Metoda linearni interpolace je nejjednodussi interpolaéni metodou, proto zaklady interpolace vysvétlime
praveé na této metode€. Linearni interpolace na zakladé souradnic dvou bodti zobrazenych v kartézském systému
soufadnic uréuje soufadnici y tfetiho bodu, jehoz soutradnice x lezi mezi x-ovymi soufadnicemi zadanych bodu;
soufadnici tfetiho bodu je pfitom nutné urcit tak, aby vSechny tii body lezely na téze piimce.

Interpolace se nazyva linearni pravé proto, ze zadané body maji lezet na ptimce, tj. na grafu linearni
funkce.

Mgjme tedy dany navzajem rizné body A4=[x;y] a B=[x);y,]. U bodu C zndme pouze jeho
soufadnici x,; soufadnici y, chceme urcit na zdkladé podminky, ze body 4, B a C lezi na pfimce, tj. lezi na

grafu linearni funkce (viz obr. 101).
¥ ¥

B Feprrrmrmmmmmmmmmm s

Folzsssesecacses; Folssaess s

Fip-—--- Fip-—=--

] X e X—_‘L le KZ
obr. 101 obr. 102

Napf. s vyuzitim podobnosti trojuhelnikit ADC a AEB zobrazenych na obr. 102 mizeme odvodit rovnost
poméru ve tvaru

Yo~ N _ X=X (78)

M= X=X

Ve vztahu (78) jsou zlomky, a proto bychom méli byt opatrni vzhledem k jejich definiénimu oboru. Je
nutné si ale uvédomit, ze z praktického vyuziti linearni interpolace vyplyva platnost vztahu ve vSech pfipustnych
ptipadech. Abychom totiZ mohli sestavit rovnici pfimky, musime mit dany dva navzajem rdzné body (tj. musi
platit x; # x,nebo y, # y,. Pokud by platilo x; = x, , zadané body nedefinuji funkci. Pokud by platilo y, = y,,
lezi zadané body na grafu konstantni funkce a interpolace je tedy velmi jednoducha, a proto se vztah (78)
pouzivat nebude.

Vztah (78) je mozné také odvodit na zaklad€ ivah o smérnici piimky 4B a skutecnosti, Ze na této ptimce
ma lezet také bod C.
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X0 — X

Ze vztahu (78) miZzeme nyni vyjadfit y,. Postupné dostaneme y,—y, = ( Yy — yl) a odtud jiz
X =X
mame vztah
Y2—y (79)
Yo = (% =X )=+,
Xp =X
resp.
Yy—Y (80)
y=(x—x1) 2 iy,
Xy =X

ktery plati pro libovolnou soufadnici x bodu, jehoZ y-ovou soutradnici chceme vypocitat.

V2= N
Xy =X

Na vztah (80) lIze nahlizet také tak, ze podil uréuje smérnici piimky 4B. Cinitel x—x, pak uréuje

posun grafu ptimky AB po ose x, zatimco ¢len y, urcuje posun tohoto grafu po ose y.

Vyse popsanou metodu je mozné pouzit i pro ptipad tzv. po ¢astech linearni funkce (viz obr. 103). Jedna
se o pfipad, kdy vyslednou funkci, jejimz grafem je lomena cara, lze na jednotlivych intervalech nahradit
linearnimi funkcemi. Pro # bodu ziskame 7 - 1 intervald, na které aplikujeme vyse uvedeny postup, a odvodime
n - 1 predpisi linearnich funkci ve tvaru (80).

¥

0~

1 1 1 1 b4
_10 -5 / 5 10

-5

obr. 103

8.4.3 Bilinearni interpolace

Bilinearni interpolace je rozsifeni linearni interpolace (viz odstavec 8.4.2) pro funkce dvou proménnych.
Na zékladé nameétenych dat (tentokrate se jedna o usporadané trojice hodnot) je mozné ziskat funkéni hodnotu
v bodé, ve kterém nebylo mozné hodnoty naméfit pfimo.

Funkci vice proménnych si lze predstavit napf. jako plastickou mapu né&jakého pohoifi. Dvémi
nezavislymi proménnymi jsou v tomto pripad¢ zemepisna délka a zemépisna Sitka - ty jsou definované v roviné.
A kazdému bodu v roviné (tj. kazdému bodu popsanému zemépisnou délkou a zemépisnou Sitkou) odpovida
nadmoftska vyska tohoto bodu. A to je prave funkéni hodnota v daném bod¢. Na zékladé nadmotskych vysek ve
vsech bodech daného pohoii (tj. na zakladé vsech funkénich hodnot) ziskdme onu plastickou mapu (tj. ziskame
graf dané funkce). Grafem funkce dvou proménnych je tedy zvinéna plocha, kterd ptfipomina pravé plastické
mapy krajiny, ,,létajici vinici se koberecek®, ...

Zakladni myslenka bilinearni interpolace je jednoducha: je nutné provést linearni interpolaci v obou
smérech - tj. ve sméru osy x i ve sméru osy y.

Predpokladejme, ze chceme urcit hodnotu funkce f v bodé Pz[x; y] na zaklad¢ znalosti funkcnich
hodnot dané funkce v navzdjem riznych bodech 4=[x;; 3], B=[x; 3], C=[x;3,] a D=[x;,] (viz

obr. 104). Nejdiive provedeme linearni interpolaci ve sméru osy x, tj. najdeme funkéni hodnoty funkce f
v bodech E a F a poté najdeme funkéni hodnotu funkce f'v bodé P.
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FY

F
¥2 2 3 o

P
4

A E E
yl ‘ .....
o x x Xy X
obr. 104
- X=X -n)+n(x-x
Vztah (80) miiZzeme psat ve tvaru y:(x—xl)y2 y1+y1=( )2 =2)* 0 (% 1). Po
Xy =X Xy =X
Xy =X XYy F N N0 — N0

roznasobeni Ciniteld v zavorkach ziskame tvar y =

. Po upravé v Citateli
Xy =X

XYo =X — XY TN

dostaneme vyraz ve tvaru y = , odkud vytknutim ziskame vyraz ve tvaru

Xp =X
L il =x)+r(x-n) 1)
x2 _xl '
Vyraz (81) nyni pouzijeme postupné pro nalezeni funkénich hodnot funkce f v bodech £ a F. Mlzeme
tedy psat:
1)~ =) (W) x=x) £ (5) 5
X=X
a
-x)- (D —x)- 83
f(F):(xz x) f(D)+(x=x)-/(C) (83)
X =X

S vyuzitim vztahu (81) mtizeme nyni urcit funkéni hodnotu funkce /v bodé P. Staci, kdyz si uvédomime,
ze funkéni hodnotu v bod€ P hledame velmi analogicky jako napi. funkéni hodnotu v bodé E. Odlisnost spociva
pouze v tom, Ze nyni budou dillezité y-ové soufadnice bodl £, P a F. Mizeme tedy psat

f(P):(y2_y)'f(E)+(y_J’1)'f(F)' (84)

V2=
Dosadime-li ze vztahti (82) a (83) do vztahu (84) ziskdme pro funkéni hodnotu v bod¢ P vyraz
()220 (52X P (e8)-F(B) ey, (52=0)- (D) +(3=5) S €).

f Po uprave
o= Xy =X Ya=n Xy =X
dostaneme vztah
(12=) (2 —x) (1) (x—x) (835)
P)= -f(4 - f(B
f( ) (yz—yl)~(x2—x1) / +(y2—y1)~(x2—x1) f( )+
(y=n)-(%2—x) (D (y=n)-(x—x) flC
+(J/2_)’1)'(x2_x1) +(y2—y1)-(x2—x1) f( )

Vztah (85) tedy udava funkéni hodnotu funkce f'v libovolném bodé P, pti¢emz funkéni hodnota 1 (P) je
urcena na zaklad€ funkénich hodnot a soutadnic bodii 4, B, C a D. Ze vztahu (85) je ziejmé, Ze tato interpolace
neni linearni, a¢ se tak nazyva. Nazev vychazi ze skuteCnosti, Ze interpolace je linearni podél jedné osy
kartézského systému soufadnic - podél osy x i podél osy y; jako celek ale tato interpolace linearni neni.

Skutecnost, ze interpolace neni linearni vyplyva z toho, ze v predpisu interpolac¢niho vztahu jsou Cleny
obsahujici soucin ,,x krat y*.

Vztah (85) se zjednodusi, pokud budeme uvazovat funkei /' danou étyfmi body 4, =[0;0], B, =[1;0],
Co =[L;1] a Dy =[0;1]; tyto body tedy tvoii vrcholy jednotkového &tverce. V tom piipadg lze vztah (85) psat

ve tvaru
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1-y)-(1-x 1-y)(x-0 y=0)-(1-x y—=0)-(x-0
/) ((1—0;51-0)) Sl ((1—0))'((1—0))'f(BO)+((1—0))‘((1—0))'“1)0)+ ((1_0;.&_0)) 71G);
Po upravé pak dostavame vztah
f(P)=(1=x)(1=p)- f () +x(1=p) f (By)+(1=x)y- /(Do) +x-3- 1 (Cp) (86)
Funkce definovand na jednotkovém ¢tverci se v praxi obcas pouziva pravé proto, ze vysledny vztah pro
funkéni hodnotu v libovolném vnitinim bodé tohoto ¢tverce (tj. vztah (86)) je jednodussi, nez obecny vztah (85).

Funkce definovand na jednotkovém ctverci se pouziva napi. i pfi pouziti bilinedrni aproximace pfi
prevzorkovani obrazu (jeho zmenSeni nebo zvétseni).

Vztah (86) lze vyjadrit také pomoci maticového zapisu ve tvaru
N ®
' A (Bo) S (Co) y
Vysledek bilinearni interpolace je nezavisly na potadi, ve kterém jednotlivé interpolace provedeme.
8.4.4 Polynomicka aproximace
V ptipad€ polynomické interpolace, ktera se v praxi také velmi Casto pouziva, je nutné uvazovat n + 1
navzajem riznych bodd A4y =[xo; 30|, 4 =[x 0], 4 =[x25 5], ..., 4, =[x,5¥,] definovanych v roving.

Tyto body budeme chtit prolozit polynomickou funkci f'definovanou piedpisem

fiy=ax"+a, x" " +a, ,x" . +axt fax+a,. (88)

Pokud budeme chtit uvazované body 4,, 4, az A, pfesné prolozit polynomickou funkci f danou
predpisem (88) je nutné si uvédomit, ze kazdy z uvazovanych bodt musi lezet na grafu funkce f. To znamena, Ze

soufadnice vSech zadanych bod musi spliiovat tyto vztahy

Vo = g Xy +a, X0 H .+ ax, +a, (89)

_ n n-1
Y =agxy +a, X e tapxta

_ n n-1
Yn = dpXy +an—1x

n ot tax, +a.

Soutadnice kazdého bodu dosadime prosté do predpisu uvazované funkce.

Vztahy (89) urCuji soustavu n+ 1 linearnich rovnic o n+ 1 neznamych; nezndmymi jsou pfitom
koeficienty a,, a; az a, , které charakterizuji danou polynomickou funkci. Tato soustava rovnic je tedy snadno

fesitelna nékterou z béznych metod feseni soustavy linearnich rovnic (napf. Gaussova elimina¢ni metoda - viz
odstavec 2.3.2).

Soustava je linedrni proto, Ze neznamé (tj. koeficienty polynomické funkce f) jsou ve vSech rovnicich
obsazeny v prvni mocning.

Po vyfeSeni soustavy rovnic (89), tj. po nalezeni hodnot koeficientt a,, @, az a,, dosadime tyto
koeficienty do predpisu funkce (88). Pak jiz mlzeme sestrojit graf této funkce, provadét interpolaci (tj.
dopocitavat soutadnice dalich bodd, které nebyly ve vyc¢tu ptvodnich n + 1 zadanych bodu), ...

Z hlediska matematiky polynomicka funkce dana predpisem (88) existuje vzdy a je jedina takova, ktera
ptresné prochazi danymi (navzajem rtiznymi) body.

S rostoucim poctem danych bodl A4,, 4, az A, roste stupefi polynomu, kterym budeme dané body
prokladat, a také naro€nost feSeni soustavy (89). Nicmén€ oba tyto faktory nejsou v soucasné dob¢ pro pocitace
zasadnim zptsobem limitujici.

8.4.5 Lagrangeovy polynomy

Metoda vyuzivajici Lagrangeovy polynomy je dalsi z metod, kterd slouzi pro prolozeni zadanych bodu
polynomickou funkci, jejiz stupen je o jedna nizsi, nez je pocet zadanych bodu.

Pro snadnéjsi pochopeni konstrukce Lagrangeovych polynoml uvedeme postupné tii situace.

Zacneme se dvéma zadanymi body, které budeme aproximovat polynomickou funkci prvniho stupné, tj.
piimkou. Uvazujme zadané dva rizné body 4 =[x;;y,] a 4, =[x,;y,]. Polynomicka funkce f; prvniho

stupné bude mit ptedpis
X=X, XY (90)

Lze pomérné snadno dokazat, ze piedpisem (90) definovana funkce prochazi zadanymi body 4, a 4, .

A X =X, X =X Xy — X, Xy — X
PlatltotIZfl(xl)=x i+ xyz=ylaf1(x2)=x NIt =0
- M M

1~ X2 Xy

1~ %2 X
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Budou-li dany tii navzajem riizné body 4 =[x; »], 4, =[x,; »,] a 4; =[x3; y;], bude polynomicka

funkce f, druhého stupné a jeji pfedpis bude mit tvar

oy me)lmn) L Gen)en) o)) O1)

(xl_xz)(xl_xs) (xz—xl)(xz—x3) (x3—x1)(x3—x2)

I v tomto piipade lze snadno dokazat, ze funkce f, prochazi zadanymi body.

Postupnym dosazenim x-ovych soufadnic za proménnou x v ptedpisu funkce se postupné vzdy vynuluji
citatelé vSech zlomkl kromé jednoho.

V piipads, Ze bude zaddno n+1 navzijem riznych bodi 4 =[x;y], 4 =[x;1,] az

Ay =[X4s15 Yna | - bude mit polynomicka funkce f, predpis

(x=x3)-(x=x3) - (x—2xp)

L P S F P B (92)
(x—xl)-(x—x3)-...-(x—xml) N
(x2—xl)'(xz—x3)-...«(x2—xn+1)y2

L ) () (i)

T Gt 1) (a3 (B =)

Definice Lagrangeova polynomu, a¢ vypada na prvni pohled komplikovang, je relativné jednoducha. Je to
soucet vzdy tolika ¢lent, kolik je zadanych bodi a vysledkem je polynom, ktery ma stupen o jednu nizsi. Kazdy
¢len je tvofen zlomkem. V Citateli je vzdy soucin Ciniteld ve tvaru (x—xi), kde za i postupné¢ dosazujeme
prirozena cisla od jedné do cisla udavajiciho pocet bodii. Ale pozor! Vynechame cinitel odpovidajici tomu
zadanému bodu, kolikaty Clen fady pravé piSeme. Tj. v prvnim ¢lenu Lagrangeova polynomu bude chybét ve
jmenovateli ¢initel (x—x, ), ve druhém bude chybét &initel (x—x, ), ...

Jmenovatelé uvedenych zlomkli maji také jednotny tvar. Jsou dany soucinem Ciniteld ve tvaru
(xakmlni bod — Xodstatni body vyjma akmélniho). Kazdy zuvazovanych zlomkl je postupné ndsoben y-ovou soufadnici

ptislusného zadaného bodu.

Také v tomto piipad¢ Ize snadno dokazat, ze funkce dana ptredpisem (92) prochazi zadanymi body.
Na obr. 105 je zobrazen Lagrangetv polynom prochézejici peti body - polynom je tedy ¢tvrtého stupné.
¥
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obr. 105
8.4.6 Spline-krivky

Spline-kfivky jsou v matematice a aplikacnich predmétech obecné velmi ¢asto pouzivané kiivky. Pomoci
nich je mozné matematicky popsat fadu zavislosti, které jsou jinak velmi obtizné popsatelné. Analogicky je
mozné pak tyto kiivky vyuzit i k popisu ploch, které se pouzivaji také v fad¢ aplikacich (design, navrhy stfech,
navrhy karosérii automobild, ...).

Jako jisty druh spline-kiivky je mozné chépat i interpolaci resp. aproximaci pomoci polynomické funkce
(viz odstavec 8.4.4). Cast&ji se ale pod nazvem spline-kiivky chape aproximace (nebo interpolace) takova, kdy
jsou jednotlivé zadané¢ body nahrazovany spojitou kifivkou po ¢&astech. To znamend, ze vysledna kiivka
aproximujici zadané body je slozena z nékolika kfivek (typicky vzdy kazdé dva navzajem sousedici body spojuje
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jedna spline-kiivka) tak, aby tato vysledna kiivka byla spojitd, méla spojité prvni derivace a spojité druhé
derivace.

Hledame tedy takovou kfivku, kterd je ,,poslepovana“ z vice kfivek, které spojuji vzdy dva vedle sebe
lezici body. Pfi ,slepovani kiivek musi vzniknout ktivka, ktera ma ,hezké* matematické vlastnosti: je
nakreslitelnd jednim tahem (tj. je spojitd) a nema nikde v grafu zadny zlom (tj. ma spojité prvni a druhé parcialni
derivace).

Spline-kfivky jsou vétSinou tvofeny polynomickymi funkcemi tfettho stupné. Tento stupen
polynomickych funkci se pouziva z n¢kolika diivodi:
1. Je to polynomicka funkce nejmensiho stupné, kterda ma inflexni body. Tato vlastnost umoznuje
konstruovat zajimavé funkce z hlediska stfidani monotonie funkce, z hlediska konvexnosti a
konkavnosti, ...

Mizeme tedy vytvorit zajimave vypadajici kiivku.

2. Je to polynomické funkce, kterd ma z hlediska matematiky a vypocetnich naroki na jeji nalezeni
vhodné vlastnosti: urcit koeficienty polynomické funkce tietiho stupné je snadné, protoze graf této
funkce nekontrolovateln€ neosciluje (viz obr. 106), ale ma rozumny pribéh (viz obr. 107).

S takovou funkci se tedy i numericky velmi dobie pracuje, vypocetni metody (metoda hledani kotene,
priblizné feseni rovnic, ...) ,,neutikaji do nekonecen®, ...

¥ ¥

ALl W /N |
| / i

Uvazujme nyni n+1 navzijem riiznych bodd 4 =[x;»], 4 =[x3;y], ... 4, =[x;0,] az

Ay =[Xps15 Y| definovanych v roving. Tyto body budeme chtit aproximovat spline-kfivkami definovanymi
pomoci polynomickych funkei tfetiho stupné. Mame tedy:

1. n+1 navzajem riznych bodii 4 =[x;; ;] pro i=1,2,...n+1;

2. nintervald urenych zadanymi body, tj. intervaly (xi; xi+1> ,kde x; <x<x_,proi=12,.,n;

3. n polynomickych funkei tfetiho stupné f; pro i=12,...,n;

4. n-1 vnitinich bod&i 4 =[x;; y;] pro i=2,3,..,n.

Piedpisy uvazovanych polynomickych funkei jsou tyto:
fiiy=ax’ +bx* +cx+d;, 93)

kde a;,b;,¢;,d; €R a a; #0 pro vSechna i=1,2,...,n .

Pro nalezeni vSech 4n koeficienti polynomickych funkci danych predpisem (93) je proto nutné sestavit
4n rovnic, na zaklade kterych koeficienty nalezneme.

V kazdé funkci dané predpisem (93) jsou Etyfi neznamé (a, b, ¢ a d) a téchto funkci je celkem 7. Proto je
celkem 4n neznamych.

Podminky, na zaklad¢ kterych sestavime ptislusné rovnice, jsou tyto:
1. Vysledna funkce danad slozenim vSech dil¢ich spline-kfivek musi byt ve vSech zadanych bodech

spojita. V zadném ze zadanych bodd nesmi nastat situace zobrazena na obr. 108, ale pouze situace zobrazena na
obr. 109.

Situace zobrazena na obr. 109 neni idealni, protoze nejsou splnény dalsi nutné podminky. Na obr. 108 a
obr. 109 jsou pouze zobrazeny dvé rizné situace tykajici se nespojitosti funkce v daném bode¢.

To znamend, Ze funkéni hodnoty funkci danych predpisem (93) na dvou po sobé jdoucich intervalech
museji byt v hrani¢nim bod¢ obou intervald stejné a navic tyto funkce museji prochdzet zadanymi body, tj. musi
platit

i (xi) =y a fi(x ) = Yin (94)

pro i =1, 2, ..., n. Téchto rovnice je tedy 2n.
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Rovnice (94) udavaji podminky pro to, aby kazda ze spline-kfivek, které jsou dany predpisem (93),
prochazela dvéma po sobé jdoucimi zadanymi body. Tyto podminky zarucuji, ze vysledna funkce bude spojita.
¥
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obr. 108 obr. 109

2. Dil¢i funkcee, které se spojuji v zadanych bodech, museji mit v zadanych bodech stejnou prvni derivaci.
Jinymi slovy to znamena, v kazdém zadaném bod¢ lze sestrojit te¢nu k vysledné funkci. Platnosti vztahd (94) je
zaruceno, ze vysledna funkce je spojita, proto by te¢nu nebylo mozné sestrojit pouze v piipadé€, ze by dilci
funkce mély ve vybraném zadaném bodé rGznou hodnotu prvni derivace. Tuto situaci dokumentuji grafy
zobrazené na obr. 110 a obr. 111. Na obr. 110 je zobrazen graf funkce, ktera je ve vyznaceném bod¢ spojita, ale
nema v ném stejné prvni derivace z levé a z pravé strany. Takovy pfipad nemize pro sline-kiivky nastat. Na obr.
111 je zobrazen graf funkce, ktera je ve vyzna¢eném bodé¢ spojita a ma v ném také stejné prvni derivace z obou
stran.

Graf vysledné funkce tedy nesmi byt nikde ,,nalomeny“. Pokud si predstavime graf vysledné funkce
vymodelovany z dratku, po kterém budeme piejizdét prstem, nesmime se nikde o dratek pichnout.

Pozadavky na vySe uvedené vlastnosti 1ze popsat rovnicemi ve tvaru
A )= fila (k) (95)
kde symbolem f ’(x) je oznacena prvni derivace funkce fa i=1,2,...,n—1. Vztahem (95) je tedy definovano

n -1 rovnic.
¥y ¥
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obr. 110 obr. 111

3. Dil¢i funkce museji mit v kazdém zadaném bod¢, ve kterém se spojuji, navzijem stejné hodnoty
druhych derivaci. Druha derivace udava kiivost grafu dané funkce, takze kiivost obou spojovanych funkci musi
byt v daném bodé¢ stejna. Na obr. 112 je zobrazen graf funkce, kterd ma ve vyznaceném bod¢ stejnou funkéni
hodnotu, stejnou hodnotu prvni derivace, ale 1i$i se hodnotou druhé derivace zleva a zprava. Na obr. 113 je
zobrazen graf funkce, ktera ma navic stejnou hodnotu druhé derivace zleva i zprava ve vybraném bodé.

Druha derivace udava zaktiveni grafu funkce. Pokud bychom tedy jeli po grafu funkce na kole, v grafu
zobrazeném na obr. 112 bychom museli ve vyznaceném bodé pohnout s fiditky, museli bychom trosku zatodit.
Pokud bychom jeli po grafu zobrazeném na obr. 113, tak bychom vyznacenym bodem projeli, aniz bychom
museli zménit natoceni fiditek kola.

Pozadavek na spojitost druhych derivaci dil¢ich funkci v zadanych bodech 1ze matematicky formulovat
pomoci rovnic ve tvaru

fi”(xﬂl ) = flxl (xi+1 ) 5 (96)
kde symbolem f”(x) je oznadena druha derivace funkce f'a i=1,2,...,n—1. Vztahem (96) je tedy definovano

dal$ich - 1 rovnic.
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obr. 112 obr. 113

Pomoci vztahti (94) az (96) je tedy definovano celkem 2n+n—1+n—1=4n—-2 rovnic. Abychom mohli
jednoznacné urcit vSechny dil¢i funkce dané ptedpisem (93), musime mit celkem 4n rovnic. Proto musime jesté
dvé dalsi rovnice pfidat. Tyto rovnice, ale jiz nejsou nezbytné z hlediska geometrie feSeného problému (tj.
z hlediska nalezeni spojité a hladké funkce prochazejici zadanymi body), ale z hlediska jednoznacnosti nalezeni
takové funkce. Dvé podminky, které miZeme vzit v uvahu a které jsou popsatelné dvéma rovnicemi, jsou
podminky na sklon vysledné funkce v krajnich bodech (tj. podminky definujici hodnoty prvni derivace vysledné
funkce v téchto bodech) nebo podminky na kiivost vysledné funkce v krajnich bodech (tj. podminky definujici
hodnoty druhé derivace funkce v té€chto bodech). V zavislosti na typu tlohy, na pouzité numerické metodg, ... je
mozné vyuzit jedny nebo druhé podminky. Tim ziskame ke stavajicim rovnicim jesté rovnice

/1

-fi,(xl):kl a fn, (xn+1):kn > (97)
kde k; resp. k, je smérnice teny k vysledné funkci v prvnim resp. poslednim zadaném bodé¢, nebo rovnice
Ra)=ra £ (%)=, (98)

kde r resp. r, je kiivost vysledné funkce v prvnim resp. poslednim zadaném bodé.

Nyni mame k dispozici celkem 4n rovnic pro 4n neznamych. Tato soustava je soustavou linearnich
rovnic, protoze nezndmymi jsou koeficienty dil¢ich funkci, které jsou dany piedpisy (93). A v nich vystupuji
jednotlivé koeficienty v prvni mocning. Tato soustava rovnic je tedy relativné snadno feSitelna.

Problémem by mohlo byt nalezeni derivaci danych funkcei, protoze prvni derivace a druhé derivace dil¢ich
funkcich vystupuji ve vztazich (95) az (98). Vzhledem k tomu, Ze zname ptedpis polynomickych funkci, jejichz
derivace budeme pii vypoctu potiebovat, neni problém tyto derivace nalézt manualné a ptislusné rovnice (tj.
rovnice (95) az (98)) psat do pouzitého programu, kterym budeme tlohu fesit, jiz s vypoctenymi prvnimi
derivacemi resp. druhymi derivacemi.

8.5 Momenty setrvacnosti tuhého télesa

8.5.1 Tuhé téleso a jeho pohyby

Moment setrvacnosti je fyzikalni veli¢ina, ktera je charakteristicka pro tuhé téleso. Tuhé téleso je model
(abstrakce, idealizace) skutecnych téles, ktery zavadime do fyziky proto, abychom si zjednodusili situaci a
nemuseli studovat vSechny fyzikalni déje najednou. U tuhého telesa se nebudeme zajimat o jeho deformace, tj.
tuhé téleso bude reprezentovat model télesa, které neni mozné deformovat Gcinkem libovolné velkych sil. Tuhé
téleso je charakterizovano svoji hmotnosti a objemem (a tedy i hustotou). Sily, které na tuhé téleso ptisobi,
mohou zpisobit pouze pohyb tuhého télesa.

Kazdy pohyb tuhého télesa si lze predstavit jako pohyb slozeny z pohybu:

1. posuvného (translace) - pfi ném se vSechny body télesa pohybuji stejnou rychlosti po vzajemné
rovnobéznych trajektoriich. Napt. vagon jedouci po pfimé trati, bedna posunovana po podlaze, pist
ve spalovacim motoru, ...

2. otacivého (rotace) - pfi ném se vSechny body télesa pohybuji se stejnou thlovou rychlosti po
soustfednych kruznicich, jejichz stfedy lezi na ose otaceni. Otacivy pohyb se déje vzdy kolem
néjaké okamzité osy otaceni. Pro jednoduchost budeme uvazovat, ze se poloha osy, kolem niz
téleso rotuje, neméni. Priklady pohybt: vodni kohoutek, dvefe, ventilator, brusny kotou¢, CD, ...

V praxi dochazi ke skladani obou pohybt v jeden - valici se kolo, Zemé pti svém pohybu kolem Slunce,

™o

a zaroven se kolo odvaluje (vali).

8.5.2 Kineticka energie tuhého télesa

Na zakladé klasifikace pohybd tuhého télesa (viz odstavec 8.5.1) se ponc¢kud zkomplikuje vypocet
kinetické energie tuhého telesa. Pfi posuvném pohybu je celkovad kinetickd energie télesa rovna souctu
kinetickych energii jednotlivych bodt télesa. Pii posuvném pohybu se pohybuji vSechny body télesa stejnou

" g . L 1 1
rychlosti, tedy pro kinetickou energii posuvného pohybu je mozné psat: Ey, = Evz (m1 +my +..+ mn) = Emv2 .
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Hmotnosti m;, (pro i=1,2,..,n) jsou hmotnosti jednotlivych ¢asti tuhého télesa, na které jsme tuhé téleso
pomyslné rozdélili (viz obr. 114).
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r
{

\ [

Sl —

e
m
Ay
LN
- H H E
I S R S
obr. 114 -]

obr. 115
Pii ota¢ivém pohybu tuhého télesa kolem nehybné osy se vSechny body pohybuji po kruznicich, jejichz
stiedy lezi na ose otaceni, stejnou uhlovou rychlosti @ . Kinetickou energii télesa ur¢ime opét jako soucet
kinetickych energii jednotlivych bodt télesa. Tedy miizeme psat:

1 1 1 1 1 1
E. z—mlvl2 +—m2v§ +...+—mnv§ :—mlrlza)2 +—m2r22w2 +...+—mnrnza)2 =
2 2 2 2 2 2

1
= sz (mlrlz +myr 4+ mnrnz)

Hmotnosti m; (pro i=1,2,...,n) jsou hmotnosti jednotlivych ¢asti tuhého télesa, na které jsme si opét
pomysIné tuhé téleso rozdélili,  (pro i=1,2,...,n) je vzdalenost uvazované i-t¢ ¢asti tuhého télesa od osy
otaceni o (viz obr. 115).

Pii otaceni tuhého télesa kolem nehybné osy zavisi jeho kineticka energie jednak na velikosti thlové
rychlosti, jednak na hmotnostech jednotlivych bodt (¢asti) a jejich vzdalenostech od osy otaceni. Kineticka
energie tedy zavisi na rozlozeni latky v daném télese. Rozlozeni latky v télese vzhledem k ose rotace vyjadiuje
fyzikalni veli¢ina moment setrvaénosti J tuh¢ho t€lesa vzhledem k ose otaceni, ktery je definovan vztahem
J=mi +myrg +.Amyry s [J]=kem?.

Existuji metody (viz odstavec 8.5.3) pomoci nichz se d4 moment setrvacnosti daného télesa vypocitat.
Vzdy tak dostaneme moment setrvaénosti ve tvaru J = kmr”, kde m je hmotnost tuhého télesa, » je polomér
(resp. délka) tuhého télesa a k bezrozmérna konstanta.

Kineticka energie tuhého télesa otacejiciho se kolem nehybné osy thlovou rychlosti @ je dana vztahem

1 . . . A
E, = EJ w” , kde J je moment setrvacnosti vzhledem k dané ose otacen.

Vv v

S S y . . i 1 1 .
kinetickd energie ddna souctem energie posuvného a ota¢ivého pohybu: E, :Emv2 +EJOa)2, kde J, je

Vv

moment setrvacnosti vzhledem k ose jdouci tézistém télesa.

8.5.3 Vypocet momentii setrva¢nosti
Vypocet momentl setrvacnosti nasledujicich téles vychazi z pouziti integralniho poctu (viz odstavec 5).
Pro vypocet momentu setrvacnosti je v podstaté nutné zopakovat vypocet uvedeny v odstavci 8.5.2, tj.

»hapodobit™ vztah J = mlrl2 +m2r22 +...+mnrn2 . Abychom dostali co nejpiesn&jsi vysledek, je tieba dané tuhé
téleso rozdelit na ,hodné velky pocet velmi tenkych platkd®, s nimiz si uz ,,dokdzeme poradit. Pokud ale
chceme délit téleso na ,.hodné velky pocet velmi tenkych platki®, které pak musime opét ,,dat dohromady* (.
seCist), je pouziti integralniho poctu nezbytné.
S vyuzitim integralniho poétu je mozné moment setrvacnosti definovat vztahem: J :jrzdm, coZ v
0
pripadé homogenniho tuhého télesa (jiné v tomto textu vysetiovat nebudeme), které ma konstantni hustotu, lze

m v Vv
prepsat ve tvaru: J = jrzdm = jrzpdV = pjrde )
0 0 0

Vsechny momenty setrvacnosti jsou pocitany vii¢i ose rotace, kterd je shodnad s osou symetrie dan¢ho
utvaru.
8.5.3.1 Obdélnikova deska

Obdélnikovou desku si pro ucely vypoctu momentu setrvacnosti rozdélime na uzké obdélnicky, jejichz
Sitka je dr. Vzdalenost uvazovaného obdélnicku od osy rotace o je pak r (viz obr. 116). Hmotnost m desky
vyjadiime pomoci plosné hustoty o : m =0S =ocab. Hmotnost dm uvazovaného obdélnicku je pak rovna
dm=obdr.

Nyni je mozné uz psat pro moment setrvacnosti:
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m % % 3 % 3
J :J.rzdm = _[ robdr = ZGbJ.Vde =20b LA 20'b.l.a—:
0 a 0 3 0 3 8
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obr. 117 obr. 118
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Vzhledem k tomu, Ze pravé odvozeny vztah nezavisi na §ifce desky b, plati pro libovolné Sirokou
desticku. Tedy i pro tenkou ty¢, ktera se bude otacet okolo osy prochazejici jejim stfedem kolmo na podélnou
osu tyce.
8.5.3.2 Obruc

Pii vypo¢tu momentu setrvacnosti obruce si tuto obru¢ rozdélime na takové kousky, Ze danou obruc¢
vlastné nahradime uzavienu lomenou carou, tj. mnohothelnikem s velmi velkym (,,nekone¢nym®) poctem
vrcholl (stran). Dale zavedeme pojem délkova hustota p, jako podil hmotnosti obruce a jeji délky. Pomoci
délkové hustoty vyjadiime nyni hmotnost jednoho dilku: dm = p,.dl . Ilustra¢ni nékres je na obr. 117.

Nyni je mozné jiz vypoctem urcit moment setrvacnosti obruce:

m 27R 27R
J=[rdm= [ Rpdi=Rp, [ dI=R*p[I][" =R p.27R=R'm
0 0 0
8.5.3.3 Pldst’ vdlce

Vypocet momentu setrvacnosti plasté valce provedeme na zdkladé momentu setrvacnosti obruce (viz
odstavec 8.5.3.1). Plast’ valce si piedstavime jako ,,velké mnozstvi nekonecné tenkych™ obruci naskladanych na
sebe, pficemz jedna obru¢ ma vysku dz (viz obr. 119). Pomoci plo$né hustoty o, kterd je definovana jako
podil hmotnosti uvazovaného télesa (plasté valce) a jeho plochy, vyjadiime hmotnost m plaste vélce:
m=0S =27Rvo . Hmotnost dm jedné obruce, z niz je plast’ valce sestaven, pak bude: dm =27Ro.dz .

Nyni je mozné piistoupit k samotnému vypoctu momentu setrvacnosti plasté valce:

J = [R?dm =R’ [207Rdz = 207 R* [dz =207 R’ 2], = 207R*v = 20w Rv.R* = mR’
0 0 0

Z vypoctu je vidét, ze moment setrvacnosti obruce a plaste valce jsou stejné. Jinymi slovy, u obruce
nezavisi na jeji vysce - i kdybychom ji brali jako nizky duty valec, jeji moment setrvacnosti se nezmeéni.
8.5.3.4 Kruhova deska

Pii vypoctu momentu setrvacnosti kruhové desky budeme postupovat analogicky jako pii vypoctu
momentu setrvacnosti obruce (viz odstavec 8.5.3.1) jen s tim rozdilem, Ze zavedeme tentokrate ploSnou hustotu
o jako podil hmotnosti télesa (kruhu) a jeho plochy. Plati tedy: m = So = zR’c . Kruh si nyni rozdélime na
soustavu mezikruzi, které maji Sitku dr . Budeme uvazovat takové mezikruzi, jehoz mensi ohranicujici kruznice
ma polomér r a jehoz Sitka je dr. Pro jeho plochu pak dostavame (podle obr. 118):

S = 7Z'(V+di")2 —xr = n(rz +2r.a’r+(dr)2 —rz) = ﬁ(Zr.dr+(dr)2).

mezikruzi

Vzhledem k tomu, ze Sitka mezikruzi dr je infinitezimalné mald, je mozné psat: S =2zxrdr, tj.

mezikruzi

vyraz (dr)2 vii¢i druhému ¢lenu zanedbat.

Hmotnost uvazovaného mezikruzi pak bude: dm =2zor.dr. Nyni uz muzeme pfistoupit k vypoctu
vlastniho momentu setrvacnosti kruhu:
m R R 4R 4 2
R R 1
J= J.rzdm = jr2.27z0'r.dr = 2ﬁdjr3dr “2z0| | =270 = 2R 6 = ZmR?
0 0 0 4 0 4 2 2
8.5.3.5 Plny valec
K odvozeni momentu setrvacnosti valce je mozno pfistoupit dvéma riznymi zptsoby (analogicky jako u
plaste valce - viz odstavec 8.5.3.3).
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8.5.3.5.1 VYPOCET NA ZAKLADE MOMENTU SETRVACNOSTI KRUHOVE DESKY

Mame-li k dispozici vypocet (resp. vysledek vypoctu) momentu setrvacnosti kruhové desky (viz odstavec
8.5.3.3), je mozné jej pouzit k vypoctu momentu setrvacnosti plného valce. Vilec si slozime z kruhovych desek,
tj. rozdélime si jej na tenké platky, které budou mit ,,skoro nulovou® tloustku dz (viz obr. 119). Hmotnost m

véalce vyjadiime pomoci jeho objemové hustoty p takto: m= pV = prR*v. Pro hmotnost dm jedné

uvazované kruhové desky, z nichz je vélec sloZen, pak dostavame dm = p.dV = pzR’dz .

).
%y

\ \"""-\-..____,--""F
v
| k * +
obr. 119 obr. 120
Nyni mizeme (ze znalosti vysledku z odstavce 8.5.3.3) vypocitat moment setrvacnosti plného valce:
[ Loaf oo 1 i 1 arp 1 sy L 1
J=|=R'dn==R"| prR dz=—prnR" |dz=—prR"|z| =—pnR'v=—R prRv=—mR
;[ 2 2 ;[ P 2 P '([ 2 P [ ]" 2 P 2 P 2

8.5.3.5.2 VYPOCET BEZ ZNALOSTI MOMENTU SETRVACNOSTI KRUHOVE DESKY

Pokud neni vysledek vypoctu momentu setrvacnosti kruhové desky znam, pouzijeme metodu, ktera byla
vysvétlena pravé v odstavei popisujici vypocet jejiho momentu setrvacnosti (viz odstavec 8.5.3.3). Vilec si
rozdélime na souosé vélce, které budou mit velmi malé vzdalenosti od sebe, tj. jejich poloméry se budou lisit o
vzdalenost dr (viz obr. 120). Hmotnost m valce vyjadiime pomoci objemové hustoty po: m= pV . Pro

hmotnost dm jednoho uvazovaného valecku dostavame tedy dm = pdV = p.2zrv.dr , kde vyraz 2zrdr udava
plochu mezikruzi, které vznikne fezem vedenym kolmo na osu o vélce. Odvozeni tohoto vztahu je uvedeno v
odstavci 8.5.3.4 u vypo¢tu momentu setrvacnosti kruhové desky.

Moment setrvacnosti plného valce je nyni mozno urdéit takto:

" £ 8 T R* R 1
J= J.rzdm = J.27zrvpr2.dr = 2p7zv.[ rdr :2pm{—} =2prv— = prR*v—=—mR’
0 0 0 4 0 4 2 2
Jak zplGsobem uvedenym zde, tak zpiisobem uvedenym v odstavci 8.5.3.5.1 jsme obdrzeli moment
setrvacnosti ve stejném tvaru, jako je moment setrvacnosti kruhové desky. Jinymi slovy, u kruhové desky, jejiz
vysku jsme pivodné neuvazovali, na jeji vySce nezavisi. Moment setrvacnosti je stejny a na vySce desky
nezavisly.
8.5.3.6 Koule
Pii vypoctu momentu setrvacnosti koule vyjdeme z momentu setrvacnosti kruhové desky (viz odstavec
8.5.3.4). Kouli je mozné si totiz pfedstavit slozenou z fady na sebe polozenych kruhovych desek, jejichz polomér
se plynule zvétsuje (a pak zase zmensuje). Nicméné v ramcei jedné desky, ktera ma tloustku dz budeme pokladat
tuto desku za vsude stejné silnou (tj. za valec). Hmotnost m koule vyjadiime pomoci jeji objemové hustoty p a

.. . 4 . .
jejiho objemu: m = pV =§7Z'R3 p . Pro hmotnost dm jedné uvazované desky (ktera je vlastné valcem) plati:

dm = prr’ dz .

/

obr. 121
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‘ Tl 17 T , .
Pro moment setrvacnosti koule pak plati: J :jErzdm = J prr’rtdz = pﬁfr“dz. Nyni je tieba si
0 -R 0

uvédomit (viz obr. 121), Ze na zaklad& Pythagorovy véty je mozné psat: » =+ R* —z° . Dosazenim do integralu
v momentu setrvacnosti je mozné pokracovat ve vypoctu dale:

J= pﬂTr“dz = pﬂ']i(\/Rz -z )4 dz = p;z.f(Rz —22)2 dz = ,o;r.R[(R4 —2R*Z +z4)dz =
0 0 0 0

2.3 5k 5 5 5 2
=pr R4z—2RZ +Z =pr RS—ZR +R— :pﬁﬁziﬂﬂpz}e :EmR2
3 51, 3 5 15 3 5 5

8.5.3.7 KuZel

Moment setrvacnosti kuzele ur¢ime analogicky jako moment setrvacnosti koule (viz odstavec 8.5.3.6).
Kuzel si rozdélime na tenké kruhové desky, jejichz tloustka je dz a jejichz polomér se od vrcholu kuzele

postupné zvysuje. Pomoci objemové hustoty p vyjadiime hmotnost m kuzele: m= pV = %ﬂszp . Pro
hmotnost dm kruhové desky, kterd je vlastné tenkym vélcem a pomoci nichz je tvofen kuzel, pak plati:
dm = prr’ dz .

Pro moment setrvacnosti kuzele je pak mozné psat: J = T%rzdm = %j. prr’r’dz = % pﬁjr“dz . Polomér
r jedné uvazované kruhové desky je mozné urcit na zakladé obr.0 122 pomociopodobnosti trojﬁhefnikfl. Plati totiz

- . o1 R
Y2 % Odtud je mozné vyjadfit r takto: r=(v—z)—.

r v
o

obr. 122

Dosadime-li nyni do integralu, pomoci n€hoz poc¢itdme moment setrvacnosti kuzele, dostaneme:

J :lpﬂj.r“dz :lpﬁj(v—z)4R—4dz 21112—4,07r_‘.;(v4 — W z+6v' 2 4y +z4)dz =
27 9 20 9 v 2! 0

4 3,2 2.3 4 s 4 5
=lR—4p7r v4z—4vz +6VZ A +Z =1R—4p7z I, Y, Y N
2y 2 3 4 5], 2v 5

1R ool o, 31 s 2 3 )
=——pn—=—R"parv=—.—prRVR" =—mR
v r 5 10 r 10 3'0 10

8.5.4 Prehled momentu setrvaénosti néktervch téles

Momenty setrvacnosti jsou uvadény vzhledem k ose rotace, kterd je zaroveinl osou symetrie télesa o
hmotnosti m. R zna¢i polomér téles (resp. jejich podstav) s vyjimkou tyée, kde R predstavuje jeji délku.

- - . .
ye (rotuje kolem osy symetrie kolmé k g 1 R2m
ty€i) 12
obru¢ J=R%m
kruhova d

ova deska J—lem

2
al

valec g 1 R2m
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plast tenkosténného valce J=R%m
koul 2
oule 2R
kuzel
J= iRzm
10

8.6 Fourierova transformace

Fourierova transformace je matematicky postup, ktery umoznuje spojitou a periodickou funkci vyjadrit
pomoci funkci sinus a kosinus, tj. jako harmonickou fadu. Pfi nésledujicim vykladu se budeme opirat o fyzikalni
aspekty problému a proto n€které véci zjednoduSime. V obecném piipadé by se problém komplikoval
matematicky (napt. by se musely zvlast’ vysetfit nespojité funkce, s nimiz se ve fyzice stejn¢ nesetkavame).
Autorem zminéného matematického postupu je francouzsky matematik a fyzik baron Jean-Baptiste Joseph
Fourier (1768 - 1830).

8.6.1 Matematicky popis

Jestlize funkce f (t) vyjadiuje casovou zavislost (napf. tlaku vzduchu v pfipadé hudebniho tonu), da se
ocekavat, ze se funkce f (t) da vyjadrit jako soucet jistého poctu jednoduchych harmonickych funkei ¢asu pro
kazdou z riznych harmonickych frekvenci. Toto opravnéni je na misté, protoze jak uz bylo zminéno, funkce
pouzivané ve fyzice jsou spojité - tlak vzduchu se neméni skokem (nespojit€), ale spojité. Jestlize je perioda

kmitt T, potom zakladni uhlova frekvence bude @ = 27” a harmonické uhlové frekvence pak budou 2w, 3w,

4o, .

budou stejné. Musime tedy pracovat s funkcemi typu cos(wt + (p), kde ¢ je zminéna pocatecni faze. Vzhledem
k tomu, Ze plati cos (@t + @) = cos wt cos @ —sin wt sin ¢ , rozepiSeme danou funkei () i pomoci funkce sinus.
Pro dalsi vypocty je dulezité si uvédomit, ze pocatecni faze ¢ je konstantni a tedy sing resp. cos¢ je také
konstantni. Tim dochazime k zavéru, ze kazdou spojitou a periodickou funkci f (t) s periodou T je mozné

rozepsat ve tvaru:
S (t)=a,+a, coswt +b, sinot + a, cos 2wt + b, sin 2wt + a, cos 3t + b, sin3wt + ...,

kde o = 2%, a, a b, jsou Ciselné konstanty, které udavaji s jakou vahou je kazdd (harmonickd) slozka kmitl

piitomna v kmitu funkce f (7). Uvedené vyjadieni funkce f'(¢) se nazyva Fourierova Fada pro funkci /(7).

Pozndmbka: Clen a, je vétsinou v hudebnich tonech (o néz se ve vykladu Fourierovy transformace opirdme)
nulovy, ale s jeho zavedenim do transformace je tato transformace obecnéjsi.
Pokud jsou dané vSechny koeficienty a, a b, je jednoduché dopocitat funkéni hodnotu funkce f (t) v

libovolném casovém okamziku ¢ (pro jakoukoliv hodnotu nezndmé ¢, kterd vystupuje ve vyrazu f (t) ).

vvvvvv

kterou chceme vyjadfit pomoci harmonickych frekvenci. Zakladni idea je relativné¢ jednoducha, jen je
komplikovana matematicky - neobejde se totiz bez integralniho poctu.

8.6.2 Odvozeni koeficientii
Fourierova genialni myslenka vedla k uréeni jednotlivych koeficienti a, a b, . Clen a, vyjadiuje posun

stfedni hodnoty za jednu periodu (tj. za ¢asovy interval od 0 do 7). Jinymi slovy urcuje ,,posun nulové hladiny*
dané funkce. Stfedni hodnota funkce y = A.sinkx nebo y = A.coskx, kde 4 a k jsou realné konstanty, je rovna

nule.

Stfedni hodnota souctu se rovna souctu stfednich hodnot. Proto je stiedni hodnota funkce f(7) rovna

prave stfedni hodnoté z a,. Vzhledem k tomu, Ze g, je konstanta, je jeji sttedni hodnota totozné s ni samou.

g : 1
Stredni (primeérnou) hodnotu u spojité funkce je mozné definovat vyrazem: q, = ?J f (t) dt.
0
Poznamka: V pripade (diskrétnich, tj. nespojitych) hodnot namérenych behem experimentu by stredni hodnota

1 g 1
(priumér) definovdn vyrazem ag.,.; = sz' = N(fl +foHa+f).
i=1

Pro urceni dalSich koeficientd pouzijeme trik, ktery pouzil Fourier. Vyndsobime obé strany rovnice
Fourierovy fady né€jakou harmonickou funkci - napt. cos 7@t , ¢imz dostaneme:
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f(t)cos Tt = a, cos Tt + a, cos wt.cos Twt +b; sin wt.cos Tt + a, cos 2t.cos Twt + b, sin 2wt.cos Tot + ...

Nyni najdeme stiedni hodnoty obou stran pravé napsané rovnice. Nejprve se podivejme na Cleny, které
obsahuji a, . Stfedni hodnota ¢lenu s koeficientem a, je nulova, protoze stfedni hodnota cosnwt ,kde neZ, je
nulova.

1 .. .
Obecné platny vztah cosx.cos y = E[COS (x+y)+cos(x— y)] pouzijeme pro zjednoduseni dalsich ¢lenl.
- 1 . . .
Clen u q, je >4 (cos8awr +cos6wt) (vime, Ze funkce kosinus je funkce suda, tj. cosx =cos(—x)). Stfedni

. 1
hodnota tohoto ¢lenu je tedy nulova. Podobné dostaneme pro €len s a,: Eaz (cos 9wt + cos Sa)t) - tedy opét

stitedni hodnota tohoto ¢lenu je nulova. Podobnym zptisobem bychom mohli postupovat dale a pro vSechny ¢len
az na jeden jediny (v nasem piipadé ¢len s a, ) dostivame stiedni hodnotu nulovou. Clen s a, je mozné rozepsat

1 . 1 .
takto: 5a7 (cosl4a)t +cos 0) . Stfedni hodnota toho ¢lenu je tedy rovna Ea7 , protoze stfedni hodnota cosO je

jedna.
Pro c¢leny, které obsahuji b  je situace podobna. Nyni ale vyuzijeme vztah

1

. Ir. . . . .
sinx.cos y = 5[sm(x+ y)+sin(x— y)} , s jehoz pomoci opét uréime stiedni hodnoty jednotlivych ¢lentl. Nyni

vxr

je situace jesté jednodussi nez u ¢lenli s a, : vSechny Cleny s b, jsou totiz nulové.

Pouzity Fourieriv trik tedy pisobil jako sito: po vynasobeni Fourierovy fady vyrazem cos7wt zustal

T - - oo 1 , . 1 5
jediny c¢len nenulovy: €len a, . Dostali jsme tak, Ze stfedni hodnota vyrazu f (t)cos 7ot je rovna Ea7 , COZ se

T T
dé zapsat matematicky takto: %a7 = %J‘ £ (t).cos 7ot dt . Odtud dostavame: a, = % I £ (t).cosTat dt .
0 0

Naprosto analogicky bychom postupovali v piipad¢ urceni jednoho z koeficienti b, - napf. ¢len b,
bychom ur¢ili nasobenim Fourierovy fady vyrazem sin 7wt .
Pravé popsany postup vypoctu koeficientll ¢leni a, a b, je mozné zobecnit pro vypocet libovolného

¢lenu Fourierovy fady. Vysledky v obecnéj$im matematickém tvaru nyni zobecnime. Pro libovolnd nenulova

o 2w ,
Cislanama w= - plati:

—_—

sin nwt.cos mot dt =0

cosnwt.cosmwt dt = | sinnwt.sinmot dt =0 pro n#m

(%)

. . T
cos nwt.cos mat dt = | sin not.sin mot dt = 2 pro n=m

N
Sl N SN O
Ol N O

4. f(t)=a,+ ian cos not + ibn sin not

n=1 n=1
17 2¢ 2¢
5. a :?jf(t) dt, a, =?.[f(t).cosna)t dt, b, :ij(t).sinnwt dt
0 0 0

Nyni tedy umime periodickou funkci ,,rozlozit* na jeji harmonické slozky. Tento postup se nazyva rozvoj
do Fourierovy fady a jednotlivé Cleny se nazyvaji Fourierovy slozky.

Matematicky je mozné pro Sirokou tfidu funkci (vSechny, které se uplatni ve fyzice) dokazat, ze pokud
umime vypocitat integraly, které vystupuji v jednotlivych Fourierovych koeficientech a, a b, pak se jejich
sectenim dostaneme zpét k piivodni funkci f (t) .

Pokud je ale funkce f (t) nespojita (tj. zmeéni se skokem z jedné hodnoty na jinou), dostaneme souctem

Fourierovy fady v bodé nespojitosti hodnotu, ktera lezi uprostied mezi dolni a horni hodnotou skutecné funkce v
daném bodé nespojitosti. Tuto vyjimku ale mizeme klidn¢ akceptovat, protoze ve fyzice se s nespojitymi
funkcemi setkame v ptipad¢, kdy si zjednoduSujeme realnou fyzikalni funkci.

8.6.3 Prakticky vypocet

Ve Fourierové fadé se vyskytuji dvé sumy, v nichz se s¢itd od jedné az do nekonecna. To je v praxi

nemozné, takze vzdy musime volit jisté zanedbéni a fadu f(t)=a,+ ) a, cosnat+ Y b, sinnwt nahradit

n=l1 n=l1
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N N
fadou f (t) =aqa,+ Z a, cosnwt + an sinnat , kde za N volime ,,dostateéné vysoké Cislo®, abychom Fourierovu

n=1 n=1
fadu dostali s ,,dostate¢nou piesnosti®.
Jak se méni tvar Fourierovy fady v zavislosti na poctu sectenych ¢lend si ukazeme na konkrétnim
ptikladu.

Priklad: Funkce f(¢) je dana takto:
f(t)=1 pro kTSt<(2k+l)%

f(t)=-1 pro (2k+1)2 <t<(k+1)T,kde keZ.

Najdéte jeji Fourierovskou fadu v zavislosti na poctu sectenych ¢lent.

Refeni: Tato funkce f(t) je zobrazena na obr. 123 a jeji Fourierova fada je:

4( . 1. 1. 4& . . ..
f(t)= —(sm ot + 35in 3wt +sin Swt + J ==> S—Sin ((2n—1)a), kterou pro prakticky vypocet uzijeme
r T4 2n—

N
ve tvaru f(¢)= iz > ! ; sin((2n—1)t). Na obr. 124 az obr. 128 jsou postupné vykresleny Fourierovy fady
"

n=1

této funkce pro N = 2;5;15;50; 200.

vt vt vt

a2l - a2l

a " o / » 1]

i i
-1-4 -1+ \/ v v -1 \JVJ \J\’J \JVJ
=1 =1 =1
obr. 123 obr. 124 obr. 125
¥ vt ¥
21 21 2zl

Al . . ]

b ] -

obr. 126 obr. 127 obr. 128

8.7 Vinova rovnice

Kmitani a vinéni patii mezi relativné¢ jednoduché mechanické pohyby. Proto si jimi fyzikové casto
modeluji situace, které s kmitanim a vinénim na prvni pohled nemaji pfili§ mnoho spolecného, ale ptesto zavery
vyplyvajici z kmitavého pohybu a ze Sifeni vinéni danym prostifedim mohou vyraznym zplsobem zjednodusit
popis vyrazné komplikovangjSich jevu (Sifeni tepla latkou, pohyb elektronu v potencialové jame, ...). Pfitom je
mozné najit takovy model, ktery je jednoduchy na pocitani a pochopeni, ale ktery pfitom zaroven relativné
presné vystihuje dany komplikovany fyzikalni jev. (Je to model, takze nikdy nemtize dojit k plnému souhlasu
modelu a zkoumaného jevu!)

Pomérné casto fyzikové pouzivaji vitadé pfipadt pravé vinéni na struné u kytary a Sifeni zvuku
v plynech.

8.7.1 Pripomenuti diferenciilu
Vodstavei 4.5 byl vysvétlen pojem (totalni) diferencidl, ktery byl zaveden vztahem

f(x+4x)= f(x)+Adx+7(Ax), kde A= f'(x )—df—() je (totdlni) diferencial funkce f vbodé x a
lim M: 0.
Ax—0  Ax

Poznamka: Vztah v odstavci 4.5 je uveden s jinymi proménnymi, ale to na definicnim vztahu nic nemeni.
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Uvedeny vztah je mozné piepsat v pfiblizném tvaru f (x+ Ax)— I (x) = A.Ax . Funkce T(Ax) ma byt
pro mala Ax témér nulova. Omezime-li se fyzikaln¢ na malé vychylky, malé kmity, ... lze fici, ze funkéni
hodnota funkce fbude v bodé x+ Ax téméf stejna jako hodnota v tomto bod¢€ uréena pomoci tecny sestrojené ke
grafu funkce f vbodé x. Fyzikadlné¢ si budeme moci toto zanedbani dovolit a proto Ize psat

f(x+Ax)—f(x) = A.Ax :dfT(x).Ax.

Mrw

8.7.2 Sireni pri¢ného vinéni

Sifeni piiéného vInéni lze nejlépe studovat na struné na kytafe. Uvazujme takovou strunu délky /
s pfiénym prufezem S vyrobenou z materialu o hustoté¢ p , ktera je upevnéna na dvou koncich. Rozkmitame-li

tuto strunu silou 1?, vychyli se struna ze své klidové polohy a bude kmitat tak, Ze se na ni vytvoii stojatd vina
s jednou kmitnou pravé uprostied délky struny. Budeme-li uvazovat dva blizké body na struné (body x a
x+Ax), 1ze pro délku vychylky Al struny (tj. délku, o kterou se struna mezi témito dvéma body prodlouzi

2 2
vlivem sily F) psat (viz obr. 129): Al = (Ax)2 +(Ay)2 = (Ax)2 {1+(%) ] = Ax 1+[%] . Vzhledem
x x

2

A Do

k malym vychylkam, 1ze ¢len (A_yj (vzhledem k jednicce) zanedbat, a mizeme psat A/ = Ax. Hmotnost
X

tohoto elementu (kousku) struny je Am = pAV = pS.Al = pS.Ax.

Pro vychylku struny zptisobenu silou F , ktera ma v daném bodé smér tecny sestrojené ke struné v tomto
. L o y y , A
bodg, je podstatna svisla slozka této sily £ (slozka ve sméru osy y). Podle obr. 130 lze psat: tga ==Y a

F,
sina = Fy Vzhledem k tomu, ze jsme se omezili na malé vychylky, je i thel ¢ maly. Proto tga =sina a

. Ay K . . ,
tedy je mozné psat A_y = Fy’ odkud Fy = F % . Uvazujeme-li malé vychylky, lze pfirGstky Ax a Ay nahradit
x x

diferencialy a pak psat Fy = F Z—y Parcialni derivace je zde pouzita proto, Ze y-ova soufadnice polohy daného
X

bodu x zavisi nejen na vzdalenosti tohoto bodu x od konce struny (resp. od uzlu vinéni), ale také na Case. Jde
tedy o funkci dvou proménnych y = y(x,t), a proto je nutné pouzit pfi derivovani parcialni derivace (viz
odstavec 4.4.6.2).

Elr.ll
P
Dy
C Ay 4
% r+0x 1 x=
obr. 129
_’.
gttt A F
Er _'
Fy2
Vi
:= 0: w
TN
L
T .
% x+Ax 1 z
obr. 130

Pro velikost y-ové slozky sily (tj. té slozky, ktera skute¢né¢ vychyluje strunu) v bodé x tedy lze psat

F,(x)= —FZ—y(x) . Analogicky lze psat pro velikost této sily vbodé x+Ax: F,(x+4x)= Fg—y(x +4x).
x X

(Opacna znaménka sil vyplyvaji z obr. 130.) Pro silu, kterd plisobi na element struny délky Ax lze psat

AF, = F, (x+ Ax)+ F, (x); skalarng pak plati AF, = F, (x+4x)+F, (x). Po dosazeni a dalsich tpravach Ize

2
postupné psat:  AF = F%(x+4]x)—F%(x) = F(%(x-i—élx)—%(x)j = F%(%).Ax = FZ)C—;/.Ax . (Pri

vypoctu byla vyuzita vlastnost totalniho diferencialu - viz pfipomenuti v odstavci 8.7.1).
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Pozndamka: Na obr. 130 jsou sily znacené F—yl aF,

y2 » Zatimeo ve vypoctu jsou jejich velikosti znaceny Fy (x) a

F, (x+Ax). Toto znaceni béhem vypoctu je vhodnéjsi kviili aplikaci zjednoduSeni vztahu pomoci (totdalniho)

diferencialu.

Tato sila zpuisobuje pohyb elementu struny o délce Ax. Proto je mozné na tento pohyb aplikovat druhy
Newtoniv ~ zdkon:  Ama=AF,. Po dosazeni dostaneme pSAx.ZZTf =F ch—f.Ax a odtud dale
ch—f—p?s% =0 . Aby byla rovnice splnéna z fyzikalniho hlediska, musi mit ¢len p—; stejnou jednotku jako
prevracend hodnota kvadratu velikosti rychlosti. Proto miizeme psat: Zz—f —LZZZ—;
vlnova rovnice a popisuje Sifeni daného typu vinéni v daném prostfefii (zse éitfeni ptiéného vinéni na struné

= 0. Tato rovnice se nazyva

kytary). Velikost rychlosti §ifeni vinéni na struné pak splituje vztah viz = %S atedy v= \/pZ .
8.7.3 Siieni podélného vinéni

Podélné vinéni lze asi nejlépe studovat na Sifeni zvuku ve vzduchu, i kdyz si tento jev trosku
zjednodusime. Budeme uvazovat, Ze jednotlivé kmitajici ¢asti daného prostfedi maji hmotnost Am a jsou
navzajem pospojované pruzinkami o tuhosti 4k . Tento na prvni pohled zvlastni a ponékud nestandardni
predpoklad nam ale uleh¢i nasledujici odvozovani.

Podle obr. 131 ozna¢ime pocéatecni stav (pocatecni soufadnici) i-té Casti daného prostiedi x;a jeji

vychylku z rovnovézné polohy Ay;. VInéni se §ifi pouze ve sméru osy x, ve sméru osy y se ndmi uvazovana
podélna vina nesifi a proto ve sméru osy y nebudeme vySetiovat zddny pohyb. Oznaceni ma ale svoji vyhodu.

1. 2. ity -t

G Dmﬂmm{ mmﬂ

Tiv Fivg by
.’ ....... " ....... 2 mr = 1 1 ; 1 n
x Xy % *
obr. 131
Pro silu, ktera vychyluje i-tou ¢ast ze své rovnovazné polohy o Ay; , 1ze s vyuzitim druhého Newtonova
52)’1

zakona psat Ama = AF . Po dosazeni Am =—Ak(y; — yi4y )~ Ak (3, — ¥,y ) - Prava strana rovnice odpovida

2
sile, ktera ptisobi na téleso kmitajici na prui(ialié o tuhosti Ak pfi urcité vychylce.

Vzhledem k tomu, Ze vychylka y; je funkci jak pocate¢ni polohy i-té ¢asti x; , tak i Casu, lze obecné psat
y= y( X, t) . Proto i zde budou vystupovat parcialni derivace (viz odstavec 4.4.6.2).

Dalsi upravou pravé strany pohybové rovnice postupné dostaneme:
Amaz—f = Ak (a—y(x+ Ax).Ax —a—y(x).ij = Aki(a_yj Ax.Ax = Akaz—f.(ﬂx)2 . Hmotnost Am &asti prostiedi

ot ox ox ox\ Ox Oox

lze vyjadrit (analogicky jako v odstavci 8.7.2) Am =S p.Ax . Nyni je potieba dat n¢jaky fyzikalni vyznam tuhosti
Ak ,imagindrnich® pruzinek, jimiz jsou jednotlivé ¢asti prostiedi spojeny. Velikost sily F vychylujici danou
¢ast z rovnovazné polohy, lze psat ve tvaru F = Adk.Ay. Tato sila ale deformuje jednotlivé ¢asti prostiedi.

V nejjednodussim piipadé 1ze predpokladat platnost Hookova zakona: % =E % . Z poslednich dvou vztahi 1ze
X

1y Ak.A A E
postupné vyjadiit Ak . Po dosazeni ziskame % =F A_y a odtud Ak = j— .
X X
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o Ax ax (4

o’y 1 &

6x_2 v2 or?

Dosadime-li nyni za Ak a za Am do pohybové rovnice, Ize psat: Sp.Ax.—— x)z. Odtud

o* - -
LY 0. Ziskali jsme tedy opét vinovou rovnici ve tvaru

ay
2 2

jiz dostaneme: ar =0, kde

P
E
Lz =§ atedy v= \/7 Velikost rychlosti podélného vInéni tedy zavisi na hustoté prostiedi p a modulu

v
pruznosti £ daného prostredi, ktery 1ze chapat jako intenzitu sily, kterymi na sebe jednotlivé astice prostiedi
putisobi.

8.8 Diferencialni rovnice

V tomto odstavci budou popsany zakladni metody feseni diferencidlnich rovnic, s nimiz se student mtize
setkat hlavné ve fyzice. Matematicky pfesné budeme definovat minimum pojma - hlavnim cilem bude seznamit
se pokud mozno jednoduchou formou se zédkladnimi pravidly feSeni diferencialnich rovnic. A k jejich feseni
(ackoliv si obcas ,,puj¢ime™ piiklad z matematiky) budeme pfistupovat fyzikaln¢. Pohled fyzika na fadu
matematickych problémi je zasadn€¢ odliSny od piistupu matematika. Matematik, chce-li napf. pouzivat
diferencialni ¢i integralni pocet (viz odstavce 4 a 5), musi nejprve (ma-li byt jeho feSeni korektni) oveéfit splnéni
predpokladi, za nichz maji tvrzeni smysl: ovéfeni, ze dana funkce je spojitd, ze ma v kazdém bodé svého
defini¢niho oboru derivaci (a pokud existuji néjaké ,,problémové™ body, tak v nich derivaci urcit né€jak jinak nez

»klasickym* postupem), ... Timto se fyzik nemusi zabyvat, nebot’ fyzika popisuje skutecny svét, skutecné
existujici objekty, a proto vSechny funkce a vztahy, které tento svét popisuji, odpovidaji skutecnému svétu: jsou
spojité, maji derivace, ... Pokud se obcas vyskytne pfipad, v némz budou n&jaké problémy (déleni nulou,

nespojitost funkce, ...), pak miize nastat jedna z nasledujicich moznosti:
1. staci pouzit pro feSeni problému né&jakou vhodngjsi soustavu (fyzikalni nebo matematickou), v niz
se prislusny problém uz nevyskytuje
2. skute¢ny objekt nahradit jednodussim modelem. Je dilezité si ale uvédomit, ze zadny model
nepopisuje skutecné objekty plnohodnotné - vzdy existuji vlastnosti, ve kterych se model od
skute¢ného objektu lisi.
3. skutecny objekt v popsaném stavu (v daném case, v daném misté, s danymi vlastnostmi) prosté
neexistuje.
Fyzikalni pristup bude i ndzorné&jsi - diky slozitému (a ¢asto mozna pro nékoho i zbytecnému) ovérovani
platnosti matematickych vlastnosti by se odvedla pozornost od diferencialnich rovnic, jimz se chceme vénovat
zejména.

8.8.1 Typy diferencidlnich rovnic

Existuje tada typt diferencialnich rovnic, které se mohou délit podle riznych kritérii. Napf. parcidlni a
obycejné diferencialni rovnice, linearni diferencialni rovnice, diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty,
diferencialni rovnice s konstantni pravou stranou, ...

Podle typu rovnice existuje pak doporucena metoda, kterou se dany typ rovnice fesi. Popsat vSechny typy
diferencialnich rovnic a jejich feSeni je v tomto textu zbyte¢né. My se zaméfime jen na ty, které I1ze jednoduse
aplikovat na rozsifeni stiedoskolského uciva matematiky a fyziky.

Hlavnim cilem je seznamit se s pojmem diferencialni rovnice (bez slozitych definic) a ukdzat si u
nékterych typt jejich feSeni. Reseni daliich typi diferencialni rovnic, které v tomto textu zminéné nebudou, je
vétSinou podobné - obsahuje navic rizné matematické ,,triky* a postupy, kterymi lze dany typ rovnice dobie
vyfesit.

8.8.2 Diferencialni rovnice znamé z matematiky ze stiedni $koly

V odstavci 5.2 byl vysvétlen pojem primitivni funkce. Zadani piikladu, na kterém si studenti maji tento

pojem procvicit, vétSinou zni: ,,Je dana funkce f. Najdéte primitivni funkci k této zadané funkei.*
Poznamka: V prikladu by mélo byt receno, na jakém intervalu, se ma primitivni funkce hledat, ale to jsou prave
ty matematické ,,drobnosti*, s nimiz si pri pouhém procvicovani hledani primitivnich funkci k funkcim zadanym
malokdo lame hlavu. Ve stredoskolské matematice se nepredpoklada zadavani ,, zrudnych® funkci, jejichz
primitivni funkce by neexistovaly, musely se hledat jinak nez vypoctem podle znamych pravidel, ...

Na stfedoskolské urovni jde pouze o pochopeni zékladniho principu a poté nauceni se rtiznych metod
vypoctu primitivnich funkei. To dal$i (nestandardni postupy vypoctu, zajimavéjsi piiklady, ... ) pak studenti
poznaji na skole vysoké.

Prave popsany typ prikladu bude odrazovym mistkem i pro nas.

Priklad: Je dana funkce f:y =2x . Najdéte jeji primitivni funkci.
Regeni: Reseni piikladu spoéiva v nalezeni primitivni funkce F (téi neurcitého integralu). Zde se jedna o téméf
tabulkovou hodnotu. Je tedy mozné psat: F IZxdx 27+C x> +C, kde C je libovolné redlné &islo,

libovolné realna konstanta.
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Primitivni funkce nalezena v ptfedchozim ptikladu, je pochopiteln¢ funkce, tj. mizeme sestrojit jeji graf.
Tento graf ale neni mozné sestrojit jednoznacn¢, nebot’ konstanta C mtize nabyvat libovolnych hodnot. Proto i
graf mize byt libovolné mnozstvi (viz n€kolik ukazek na obr. 132).

obr. 132 obr. 133
Praveé uvedeny typ prikladu patif mezi diferencidlni rovnice, ackoliv na stfedni Skole mu nikdo tak netika.
Ale je to tak. Je zadana prvni derivace funkce a ukolem je nalézt pfisluSnou funkci. (Derivovanim primitivni
funkce F' ziskdme ptvodni funkeci £, tj. funkce fje prvni derivaci funkce F.)
Pokud ale upravime zadani piikladu, ziskdme primitivni funkci, ktera je jednoznacné urcena.

Priklad: Je dana funkce f:y=2x. Najdéte k zadané funkci primitivni funkei, kterd prochazi bodem
A=[-21].

2
Regeni: Nejprve je tieba opét nalézt primitivni funkci k zadané funkci: F (x) = IZxdx = 2%+C =x+C.C
zde opét predstavuje libovolnou realnou konstantu, jejiz hodnotu ale nyni uréime. Vime totiz, Ze pro x =—2 ma
funkce F nabyvat funkéni hodnoty 1, tj. F(-2)=1. Rozepsanim dostavame: F(-2)= (—2)2 +C =1. Po tpravé
4+C=1atedy C=-3.Dostavame tak primitivni funkci ve tvaru: F(x)= x* =3, ktera je (na rozdil od funkce

v predchozim prikladu) jednoznaéné urcena (jeji graf je na obr. 133).

Tento piiklad se od predeslého lisi tim, Ze byly zadany poéate¢ni podminky ulohy, které maji vliv na
feSeni rovnice. (V prvnim piikladu, ktery byl zadan bez pocatecnich podminek, jsme ziskali nekonecné mnoho
funkci, zatimco ve druhém, ktery pocateéni podminky zadané mél, jsme ziskali funkci jednu jedinou!)

8.8.3 Pohyb po usecéce aneb s kanénem na vrabce

V tomto odstavci bude popsan pohyb hmotného bodu po pfimce a na zakladé integralniho poctu budou
odvozeny vlastnosti pohybu (pribéh urazené drahy v zavislosti na ¢ase, prubéh rychlosti v zavislosti na Case a
pribéh zrychleni). Priklad bude jak z fyzikalniho, tak z matematického hlediska velmi jednoduchy, takze feSeni
bude znat kazdy hned po piecteni zadani. Ale vypocet provedeme, abychom si zvykli na postup pii feSeni
diferencialnich rovnic.

Priklad: Hmotny bod o hmotnosti m se pohybuje po usecce pod vlivem stalé sily F. Najdéte zavislost urazené
drahy, rychlosti a zrychleni na Case, jestlize v Case £, =0s md hmotny bod velikost rychlosti v, a jiZ uraZzenou

drahu s, .

Redeni: Za¢neme od konce, protoze uréit na zékladé stalé sily F a hmotnosti m hmotného bodu jeho zrychleni

a, je podle druhého Newtonova zakona snadné. Plati F =ma resp. F =ma. Vzhledem k tomu, Ze se jedna o
pohyb po usecce, nebudeme si vektorovym zapisem situaci komplikovat. Pro velikost zrychleni tedy dostavame

a =— . Vzhledem k tomu, Ze sila i hmotnost jsou konstantni, je konstantni i zrychleni. Tedy a (t) = — = konst.
m m

Se zrychlenim uzce souvisi rychlost. Definice zrychleni z prvniho ro¢niku fyziky na stfedni Skole tika, Ze
A . - . d C
azjv, kde At je malé. Na zakladé znalosti diferencialniho poctu lze psat a:d—v. Odtud Ize vyjadrit
t t
dv=adt atedy v= Ia.dt . (Tento postup neni z matematického hlediska tupIné v potadku, ale pro pochopeni
situace je v postacujici.)
Nyni lze uz dosadit a postupovat dale: v(t):J-a.dt:aJ-dt:at+Cl. Vime, ze v(0)=v, a tedy lze psat:

v(0)=vy =a.0+C,. Odtud C; =v, a tedy pro velikost rychlosti v zavislosti na ase dostavame: v(¢)=at+vy,

coz je vztah, ktery zname z kinematiky.

. . . . ds
Analogicky 1ze postupovat pii vypoctu drahy v zavislosti na Case: v :d—, odkud s = Iv.dt. Po dosazeni a
t
1
daliich  vypostech  dostivame:  s()= I (at+vy )dt = I atdr + j vo.dt =a j t.dt—i—vOJ.dt = Jar’ vy +C,.
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1
Konstantu C, uréime na zéklad€ pocatetni podminky s(0)=s,: s(0)=s, = Ea.O2 +,.0+C,, odkud C, =s,.

Dréaha se tedy v zavislosti na ¢ase méni podle vztahu s(t) = Eat2 + vyt +5, . I tento vztah se béZné vyskytoval

v kinematice hmotnych bod.

Lze vymyslet celou fadu tloh, ve kterych sila nebude stala. Muze mit staly smér, ale mize se ménit jeji
velikost v zavislosti na ¢ase:

1. F =kt - silarostouci linearné s ¢asem (v praxi Ize takovou silu realizovat po omezeny Cas)
2. F= Foe_k’ - sila klesajici exponencialné s asem (v praxi je uskutecnitelné 1épe - napt. v néjakém
odporujicim prostiedi)
3. F=F,sin (a)t) - harmonicka sila budici harmonicky oscilator
4. ..
Vypocet prubehu zrychleni, rychlosti i drahy v zavislosti na ¢ase by se zkomplikoval, ale v principu by
byl vypocet hodné podobny vypoctu pfedchozimu.
8.8.4 Pohyb po usecce s odporovou silou
V praxi na vétsinu pohybujicich se téles ptisobi odporova sila, jejiz pribéh mize byt rizny (velikost sily
muize zaviset na velikosti rychlosti, na jeji druhé nebo tfeti mocning, ...). FyzikdIln¢ se situace pfilis
nekomplikuje - sestavit pfislusnou rovnici by nemél byt problém. Vyfesit ji, uz ale tak jednoduché byt nemusi.
Proto si ukdzeme né€kolik ptikladd, které by mély byt jakymsi ndvodem, jak s podobnym typem tuloh
vyporadat.

8.8.4.1 Sila roste s rychlosti linedrné

Ptiklad: Hmotny bod o hmotnosti m byl uveden do pohybu pocatecni rychlosti o velikosti v, a pohybuje se po
usecce. Pritom na néj pusobi odporova sila, jejiz velikost je pfimo umérna velikosti rychlosti. Najdéte zavislost
urazené drahy, rychlosti a zrychleni na Case.

Reseni: Na pohybujici se hmotny bod piisobi odporova sila FO , pro jejiz velikost plati F, = —kv (to je ve shodé
se zadanim: velikost sily je pfimo umérna velikosti rychlosti; & je konstanta). Hmotny bod se bude pohybovat
pod vlivem sily F =ma , kter4 bude mit opacny smér ve srovnani s odporovou silou FO .

Pohybové rovnice vychézejici z druhého pohybového zakona tedy bude mit tvar: ma = F,, tj. ma = —kv . Zatim
mame v rovnici dvé neznamé - velikost rychlosti v a velikost zrychleni a. Zrychleni lze ale vyjadfit pomoci

. dv , , . dv " wxi oo .
rychlosti: a =d—. Po dosazeni do pohybové rovnice dostaneme: md— =—kv. Nejjednodussi zplsob, jak tuto
t t
diferencialni rovnici vyfesit je tzv. separace proménnych. Matematicky tento postup neni zcela v poradku
o dv e 1 . . . .
proto, Ze pro matematiky je symbol & nedélitelny. Vzhledem k tomu, Ze pfipomina zlomek, tak s nim (stejné
t

jako uz né¢kolikrat v tomto textu) tak budeme pracovat. Separace proménnych znamena pfevést na jednu stranu
rovnice jednu nezndmou, na druhou stranu rovnice druhou - pokud to jde. Navic je nutné, aby ¢leny dv ani dt
nebyly ve jmenovateli zlomku.

i dv i dv L ey . , . .
Vyraz md—=—kv tedy upravime na tvar m— =—k.d¢. Nyni pfipiSeme k obéma strandm rovnice integral
t v

Lo . o y dv
(rovnaji-li se integrandy, musi se rovnat i primitivni funkce - az na konstantu). Dostaneme tedy Im— = I—k.dt
v

a dale upravujeme:

[m b [—kae
v
o — far
%
mIn |v| =—kt+ C (konstantu staci ptidat na jednu stranu rovnice)
In |v| = —it + <
m m
k .C k c
—tt— t

—em K (podil konstant C a m je konstanta a proto i em je konstanta)

v(t)ze
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k
S vyuzitim pocateénich podminek dostavame: v(O):v0 =em K, odkud K =v,. Pro prib¢h velikosti
k
—-—t
rychlosti v zavislosti na ¢ase tedy dostavame v(t) =vye ™ . Velikost rychlosti tedy exponencialné klesa.

k k
-t -t
Urcit prab¢h velikosti zrychleni je trividlni: a (t) = % = %[voe m ] =-v, ie m . Pohyb bude tedy zpomaleny
m

(zrychleni je zaporné) a velikost zrychleni bude exponencialné klesat.
Pro urceni prubéhu urazené drahy v zavislosti na Case, je nutné si pfipomenout vztah mezi velikosti rychlosti a

ds
drahou. Plati v= T odkud s = Jv.dt . Po dosazeni a vypoctu dostaneme:
t

k k k
- -y .
s(t)zJ.vOe m .dt:VOJ.e m .dt:—v()%e ™ +C,. Vzhledem ktomu, ze s(0)=0, tak Ize psat

k
m =0 m : con as , ‘s

s(O):O:—vO—e m +C,. Odtud C,=v,— a tedy pro zavislost urazené¢ dradhy na case dostdvame:
k k

m -%f m m —%f
s(t)z—v();e +v0;=v0; 1-e .

8.8.4.2 Pohyb paraSutisty

Pohyb parasutisty, ktery vyskoci z letadla, je dalsi ukdzkou moznosti vyuziti diferencialnich rovnic ve
fyzice. Cast ulohy je trivialni, nebot’ jeji feSeni vychazi ze znalosti mechaniky tekutin. Dalgi ¢ast ulohy se ale uz
neobejde bez znalosti diferencialnich rovnic.

Priklad: Parasutista o hmotnosti m vyskocil z letadla. Prvni ¢ast jeho pohybu Ize povazovat za volny pad. Tésné
pfed otevienim padaku se pohyboval rychlosti o velikosti v, . Urcete velikost rychlosti, kterou dopadne na zem a

prubéh velikosti rychlosti v zavislosti na ¢ase (od okamziku otevieni padaku). Odporova sila vzduchu je imérna
druhé mocniné velikosti rychlosti.

Reeni: Na parasutistu po vyskoku z letadla ptisobi pouze tihova sila E Zemé (pohybuje se totiz volnym
padem a tedy velikost odporové sily je vzhledem k velikosti tihové sily zanedbatelnd). Po otevieni paddku zacne
pusobit opaénym smérem odporova sila FO vzduchu. Pohybova rovnice tedy bude mit tvar: F :i +FO,
skalarné F = F; — F,, . Velikost tihové sily bude konstantni (vySka, z niz paraSutisté skaCou je zanedbatelna ve

srovnani s rozméry Zem¢), velikost odporové sily se bude postupné zvétSovat. Maximalni rychlosti paraSutista
dosédhne v okamziku, kdy se velikosti obou téchto sil vyrovnaji a dale se bude pohybovat stilou rychlosti

Viopadu - 1€dy Fg =F, a po dosazeni mg:Cvjopadu, odkud pro velikost rychlosti dopadu dostavame

_ Mg
Vdopadu - C .

Pro priibéh rychlosti v zavislosti na ¢ase je nutné feSit pohybovou rovnici F = F; —F;,, do niZ lze dosadit

Cr ot o . RS . ., dv .

ma = mg — Cv* . Vyjadiime-li velikost zrychleni pomoci velikosti rychlosti, lze psat md— =mg —Cv* a rovnici
t

dale upravovat.
dv

m——— =dr (povedla se ndm tedy separace proménnych)
mg —Cv
[t fa
mg —Cv
I m de = Jdt
mg (l - j
mg
T4 far
g7 1= < V2
mg
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éf%:f‘”
(o)

Tento integral lze fesit rozkladem na parcialni zlomky (viz odstavec 5.2.3.3), ale tim nebudeme ulohu
|1+x|

| —xl

udélat substituci u = ,—v atedy — / , odkud dv=
V mg
= Jdt

+ K; K € R . V nasem pfipad¢ je nutné tedy

komplikovat. VyuZzijeme tabulkového integralu J. dr e

|1+u| YK =t
C |1 u| N
g mg
1+ fgv
! In e +K =t
2 é 1- £v
m mg
1+ ’gv
In| V"8 (- k)2 |5€

=e
1- £v
mg
1-K)2,/8€ 2,85,
v(1) S eJ:'K‘_l kde K e_zK\/%
B 1 —
c [ wxpE€ o[ 2
— e " +1 —e K, +1
mg mg
2,/%% 0
moK -1 K
Pocateéni podminky: v(0)=v,; po dosazeni: v(0)=v, ¢ cl =T L a tedy
2,50
A ] e e
mg
2,[8C,
Loy [€ R [l /CJ_MO c
m m
K, = T8 Takze v(r)= g &

C 2 [€,
=% mg < e’ m .[1+v0 /—C J+1—v0 <
mg mg mg

Tato funkce vypada na prvni pohled velmi slozité, ale jeji graf pfesné odpovida fyzikalni zkusSenosti: velikost
rychlosti se bude zvétSovat exponencialng, az dosahne hodnoty vy,,,q, @ na této hodnot¢ jiz setrva (viz obr.

134). Pokud bude pocatecni velikost rychlosti prili§ velka, velikost rychlosti parasutisty se bude naopak
zmenSovat, do t¢ doby, dokud nedosahne velikosti rychlosti vy,,q, (Viz obr. 135). Kazdopadné musi platit

limv(t) = Vdopadu » €0Z je jednoduchy priklad na vypocet limity v nevlastnim bodg.
t—o
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k' W

vdopadu v

Vd.:.p adu

obr. 134 obr. 135
8.8.4.3 Kmitavy pohyb

Priklad: Hmotny bod o hmotnosti m byl uveden do kmitavého pohybu na pruziné s tuhosti k v odporujicim
prostiedi. Pfitom na né&j ptsobi odporova sila, jejiz velikost je ptfimo umérna velikosti rychlosti. (Jedna se tedy o
pohyb harmonického oscilatoru v odporujicim prostiedi.) Najdéte zavislost urazené drahy, rychlosti a zrychleni
na case.

Regeni: Na pohybujici se hmotny bod piisobi odporova sila FO , pro jejiz velikost plati F, =—Cv (to je ve shodé
se zadanim: velikost sily roste s kvadratem velikosti rychlosti; 4 je konstanta). Hmotny bod se bude pohybovat
pod vlivem sily F =ma , ktera bude mit opacny smér ve srovnani s odporovou silou FO Silu pruznosti

F, =—kx lze v tomto pfipadé chapat téZ jako odporujici silu.

Pohybova rovnice vychazejici zdruhého pohyboveho zakona tedy bude mit tvar: ma=F +F,, t.

ma =—Cv—kx . V rovnici jsou tii nezndmé - velikost rychlosti v, velikost zrychleni a a poloha hmotného bodu x.
Metoda separace proménnych nam v tomto pfipad€ nepomize - nepodaii se ndm pievést rovnici na podobny tvar
jako v ptikladé z odstavce 8.8.4.1. Proto je nutné postupovat jinak.

Urcité pomiize vyjadfit vSechny nezndmé pomoci jedné jediné - pomoci polohy x hmotného bodu. Vime, Ze plati

dx . dv , d*x .. .. . « . , ., .

v= T Protoze a = m lze psat a = ? Fyzici, elektrotechnici, ... maji zkuSenosti s podobnymi ulohami a

proto védi, co ma vyjit. Maji pfedstavu o globalnim vysledku tlohy - musi jen dopocitat konstanty.

Proto budeme piedpokladat feseni této tlohy ve tvaru x = Ae™™ | kde 4 je amplituda vychylky a A konstanta

charakterizujici Gtlum oscilatoru. (Neni to vinova délka!!!)

Vzhledem k tomu, ze budeme potfebovat prvni a druhou derivaci polohy podle ¢asu, vypocteme je. Pro prvni
2

L , dx _ , . Py ” .Lodx _ ,
derivaci plati: T =—Ade ™ . Na zaklads prvni derivace lze urcit druhou derivaci: d_2 =2%4e~* . Po dosazeni
t t
do pohybové rovnice postupné dostaneme:

ma =—-Cv—kx
2
mgz—C%—kx
de’ dt

mAtde M = —C(—lAe*ﬂ’)—kAe*/“

mA* =CA—k (vyraz Ae™ 1ze na obou stranach rovnice vytknout a nasledné jim rovnici vydélit)

mA* —CA+k=0 (toto je tzv. charakteristicka rovnice pro koeficient A ; vie ostatni v rovnici jsou konstanty)
C* k
C+ [4m*| —-=
e am [4m2 mj ¢k
b2 2m 2m 2m \am®> m~

Vyraz — zname - ten udadva u harmonického oscilatoru druhou mocninu jeho vlastni thlové frekvence. Proto ho
m

2

o ke ’ o o N

tak oznacime: a)g =—. Vyraz 7= Ey. tedy musi mit také rozmér kvadratu uhlové frekvence; je to ¢len,
m 4m m
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. C .
ktery je zodpovédny za ztraty. Ozna¢me ho b = Py Nyni Ize koeficient 4 psat ve tvaru: 4 , =b+ N a)g .
m

Oznadime-li navic w® =b> -], lze psit: A , =b+./b* —a) =b+w

Je-li b>w,, je A, eR (a navic oba jsou kladné) a lze pro x  psat:
~{b+yB7 -5 |t ~[b—p* -} |t
x=A4e ( O) + 4ye ( 0) = Alef(bm)t + Azef(bfw)t. Tento pfipad je pro dalSi zkoumani nezajimavy -

jedna se o tzv. nadkritické tlumeni, pohyb neni periodicky. Navrat do rovnovazné polohy trva dlouhy cas (viz
obr. 136).

Je-li b=aw,, je 4 =4, €R (dvojnasobny koten). Plivodni predpoklad feSeni je nutné v tomto pfipad€ rozsifit
na x=(A4 +A4t)e ™. Po dosazeni dostaneme: x=(A4 +At)e ™. Jednd se o mezni piipad: oscildtor se ze
nejkrat$i mozny Cas vrati do rovnovazné polohy, z niz uz nevyjde (viz obr. 137).

Je-li b<aw,, je 4,€C. Muizeme tedy pro vychylku X psat:
x= Ale_(b+wi)t +A2e_(b_wi)t = (Ale””” +A2e‘””). Vtomto piipadé se jednd o periodicky pohyb
harmonického oscilatoru s tlumenim. Pravé uvedeny vztah na prvni pohled kmitani harmonického oscilatoru
nepiipomina. S vyuzitim vztahd e® = cos@p+ising a el = cosp—ising (viz odstavec 3.1.5) lze vztah pro
vychylku harmonického oscilatoru piepsat:
x=e” (A1 (cos wt—isinwt)+ 4, (cos wt +isin a)t)) = ((A1 + 4, )cos wt + i(A2 -4 )sin a)t) . Tento vztah
kmitdni mechanického oscilatoru uz p¥ipomina (viz obr. 138). Cinitel A4, + 4, odpovida amplitudé kmitavého

pohybu a vyraz e predstavuje utlum vlivem prostiedi.

Pro dal§i vypocty, pfedpovédi pohybu tohoto typu oscilatoru, ... se vzdy uvazuje pouze redlnd cast
komplexniho ¢isla (resp. Komplexni funkce), které je feSenim zadané diferencialni rovnice. Zapis pomoci
komplexnich ¢isel byl pouzit pro snadnéjsi pocitani. S vyuzitim pfedpokladaného feseni ve tvaru x = Ae™™ jsme
uz derivovani proménné x podle Casu prevedli v podstaté na nasobeni Cinitelem e Operace s vyslednou
funkci ve tvaru komplexnich ¢isel jsou také jednodussi nez kdybychom pocitali pouze s Cisly realnymi.

Na tomto piikladu je také vidét pouziti komplexnich Cisel pii vypoctech s fyzikalni (tedy i mechanickou,
elektrotechnickou, ...) tématikou. S komplexnimi ¢isly se dobfe pracuje a napf. vyjadieni vychylky kmitajiciho
oscilatoru je pfi pouziti komplexnich ¢isel jednodussi.

1.0 1.0
0.5 0.5
(I T oo
u u
| 0.5 | -0.5
-1.0 -1.0
T ETEEE NN |
0 0.5 I 1.5 2 2.9 32 0 0.5 1 1.5 =2 2.5 2
AR k% = v o
obr. 136 obr. 137

g |ha

obr. 138
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8.8.5 Nabijeni kondenzatoru

Diferencialni rovnice popisuji také fadu dé&ju z elektiiny a magnetismu. Fyzikalné dilezitym jevem je
nabijeni kondenzatoru; tento jev lze pfitom popsat relativné jednoduchou diferencialni rovnici, kterou lze
analyticky vyfesit.

Zadani: Odvod'te ¢asovou zavislost prubéhu elektrického napéti méfeného na deskach kondenzatoru
s kapacitou C pfi jeho nabijeni a ¢asovou zavislost elektrického proudu, ktery pfi nabijeni prochazi obvodem.
Kondenzator je pfipojen s ochrannym rezistorem o odporu R ke zdroji stejnosmérného napéti U,, (viz obr. 139).

v

obr. 139
Reseni: Po zapnuti vypinaée zobrazeného ve schématu obvodu na obr. 139 zagne obvodem prochazet
elektricky proud. To znamena, ze elektrostatické sily budou postupné prenaset elektricky nabité Castice
z elektrod zdroje napéti na kondenzator. Oznacime-li napéti na kondenzatoru, jehoz ¢asovy prubéh chceme
nalézt, symbolem u, bude okamzita hodnota elektrického proudu i, ktery tece obvodem, dana vztahem
Uy—u 99)
T

i:

Elektrické napéti zdroje se totiz prerozdéli na kondenzator a ochranny rezistor. V kazdém casovém
okamziku tak musi byt soucet napéti na rezistoru a napéti na kondenzatoru roven napéti zdroje.

Elektricky naboj na kondenzatoru se za dobu A¢ zvysi o hodnotu AQ, ktera je definovana vztahem

AQ=i-At. (100)
Za stejnou dobu tedy napéti na kondenzatoru vzroste o hodnotu Au danou vztahem
101
Au = g . (10D)
C

Vzhledem k tomu, Ze chceme vyjadfit zdvislost napéti na kondenzdtoru na case, dosadime postupné
AQ i-At (Ug—u)-At

vztahy (100) a (99) do vztahu (101). Tak postupné dostaneme: Au :? c RC . Tuto rovnici
mizeme psat také ve tvaru
Au_Uy—u (102)
At RC

Vyse provedené tivahy o zméné€ naboje na deskach kondenzatoru a o nariistu napéti na kondenzatoru lze
provadét takto obecné pouze za predpokladu, ze uvazovana doba Af bude velmi mald ve srovnani s typickou
dobou, po kterou se kondenzator nabiji. Proto je matematicky pfesné¢j$i piepsat rovnici (102) ve tvaru
s diferencialy:

du Uy-u (103)
d RC
Provedena tprava vychazi z definice derivace funkce, kterou muzeme v tomto piipad€ psat ve tvaru
. Au  du
lim —=—.
A—0 At dt

Zameéna ,trojuhelnickt v podilech fyzikalnich vztaht za ,,décka“, kterou fyzikové bézné provadéji,
vychazi prave z definice derivace funkce pomoci limity.

Rovnice (103) je diferencialni rovnice, kterou miizeme vyftesit metodou separace proménnych. Pomoci
du dr

ekvivalentnich tiprav prepiSeme rovnici do tvaru ———=—.
Uy-u RC

Tato uprava neni z matematického hlediska zcela v potadku, protoze m oznacuje symbol pro diferencial
t

funkce a jako takovy nemuze byt rozdélovan. Nicméné fakt, Ze pfipominad zlomek, mize pomoci s fyzikalnim
vyfeseni ulohy. Hledame totiz takovou zavislost napéti na Case, ktera z fyzikalniho hlediska musi byt spojita,
musi mit spojit€ derivace, ... Pokud bychom rovnici fesili Cist€é matematicky, bylo by feSeni vyrazné
komplikovangjsi, protoze bychom museli ovéfovat existenci feSeni, jeho jednoznacnost, parametry hledané
funkce, ...
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Nyni rovnici, kterou jsme upravou ziskali, zintegrujeme. Dostaneme tak rovnici ve tvaru

J-d—u = J-i Po naznacené integraci ziskdme rovnici —ln(U0 —u) = L+K , kde K je libovolna realna
Uy—u RC RC
konstanta.

Spravné by meéla byt konstanta ptfidana na obé strany rovnice (tj. za ob& zintegrované funkce).
Uvédomime-li si ale, ze konstantu mizeme z jedné strany rovnice pievést na druhou, mizeme psat konstantu
pouze jednu.

Vzhledem k tomu, Ze hledame ¢asovou zavislosti napéti u, musime tuto veli¢inu z rovnice osamostatnit.
. . Lo ‘o . t - .
Prvni tprava posledni rovnice je pomérn¢ jednoducha: ln(U —u) =————K . Nyni pfevedeme rovnici na
0 RC

t

ekvivalentni tvar logaritmické funkci: U, —u = e kC , kde e oznacuje Eulerovo cislo. Vyjadrit napéti u je nyni

t

snadné: u=U,—e RC . Nyni  jeste prepiSeme 1épe ¢len s exponencialni funkeci:
L -
e RC~ —¢ RC.o™K — o RC. 4 kde 4 je realna konstanta.

Eulerovo ¢islo umocnéno na konstantu (v naSem piipadé na konstantu K) je opét konstanta (v nasem
ptipad¢€ konstanta A4).

Dostali jsme tak feseni rovnice (103) ve tvaru
_t (104)
u=Uy—A4-e RC.
Nyni zbyva na zakladé pocatecnich podminek urcéit konstantu 4. Pocate¢ni podminky jsou ale
jednoduché: kondenzator byl na zacatku uvazovaného dé€je nenabity, tj. u (O) =0. Dosazenim této podminky do
0
rovnice (104) dostaneme: 0=U,—A4-e RC =U,—-A4-1=U, - 4. Odtud tedy vyplyva, ze A4=U,. Piedtim, nez
napiSeme hledanou zavislost elektrického napéti na deskach kondenzatoru na Case v zavéreéné podob¢, udélame
jedno oznaceni:
1=RC. (105)
Symbolem t se oznacuje tzv. ¢asova konstanta; jeji jednotkou je sekunda a tato veliina charakterizuje
rychlost nabijeni kondenzatoru (resp. vybijeni kondenzatoru). Nyni jiz mizeme psat rovnici (104) ve tvaru
¥ (106)
u=U,|l-e*

Ze vztahu (106) je ziejmé, ze jak konstanta A, tak casova konstanta t jsou definovany korektné.
Konstanta 4 je rovna elektrickému napéti zdroje a to je fyzikalné spravné. Ve vztahu (106) je ji mozné vytknout
a v zavorce zustane bezrozmérnd veliCina. Kdyby konstanta 4 méla vyznam jiné fyzikalni veliiny, nez je

elektrické napéti, nedaval by vztah (106) fyzikaln€ smysl. . o .
Casova konstanta ma jednotky skutecné sékundy, protoze argument jakékoliv funkce (a tedy i

exponencialni funkce) musi byt bezrozmérny.

S vyuzitim vztahu (99), do kterého dosadime napéti na deskach kondenzatoru ve tvaru (106), ziskdme
Casovy prubeh elektrického proudu pii nabijeni kondenzatoru. Postupnymi tUpravami dostaneme:
t

Uy—-U,y|1-e * ot
Uy-Uy+U,-e T . . .
i= 2 =0 0; 0 | Elektricky proud pii nabijeni kondenzatoru tedy mlzeme popsat
vztahem
U, _t (107)
I=—-e ".
R

Grafy zavislosti elektrického napéti a elektrického proudu na ¢ase jsou zobrazeny na obr. 140 a obr. 141.
Kiivost grafu (a tedy i doba, kterd je nutnd na dosaZzeni jiz neménného stavu elektrického napéti resp.
elektrického proudu) je dana casovou konstantou. To znamend, Ze tato doba i kiivost grafii zaviseji pfimo
umérné na kapacité nabijeného kondenzatoru a na odporu ochranného rezistoru.
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b i
Uu """"""""""""""""""" o=

obr. 140 obr. 141

8.8.6 Vybijeni kondenzatoru

Vybijeni kondenzatoru je velmi podobna uloha jako nabijeni kondenzatoru, ktera byla popsana v odstavci
8.8.5. Proto nebude feseni uvedeno tak detailng, jako v pfipadé nabijeni kondenzatoru.

Zadani: Odvod'te ¢asovou zavislost prubéhu elektrického napéti méfeného na deskach kondenzatoru
s kapacitou C pii jeho vybijeni a ¢asovou zavislost elektrického proudu, ktery pfi vybijeni prochazi obvodem.
Kondenzator je nabit na napéti U,, a je pfipojen k ochrannému rezistoru o odporu R (viz obr. 142).

Aty

obr. 142

Reseni: Sepneme-li vypinaé v obvodu, jehoZ schéma je zobrazeno na obr. 142, zaéne se kondenzator
vybijet. To znamena, ze elektrostaticka sila za¢ne pfenaset nabité Castice zjedné desky kondenzatoru pies
ochranny rezistor na druhou desku kondenzatoru tak, aby se elektricky naboj na obou deskach kondenzatoru
vyrovnal. V kazdém ¢asovém okamziku pak bude pro okamzitou hodnotu napéti # na kondenzatoru a okamzitou
hodnotu napéti uy na rezistoru platit vztah

ug +u=0. (108)

V elektrickém obvodu je pouze rezistor a kondenzator; zdroj v ném neni.

Okamzitou hodnotu napéti na rezistoru mizeme rozepsat pomoci Ohmova zékona pro ¢ast obvodu ve
tvaru

U =R-i. (109)

Okamzitou hodnotu elektrického proudu i ziskame podobnou uvahou jako v odstavci 8.8.5, kde jsme
tesili nabijeni kondenzatoru. Prenese-li elektrostaticka sila za dobu Af elektricky naboj AQ, projde obvodem

AQ

elektricky proud i = v Prchodem tohoto proudu se ale napéti na kondenzatoru zméni o hodnotu Au danou
t

A oy .. o .
vztahem Au = ?Q . Mizeme proto okamzitou hodnotu elektrického proudu psat ve tvaru

i Cdu (110)
At

. . A
Rovnici (108) tak midzeme s vyuzitim vztaht (109) a (110) psat ve tvaru RC ?u+ u =0. Dostavame tedy
t

diferencialni rovnici

du u (111)
—+—=0,
dt RC
ktera je velmi podobna rovnici (103). Proto bude mit i podobné feseni.
I tuto rovnici mizeme prepsat do tvaru du = —;:—é, abychom ji mohli feSit separaci proménnych. Po
u

zintegrovani ziskame rovnici Inu = “xC + K , kde K je libovolna realna konstanta. Ziskanou rovnici pfevedeme

t

—+
na ekvivalentni tvar u =e RC | kde e oznaduje Eulerovo &islo. Dal$im zjednoduSenim ziskdme rovnici
_r (112)
u=A4-e RC
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S vyuzitim pocateéni podminky pro okamzitou hodnotu elektrického napéti ve tvaru u(O) =U, ziskame

po dosazeni do rovnice (112) pro konstantu 4 vztah 4=U,. OkamZitou hodnotu elektrického napéti na

kondenzatoru tedy mtizeme psat ve tvaru
L (113)
u=U;-e ",
kde 1 je Casova konstanta definovana vztahem (105).
Okamzitou hodnotu elektrického proudu mizeme ziskat pomoci vztahu (110), ktery piepiSeme ve tvaru

t t
i:C~i—L;. Po dosazeni ze vztahu (113) postupné dostaneme i:C-UO{—l)e T :C'UO.(_RLCj'e T,
"E .

Dostavame tedy finalni tvar Casové zavislosti elektrického proudu prochazejiciho obvodem
Uy ! (114)

i=——%.e T,

Grafické znazornéni hledanych zavislosti popsanych vztahy (113) a (114) jsou zobrazeny na obr. 143 a
obr. 144. Srovname-li grafy zobrazujici pribéh elektrického proudu pfi nabijeni kondenzatoru a pii vybijeni
kondenzatoru (tj. grafy zobrazené na obr. 141 a obr. 144), zjistime, Ze elektricky proud tekouci obvodem pfi
vybijeni kondenzatoru ma opacnou polaritu ve srovnani s elektrickym proudem tekoucim obvodem pii nabijeni
kondenzatoru. To je ale ve shodé s fyzikalni teorii.

i I
Ua

obr. 143 obr. 144

8.8.7 Elektricky proud prochazejici civkou

Také dalsi uloha je z oblasti elektiiny a magnetismu a ackoliv prvni Cast jejiho feSeni bude podobna jako
feseni ulohy z odstavce 0, urcity rozdil zde bude.

Zadani: Civku o indukénosti L pfipojime ke zdroji stejnosmérného napéti. Jaky je pribéh elektrického
proudu prochézejiciho civkou v zavislosti na ¢ase? Najdéte tuto zavislost.

Regeni: Po pfipojeni civky ke zdroji stejnosmérného napéti U (schéma obvodu je zobrazeno na obr. 145)
zacne civkou prochazet elektricky proud /. Jeho hodnota se bude postupné z nuly zvySovat, coZ znamena, zZe
civkou bude prochéazet ¢asové proménny proud. Ten bude zdroje ¢asové proménného magnetického pole (t].
nestacionarniho pole), a proto se na civce bude indukovat napéti U, jehoZ hodnota je ddna matematickym

iaw . Ca do . i o«
vyjadfenim Faradayova zakona elektromagnetické indukce U, =d—. Polarita tohoto napéti je pfitom opacna
t

nez je polarita zdroje napéti. V dusledku indukce tohoto napéti bude civkou prochazet indukovany proud proti
sméru proudu, ktery svym magnetickym polem indukované napéti (resp. indukovany proud) vyvolal; tedy piesné
podle Lenzova zékona.

UL
)
obr. 145
e . , d(er) dr oo
Povazujeme-li induk¢nost civky za konstantu, mizeme psat U, = a7 = LE . Napéti na civee U tedy

drs . . . .
bude dano vztahem U; =U -U; =U —Ld—. V zadani nejsou udaje o vnitinim odporu zdroje napéti, budeme
t

tedy uvazovat pouze svorkové napéti zdroje. Civka je ptipojena ke zdroji stejnosmérného napéti, a proto bude
mit vlastnosti rezistoru o odporu R. Indukénost civky se projevi pouze pii indukci napéti v civce. Mizeme tedy

. . d/ . y d/ . . L
psat rovnici RI =U —Ld—, kterou mizeme prepsat do tvaru RI +Ld— =U . Dostavame tedy rovnici, ktera je
t t
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podobna rovnici z tlohy v odstavci 0, ale nema nulovou pravou stranu (tj. obsahuje absolutni ¢len, ktery nezavisi
na hledané proménné).

Reseni této rovnice provedeme ve dvou krocich: nalezneme feSeni rovnice s nulovou pravou stranou a
k nalezenému feSeni pidame jedno feSeni rovnice s pravou stranou.

.. d/ Y . y v s s .
Rovnici RI + Ld— =0 budeme fesit tak, Ze budeme predpokladat feseni této rovnice ve tvaru I = I,e™.
t
Do fesené rovnice budeme potiebovat dosadit prvni derivaci proudu / podle ¢asu ¢, proto si tuto derivaci nejdiive

vypocteme: @ = Iyae™ . Dosazenim do piivodni rovnice dostaneme rovnici RI,e™ + LIjae™ =0. Po vydéleni
t

nenulovym vyrazem I,e® dostaneme charakteristickou rovnici pro koeficient « ve tvaru R+ La =0 . Odtud

. R s . d/ . - . .
dostavame o = v Obecné feseni rovnice RI + Ld— =0 mame tedy ve tvaru I =[je * ,kde ; je konstantni
t
realné ¢islo.
o SV . . dl . . R .
Pii hledani feSeni pivodni rovnice R/ +Ld—: U musime nalézt tzv. partikularni feSeni této rovnice.
t

PouZijeme metodu variace konstant. Budeme proto nyni pfedpokladat, Ze €initel /, vystupujici v obecném
_B,
feSeni rovnice bez pravé strany neni konstantni, ale zavisi také na ¢ase: I, =I(¢)e . Vzhledem k tomu, Ze

budeme chtit toto feseni opét dosadit do feSené rovnice, pfipravime si prvni derivaci, ktera v rovnici vystupuje:

R R

dr, diy(¢) -t R -t .

—zzﬁe L —=TIy(t)e L. Dosazenim do rovnice dostaneme:

dt dr L

R R R
Re (dr () 2 R = N

RIy(t)e b +L %e L —ZIO (t)e L |=U. Po roznasobeni zavorky dostdvame rovnici ve tvaru

t

R R
RIy(t)e A +L%e L _RI, (t)e '_Ua po Gipravé mame L%e L' ZU . Tuto rovnici uz vyfesime

dr (1 A
o ):geL a zintegrujeme. Dostaneme tedy

relativné  snadno. Upravime ji do tvaru 1 i
t

R R
LU ~ .
:E%eL +K:%eL + K , kde K je realna konstanta.

Io(?)

R R R

. U St —t U
Dostavame tedy obecné feSeni rovnice R1+Ld—:U ve tvaru [ = Eel +K [e L :E+Ke L
t

Vzhledem k tomu, ze elektricky proud v ¢ase 0 mél obecné hodnotu I, = konst., mizeme urcit hodnotu

R
. T gt . U -0 U
konstanty K. Dosazenim do obecného feSeni dostaneme rovnici /, = z +Ke L |, znizziskame K =1, e

R
Obecné feseni dané diferencialni rovnice tedy je [ = %+ (10 —%) L

Pribéh proudu, ktery prochazi civkou, v zavislosti na Case je zobrazen na obr. 146.
I
!

wstaleny

obr. 146
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8.9 VyuZiti diferencidlniho a integrdlniho poctu k ieSeni uloh

V tomto odstavci bude vyfeSeno vzorové nékolik twloh, pfi jejichz feSeni se svyhodou vyuzZije
diferencialni nebo integralni pocet funkce jedné proménné. V zavéru kapitoly jsou pfipraveny i piiklady
nefesené.

Priklad: Jak velka je sila potiebna ke zdvizeni rovinného stavidla, které je pod tlakem vody, je-li jeho hmotnost
250 kg , Sitka 3 m a hloubka vody je 1,5 m. Koeficient tfeni stavidla o opory je 0,3.

Oznaceni veli¢in ze zadani: m =250kg, b=3m, h=1,5m, f=0,3.

Regeni: Sila, kterd je nutnd na vytaZzeni stavidla z vody, je ddna soudtem tihové sily FG’ stavidla a tfeci sily Ft ,
ktera ptisobi mezi stavidlem a svislymi oporami. Tihovou silu je mozné povazovat za konstantni, ale tfeci se
bude ménit v disledku zmény ponofeni stavidla do vody. Pro velikost tfeci sily plati F, =F,.f, kde F, je

velikost normalové sily, tj. sily kolmé ke sméru pohybu stavidla. Tato sila je zptisobena tlakovou silou vody. Na
vodorovny pas stavidla obsahu AS, ktery je vhloubce x, pisobi tlakova sila o velikosti

h
AF = AS.xpg = b.Ax.xpg . Pro velikost tlakové sily ptisobici na celé stavidlo pak dostavame F = .[bxpg.dx. Po
0

h 2 h s
vypoctu: F =J‘bxpg.dx=[x7bpg} =7bpg. Velikost celkové sily, kterou musime na stavidlo pusobit,
0 0

. o . h’ ,
abychom jej  vytdhli, tedy je: Fopow =fct+F=Ff;+F,.f= mg+7bpgf . Po  dosazeni:
h? 1.,
celkova = Mg +7bpgf = 250.9,81+E.1,5 .3.1000.9,81.0,3 N =12385 N .
Zadanou tlohy by bylo mozno vyiesit i bez integralniho poc¢tu. Velikost tlakové sily vody puisobici na stavidlo
zavisi na hloubce vody linearné. Proto je mozné celkovou tlakovou silu vody, ktera na stavidlo ptsobi béhem
jeho vytahovani, uréit jako primérnou silu na celé draze, kterou stavidlo urazi. Je-li stavidlo zcela ponoteno,
plisobi na n&j tlakova sila o velikosti Fy,, = Shpg, je-1i stavidlo vytazeno, plisobi na néj tlakova sila o velikosti
Fano * Findin _ Shpg +0 _ bh’pg

Fiiadina = 0 N . Pro velikost tlakové sily lze tedy psat: F = 5 B 5

, coZ je vztah

shodny se vztahem, ktery byl odvozen pomoci integralniho poctu.
K vytazeni stavidla je tieba pilisobit silou minimalni velikosti 12385 N .

Priklad: Dfevény valec je ponofeny ve vodé do dvou tfetin své vysky. Jakou praci je tieba vykonat pti vytahnuti
valce z vody, je-li jeho polomér 10 cm a jeho vyska 60 cm ?

ReSeni: Oznageni veli¢in ze zadani: » =10cm=0,Im, 7=60cm=0,6 m .

vy

Na valec ponotfeny ve vodé pisobi svisle dold tihova sila E v jeho té€zisti T a svisle vzhtiru vztlakova sila F,_

vz >

vvvvv

vniz plati: F; =F,,. Na zakladé této podminky je mozné vyjadiit hmotnost m valce. Postupné dostaneme:
2 2 . . . .
Fo=F, > mg=Vpg = m= EShp = Enrzhp, kde r je polomér podstavy valce, 4 vyska valce a p hustota

vody.
Pti zvedani valce z vody se bude ménit objem jeho ponofené ¢asti a proto se bude ménit vztlakova sila. (Tihovou
silu budeme povaZovat za konstantni.) Vnéjsi sila, kterou bude valec z vody vytahovan, je F = Fgy +F,, ; pro

jeji velikost plati F' = F; — F,,. Na draze As, na které je mozné silu F povazovat za konstantni, je prace touto
silou vykonana AW = F.As . Celkovou praci, kterou musime pfi vytazeni valce vykonat, je mozné urcit ze vztahu

Zh 2h
3 3
W= I F.ds = I (Fg —F,,).ds . Po dosazeni a dalgich pravach postupng dostavame:
0 0
éh éh 2 h 2
3 2 2 4h 2
W= j Fy—F,,)ds= j mg - wrspg ) ds =| mgs —mr? > =Zarthp. S h—m* T pg == mr*h’pg . Po
O(G ) O(g rg) g 2P| T3S o=y g

dosazeni zadanych hodnot dostaneme: W = %nr2h2 pg = %.3, 14.0,12.0,6%.1000.9,81 7 =24,6 J .
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Zadanou tlohu Ize feSit 1 bez vyuziti integralniho poctu. Staci si uvédomit, ze velikost vztlakové sily zavisi na
hloubce  ponofeni  télesa  linearné.  Hledanou  praci lze  proto  urCit 1  jednoduseji:

2 F, +F i 2 F,\ 2 . .
W= (FG = Fyy privmema )Eh = (FG —%Zhladmaj.gh = (FG - 52 )gh ,kde F, padgina j€ velikost vztlakové

sily plisobici na valec v okamziku, kdy je jeho dolni podstava v roviné vodni hladiny; tedy F,,4ina =0 N . Po

F,
dosazeni dostaneme: W = [FG - 2VZ j%h = (%m’zhpg —%.m’z%hpgj%h = %nrzthg , c0Z je stejny vztah

jako pfi pouziti integralniho poctu.
Pti zvedani valce z vody je tfeba vykonat praci 24,67 .

k
X
— I
A ¥
sz+
a
[ ]
T - ~
T By iy
G AN
obr. 147 ‘ d B
obr. 148

Priklad: Odvod'te Snelliv zékon lomu pomoci Fermatova principu nejmensiho Casu.
Reseni: Tento princip vychazi z ptedpokladu, ze svételny paprsek prochazejici bodem A v jednom optickém
prostfedi a bodem B v druhém prostiedi, urazi vzdalenost AB za minimalni mozny Cas. Podle obr. 148 lze pro

drahu v prvnim prostiedi psat s; = va? +x* a pro drdhu ve druhém prostiedi pak 5y = \lbz +(d —x)2 . Cas

s, Nat+x? +\/bz +(d —x)?
1 V2

, kde v, je velikost

. . s
potiebny k prekonani vzdalenosti AB je pak roven ¢ =—-+-% =
Vi V2

rychlosti svétla v prvnim prostedi a v, pak velikost rychlosti svétla ve druhém prostiedi.
Nyni hledame minimum funkce t(x) - pouzijeme tedy diferencidlniho poctu. Funkci t(x) derivujeme podle

. .. , ., a1 X 1 d—x
proménné x a derivaci poté polozime rovnu nule. Dostaneme: — = - =0.

dx v \/az-i-x2 V2 \/b2+(d—x)2

. . sina v . .,
=0, ktery je mozné piepsat do tvaru — =—L A to je Snelliv zakon
2 vy sinff v,

sing sin

Odtud ziskdme vztah

lomu.

Piiklad: Civkou sindukénosti 0,25 H protéka proud 7 =Iysinwt, kde I, =1A a ©=3140s". Urlete

maximalni hodnotu napéti, které se v civce indukuje.

Redeni: Oznadeni zbyvajici veli¢iny ze zadani: L =0,25H

Casové proménny proud budi kolem civky &asové proménné magnetické pole, které zptisobuje indukci

elektrického napéti vcivce. Na zakladé Faradayova zakona -elektromagnetické indukce plati:
AD LAI

u; :_T: Vel Pro ptesnéjsi popis (tj. sledovani zmén proud na velmi malych casovych intervalech)
t t

o c o do _ Ldl e -

muzeme Faradaylv zédkon vyjadfit ve tvaru: =_E:_T' Po dosazeni prubéhu proudu ze zadani

d . . ,
dostaneme: u; = —L.E(IO sin a)t) =—-Lljwcoswt. Vzhledem ktomu, Ze funkce kosinus nabyvd hodnot

z intervalu (—1; 1) , pro maximalni hodnotu indukovaného napéti plati:
Uimax =|~LIgo| = LIj© =0,25.1.3140 V =785V

Maximalni napéti, které se indukuje v civce je 785 V.
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Priklad: Dva pfimé velmi dlouhé rovnobézné vodice se nachazeji v urcité¢ vzdalenosti od sebe. Vodici protékaji
proudy 40 A a 30 A ve stejnych smérech. Na zvétSeni vzajemné vzdalenosti vodi¢l na trojnasobek je treba
vykonat urcitou praci. Vypocitejte ¢ast této prace, ktera ptipada na jednotkovou délku vodice.

Reseni: Oznaceni veli¢in ze zadéni: 7, =40 A, I, =30 A, s, =35,

Ze zadani ulohy vyplyva, ze se vodice k sobé vzajemné pfitahuji. Proto k oddaleni vodici do sebe bude tieba

dodat soustaveé urcitou energii - tj. bude tieba konat praci. Velikost magnetické sily plsobici na vodi¢, kterym
protéka proud I, a ktery se nachazi ve vzdalenosti d od druhého vodice, jimz prochazi proud /,, je déna

ZL%I , kde [ je délka vodi¢ti a p permeabilita prostiedi.
T

vztahem F, =

Velikost sily FTn se tedy se zvétSujici se vzdalenosti d meéni (klesd). Proto neni mozné pouzit vztah pro praci

W = F.s.cosa . Sila vystupujici v tomto vztahu totiz musi byt konstantni. Proto si musime pomoci: staci si

uvédomit, ze na malém intervalu dréhy As miZeme povazovat i proménnou silu za konstantni. A ¢im mensi

bude Gsek As, tim spise lze pokladat silu na tomto Gseku za konstantni. Pro praci pak plati: AW = F.As a z toho
Sy

dostavame: W = IF .ds . Pred dal§im vypoctem je nutné si uvédomit, ze vzdalenost d vystupujici ve vztahu pro
S

velikost magnetické sily je totozna s isckem drahy s (resp. As) ze vztahu pro vypocet prace. Proto budeme

pouzivat v obou ptipadech shodného znacéeni - napf. s. Muzeme tedy  psat:
Sy Sy Sy
LI 1 1 1 1 1
W= ij.ds = [ R A g :&lj—ds =&1[ln|s|]52 D (s, —nsy) = 2L g 52 Po
2n s 2n s 2n S 2n 2n 5
8| S S

1 1077 40.
MWLy s, _ 47m107.40.30

LIn3J=2,63.10"17J.
2n 51 2n

dosazeni ze zadani: W =

Na jednotkovou délku vodi¢u pii jejich vzajemném oddaleni na trojnasobek pocateéni vzdalenosti pfipada prace
W=2,6310" Im™.

Piiklady:

25. Hmotny bod se pohybuje piimocare tak, ze po velikost jeho rychlosti plati vztah v=+/1+7 . UrCete, v cem
je tento zapis nepfesny a napiste jeho spravny tvar pro a) ¢iselné hodnoty velicin v a ¢, b) veliCiny v a ¢. UrCete
drahu, kterou hmotny bod urazi za prvnich deset sekund pohybu, a velikost zrychleni, kterého hmotny bod
v tomto ¢ase dosdhne. Draha se méfi od okamziku ¢ =0s.

26. Velikost zrychleni hmotného bodu pii jeho ptfimocarém pohybu rovnomérné klesne béhem 20 s z pocatecni

hodnoty 10 m.s™ na nulovou hodnotu. Jak velkou rychlosti se pohyboval hmotny bod v ¢ase 20 s ? Jakou drahu
za tuto dobu urazil, byl-li v ¢ase t =0s v klidu?

27. Spageta visi svou &asti pres okraj stolu. Uréete priibh velikosti rychlosti, s jakou klouze dolti. Celkova
délka Spagety je d, ¢ast visici dolti na pocatku je d,, . Pfedpokladejte dokonalou ohebnost $pagety a zanedbatelné
tfeni.

29. Urcete polohu téziste ctvrtkruhu o poloméru R.

Vv

Vv

3. V nadob¢ tvaru rotacniho valce, jehoZz osa ma smér tihového zrychleni, je do vysky /4, nad dnem nalita
nestacitelna kapalina o hustoté p . Nadoba ma polomér R. Necht’ se nadoba otaci kolem své osy stalou thlovou
rychlosti @ tak, aZ se kapalina pisobenim vnitifniho tfeni postupné vSechna roztoc¢i stejnou tthlovou rychlosti
jako nadoba. Pozorovatel rotujici s nadobou zjisti, ze kapalina je vici nadobé v klidu. Urcete rovnici plochy
hladiny rotujici kapaliny. V jaké vzdalenosti 7, od osy leZi body hladiny, které pfi rotaci jsou v ptivodni vySce
hy hladiny nerotujici kapaliny a jaké je smérnice te¢ny v téchto bodech?

32. Urcete elektrickou intenzitu a elektricky potencial na ose kruhové smycky nabité s konstantni linearni
hustotou 7 .

33. Pomoci Gaussovy véty odvod’te vztah pro kapacitu a) 2 rovnobéznych desek, b) kulového kondenzétoru, b)
valcového kondenzatoru.

34. V homogennim tihovém poli je oteviend nddoba ve tvaru rotacniho vélce se svislou osou. Nadoba ma pficny
prufez S, a je naplnéna do vysky 4, kapalinou. Ve dn¢ nadoby je otvor o prifezu S, z n€hoz vytéka obsah
nadoby do volného prostoru. Kontrakci proudu vytékajici kapaliny neuvazujte. Urcete, jak zavisi velikost
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rychlosti vytékajici kapaliny na vySce s hladiny ode dna nadoby a diskutujte zvlastni piipad, kdy S, < S'.
Urcete dobu, za kterou se nadoba vyprazdni.

35. Nacrtnéte ¢asové pribehy napéti indukovaného v civce, kterou prochdzi magneticky indukéni tok popsany
rovnici: a) @ =kt ,b) @ = kt? c) =@, sinwt . ka @, jsou konstanty.

36. Jak velky magneticky indukéni tok prochazi ve vakuu umisténym obdélnikovym zavitem o stranach a a b,
teGe-1i podél ného jdoucim vodi¢em proud I? Reste pro piipad, kdy je vodi& rovnob&zny s a) delsi, b) kratsi
stranou zavitu.

37. Jakou préaci vykona 10 moll idealniho plynu pii izotermické expanzi plynu, pii niZ se pocatecni objem
plynu zdvojnasobi?

8.10 Dynamicke modelovani

Rada fyzikalnich (elektrotechnickych, ...) zavislosti je matematicky popsana diferencidlnimi rovnicemi
(viz odstavec 8.8), které ovSem nemusi byt analyticky feSitelné. Analytické feSeni bud’ neexistuje nebo jeho
nalezeni ¢i vyjadieni je tak komplikované, ze matematicka stranka problému zastini vlastni problém fyzikalni
(elektrotechnicky, ...).

Resit jakoukoliv rovnici analyticky znamena vyjadfit neznamou proménnou nebo funkei ,,vzoreckem®,
v némz budou vystupovat proménné nebo funkce znamé ze zadani a nasledného fyzikalniho rozboru problému.

Proto je vhodné znat i dal§i metody, jak nalézt feseni dané rovnice. Vzhledem k tomu, Ze uvazované typy
diferencialnich rovnic vétSinou popisuji fyzikalni problém, neni nutné znat jejich feSeni naprosto presné.
Vsechny vysledky, které na zaklad¢ fyzikalniho rozboru dané situace a nasledného vypoctu ziskame, musime byt
schopni ovétit v praxi méfenim. Proto netrvame na piesnosti vypoctu na nékolik desitek desetinnych mist, nebot’
s takovou presnosti nejsme schopni bézné fyzikalni veli¢iny (Cas, poloha, velikost rychlosti, teplota, elektricky
proud, ...) méfit. Pfi hledani feSeni nam tedy vétSinou postacuje takova presnost nalezeného feSeni, kterd
odpovida presnosti nasledného promérovani fyzikalnich velicin.

Metody, kterymi se timto zptisobem hleda feseni, se nazyvaji numerické metody. Numerickych metod je
cela fada - napf. numerické feSeni rovnic je popsané v odstavci 8.3. Nyni se zaméfime na metodu tzv.
dynamického modelovani. Tato metoda je zalozena na vytvoreni vhodného matematického modelu pro danou
situaci a nasledném matematickém feSeni tohoto modelu. Tyto metody byly znamy jiz v minulych stoletich,
presto se vétsiho rozsifeni a pouzivani dockaly az s nastupem vykonné vypocetni techniky.

Popisované metody se vétsinou oznacuji jako Eulerovy metody na pocest Svycarského matematika a
fyzika Leonharda Paula Eulera (1707 - 1783), ktery patfil k tehdejsi matematické elit€. Poprvé pouzil tuto
metodu jiz v roce 1768 pii hledani co nejlepsi aproximace derivace.

Ve dvacatém stoleti se o rozvoj této metody zaslouzil jeden z nejvétsich fyzika té doby, americky fyzik a
popularizator fyziky Richard Phillips Feynman (1918 - 1988).

8.10.1 Princip metody

8.10.1.1 Zdkladni principy

Abychom mohli vytvofit dynamicky model pohybu télesa (resp. hmotného bodu) o hmotnosti 7, musime
znat:

1. pohybovou rovnici popisujici dany dé€j - jedna se o rovnici vychézejici ze druhého Newtonova
zakona, ktery miizeme matematicky psat ve tvaru

F=ma: (115)
2. pocateéni podminky - pocatecni polohu a daného télesa (resp. hmotného bodu), velikost a smér

pocatecni rychlosti v, , velikost a smér pocatecniho zrychleni g, ...

Pravou stranu vztahu (115) muzeme upravit s vyuzitim definice okamzitého zrychleni a okamzité
rychlosti do tvaru

. - v a2 (116)
F=ma=m—=m——,
e de?
kde a je okamzité zrychleni daného télesa (resp. hmotného bodu), v jeho okamzita rychlost a r okamzita
poloha. Vsechny tyto tii veli¢iny jsou obecné zavislé na case a navic mize napf. poloha hmotného bodu zaviset
na velikosti zrychleni nebo velikost zrychleni na poloze a podobné.
Sila F vystupujici ve vztahu (115) resp. (116) miize byt:
1. konstantni;
2. proménna v zavislosti na zrychleni nebo rychlosti daného télesa (resp. hmotného bodu);
3. casov€ promeénna.
Nejcastéji se modeluji déje, béhem kterych na dané téleso (resp. hmotny bod) plisobi tyto typy sil:

1. konstantni tihova sila v homogennim tithovém poli s tthovym zrychlenim § dana vztahem
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F=mg: (117)
2. gravita¢ni sila v radialnim poli centralniho télesa o hmotnosti M, kde M > m , popsana vztahem
— Mm 7 (118)
F = —K—zml s
r-r

kde r je polohovy vektor uréujici vzdalenost daného hmotného bodu od stiedu centralniho t€lesa (coz je také
pocatek vztazné soustavy);

r s _ o z 2 - z ° . 7 .
Symbol — oznacuje jednotkovy vektor ve smeéru vektoru » . Jednotkovy vektor je vektor, jehoz velikost
r

je rovna jedné jednotce, s niz ve zvoleném systému soufadnic pocitame.

3. sila pruZnesti ptsobici na hmotny bod zavéSeny na pruziné pii jeho vychyleni zrovnovazné
polohy (pocatek vztazné soustavy), ktera je popsana vztahem
Fe—kr, (119)
kde £ je tuhost pruziny, ktera vytvaii silu pruznosti;

Uvedené sily patfi mezi tzv. konzervativni sily. To jsou takové sily, pfi jejichz ptsobeni plati zdkon
zachovani mechanické energie. Zadna cast mechanické energie se tedy nespotiebovava na praci nutnou na
ptekonani odporovych sil. Na pohybujici se téleso (resp. hmotny bod) oviem vétSinou pusobi i tzv. disipativni
sily, pii jejichz pusobeni se ¢ast mechanické energie nevratné méni na jiné formy (vétSinou na vnitini energii
pohybujiciho se télesa a jeho okoli).

Meéni-li se tedy ¢ast mechanické energie na vnitini energii, pohybujici se téleso se zahtiva. Ohiev je sice
nepatrny, ale z hlediska zakona zachovani energie nastava.

Disipativni sily ¢asto zaviseji na okamzité rychlosti v t&lesa (resp. hmotného bodu) a patfi mezi né:
4. sila odporu viskozniho prostiedi pii pomalych pohybech dana vztahem
F=-bv, (120)
kde b je soucinitel odporu t€lesa (soucinitel umérnosti mezi silou odporu a rychlosti pohybu télesa). Specialnim
ptipadem sily popsané vztahem (120) je sila dana Stokesovym zakonem ve tvaru
F=6mrv, (121)
kde n je dynamicka viskozita a » je polomér télesa ve tvaru koule;
5. sila_odporu prostiedi pii vysSich velikostech rychlosti proudéni, pii nichz vznika turbulentni
proudéni, popsana vztahem
F=—Kw; (122)
specialnim pripadem této sily je odporova sila popsana Newtonovym vztahem
F = -1CSpv; , (123)
2
kde C je soudinitel odporu, S plocha pti¢ného fezu télesa a p hustota prostfedi, ve kterém se dané téleso
pohybuje.
Sila, ktera plisobi na téleso (resp. hmotny bod), mize byt také casové proménna. Nejcastéji se jedna o
harmonicky proménnou silu popsanou vztahem

F =F, sinot, (124)
kde F,, je amplituda velikosti sily a o je tthlova frekvence uvazovaného typu oscilatoru.

Dynamickym modelovanim obvykle feSime ulohy popisujici pohyb télesa (resp. hmotného bodu) po
usecce nebo v roving. Tohoto zjednoduseni 1ze dosahnout i vhodnou volbou pocatku a os vztazné soustavy. Pak
mizeme pro vyslednou silu ptisobici na pohybujici se téleso (resp. hmotny bod) psat rovnici (116) ve skalarnich
tvarech

3 (125)
mF:FX (t, X, y, z,vx,vy,vz),
P (126)
m?f:Fy(t,x,y, z, vx,vy,vz)
a
d’z (127)
md7:Fz(t, X, ¥, z, vx,vy,vz),

kde x, y a z jsou slozky polohového vektoru v, v, a v, jsou velikosti sloZek vektoru rychlosti v a F., k|

x>y
a F, jsou velikosti slozek sily F .

Pokud navic pusobici sila zavisi jen na nékterém z vySe uvedenych parametrt, jeji vypocet se dale
zjednodusi. Pomoci matematického modelu je potom na zaklad¢é pohybovych rovnic ve tvaru (116) (resp. (125)
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az (127)) postupné urovana poloha pohybujiciho se télesa (resp. hmotného bodu), velikost jeho rychlosti a
velikost jeho zrychleni. To znamend, Ze k urcité posloupnosti ¢asovych okamzika {ti} je nalezena posloupnost

okamzitych poloh {;(ti )} , posloupnost okamzitych rychlosti {\qz(ti )} a posloupnost okamzitych zrychleni

{Zz (ti )} . Hodnoty téchto posloupnosti jsou pak zobrazovany bud’ formou tabulky nebo vhodného grafu
(zéavislost drahy na Case, zavislost velikosti rychlosti na Case, ...). Pii vytvareni modelu ma znacny vyznam
¢asovy krok /:

CASOVY KROK h JE ROZDIL DVOU PO SOBE JDOUCICH CLENU ARITMETICKE
POSLOUPNOSTI CASOVYCH OKAMZIKU {1}, TJ. PLATI

h=t, —t. (128)

i+1 i

Pri dynamickém modelovani tedy nahradime spojity pribéh velicin popisujicich dany fyzikalni dgj
(draha, rychlost, elektricky proud, elektrické napéti, ...) posloupnosti hodnot téchto veli¢in. Zvolime-li
dostatecné maly krok vzhledem ke zménadm zkoumanych veli¢in, ziskame posloupnosti vypoctenych velicin
(draha, rychlost, elektricky proud, ...), které budou dostatecné ,,husté*. Pti vykresleni do grafu dané zavislosti
pak budeme sice vykreslovat jednotlivé body, ale pti dostateéné ,,hustoté* vypoétenych hodnot veli¢in bude graf
vypadat jako graf spojité funkce.

Zavedenim casového kroku # a posloupnosti Casovych okamzikd {ti} budeme vlastné¢ misto

diferencialnich rovnic (napf. rovnice (115)) fesit tzv. diferen¢ni rovnice. To jsou rovnice, v nichz ¢as (obecné
nezavisla proménna) neplyne rovnomérné spojité, ale plyne zde skokové. Pritom ,,délku* skoku urcuje casovy
krok definovany vztahem (128).
Samotné dynamické modelovani pak znamena fesit posloupnost krokd:
1. na zakladé pocatecnich podminek popisovaného déje (resp. v dal$im kroku na zakladé nove urcené
velikosti rychlosti a hodnoty polohy) urcit vyslednou silu plsobici na pohybujici se téleso (resp.

hmotny bod)
FizF(ti,ri,vi); (129)
2. ur¢it zrychleni télesa (resp. hmotného bodu) na zakladé vztahu
R (130)
a; =—;
m
3. urcit velikost rychlosti pohybu télesa (resp. hmotného bodu) pomoci vztahu
Vig = Vi +aih; (131)
4. urcit polohu télesa (resp. hmotného bodu) pomoci vztahu
K =h+vih (132)
5. urdit dalsi Casovy okamzik pomoci vztahu

Opakovani krokti popsanych vztahy (129) az (133) provadime tak dlouho, dokud ma popis pohybu smysl
(nez dopadne téleso vrzené k zemi na zem, nez se nabije kondenzator, ...). Rovnice by patrné byly definované i
pro piipady, které nemaji fyzikalni smysl - proto musime jednoznacné stanovit konec d¢je.

VeétSinou se rovnice touto metodou fesi s vyuzitim pocitace. Proto stanoveni konce vypoctu znamena
testovat platnost néjaké vhodné podminky (kladna vyska télesa nad podlozkou, nenulovy proud, ...).

8.10.1.2 Zduivodnéni pouZiti piibliZnych vztahn
Zduvodnéni pouziti vztahi (131) a (132) v odstavcei 8.10.1.1 mizeme podat fyzikalné nebo matematicky.

Fyzikéalni zdGvodnéni napf. vztahu (132) vyplyva z definice okamzité rychlosti ve tvaru v =%. Bez pouziti
t

. 1 N , Ar L, Fiq—F .y
diferencialniho poctu lze tento vztah psat ve tvaru v = e tedy po rozepsani ve tvaru v = % Odtud jiz
t t
snadno vyjadiime 7., ve tvaru
T =1 +VAL. (134)
Uvédomime-li si, ze Casovy krok Az jsme oznadili £, jsou vztahy (132) a (134) totozné.

Matematicky se na vztah (132) mizeme divat jako na ¢ast Taylorova rozvoje (viz odstavec 8.1) pro
hodnotu funkce f'v bodé x v okoli bodu a, ktery ma tvar

f(x):f(a)+%f‘)(x_a)+%“)(x_a)z+%(!")(x_a)3 ‘.

Vezmeme-li pro vypocet polohy v uvahu pouze prvni dva ¢leny, dostaneme

(135)
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ar (1) (136)
r(tH_l): r(tl)"l‘d—tl(tl_H _tl)'

Piepiseme-li vztah (136) ve znaceni pomoci posloupnosti poloh a velikosti rychlosti, ziskame prave vztah
(132). Taylortv rozvoj dava také navod, jak pfipadné metody vypoctu zptesnit: nebudeme brat jen dva ¢leny, ale
vezmeme Cleny tfi. Pak dostaneme

137
ri+1:ri+vih+%aih2. (137)

Analogicky lze vysvétlit také pouziti vztahu (131).
Dalsi zprestiovani metody spociva v pouziti sofistikovanéjSich metod - napt. Rugte-Kuttovy metody.

8.10.1.3 Ruzné varianty metody

Jednotlivé kroky metody dynamického modelovani popsané v odstavci 8.10.1.1 pomoci vztahd (129) az
(133) Ize provadét v neékolikerém poradi. Zejména vztahy (130) az (132) Ize aplikovat tfemi riznymi zptsoby.
Oznacime-li vypocet velikosti zrychleni dle vztahu (130) zkratkou A4, vypocet velikosti rychlosti dle vztahu (131)
pismenem V a vypocet polohy dle vztahu (132) pismenem R, dostavame celkem tfi rtizné moznosti uspotfadani
vypoctu pii dynamickém modelovani. Ty jsou shrnuty v tab. 3.

Pismena A4, V' a R byla zvolena pochopiteln¢ podle oznaceni dané fyzikalni veliCiny, ktera se prislusnym
vztahem pocita.

ARV AVR RAV
51=Zl(ti,;i,;i) Zti:&(ti,;i,;i) Ky =F+vih
i =1 +vih Vil =V tah Z’:Z’(tis;a‘ji)
Viy =V +aih el =K +Vigh Viy =V +ah
iy =t +h Ly =4L+h Ly =t+h

tab. 3

Metody ARV a RAV se tedy lisi pouze v pfipadé, ze zrychleni t€lesa (resp. hmotného bodu) zavisi na
jeho poloze. V ostatnich ptipadech jsou vysledky ziskané obéma metodami stejné.

8.10.2 ReSené vilohy

Pro ilustraci metody dynamického modelovani popsané v odstavci 8.10.1 uvedeme néekolik feSenych
uloh, aby bylo zfejmé jeji pouZiti.
8.10.2.1 Volny pad

Zadani: Pomoci metody dynamického modelovani zobrazte graf zavislosti vysky na Case a graf zavislosti
velikosti rychlosti na Case pro volny pad hmotného bodu o hmotnosti 200 g z vysky 20 metrii na vodorovnou
polozku.

Reseni:

Na obr. 149 je zobrazen hmotny bod a sila, kterd na n¢j béhem jeho volného padu pusobi. Volny pad je

zpusoben konstantni tihovou silou E , ktera je dana vztahem (117). Na zakladé metody dynamického

modelovani popsané v odstavci 8.10.1.1 a vztahu (116) miZeme tedy sestavit pohybovou rovnici uvazovaného
volné padajiciho hmotného bodu ve tvaru

ma =mg . (138)
R
A -
e
A
obr. 149

Pohybova rovnice ve tvaru (138) je zapsana ve skalarnim tvaru, protoze volny pad je pohyb po tisecce a
neni proto nutné jej vysetiovat ve trojrozmérném prostoru. Hmotnosti m vystupujici na obou stranach rovnice
(138) 1ze pochopitelné celou rovnici vydélit.

Fakt, ze hmotnosti vystupujici na obou strandch rovnice (138) jsou stejné, neni samoziejmy. Je
dasledkem tzv. principu ekvivalence. Ten fiké, ze setrvacnd hmotnost (télesa, které se pohybuje) a gravitacni
hmotnost (t€lesa v gravitaénim resp. tthovém poli) je stejna.
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Setrvacna hmotnost je hmotnost télesa, které chce setrvat v klidu (nebo v pohybu) a brani se tedy ptsobici
sile (at’ uz pii zrychlovani nebo zpomalovani).

Dale budeme postupovat dle metody uvedené v odstavei 8.10.1.1. K feSeni vyuzijeme programovy
systém Mathematica, ve kterém lze ulohu snadno zpracovat. Dulezita ¢ast zdrojového kddu z tohoto programu je
zobrazena na obr. 150. Grafy ziskané pfi volbé proménné deltat = 0,1 (ve znaceni z odstavce 8.10.1.1
je to proménna k) jsou zobrazeny na obr. 151 (graf zavislosti vysky hmotného bodu nad vodorovnou podlozkou
na Case) a obr. 152 (graf zavislosti velikosti rychlosti na Case). Je zfejmé, Ze oba grafy odpovidaji teoretickému
popisu volného padu.

F=muy:
pocet = 1;
rychlost[[pocet]] = vi0;
ryska[[pocet]] = hmax;
While [wska[[pucet]] =0,
F
a=—;
m
rychlost [pocet + 1]] = rychlost[[pocet]] + a deltat;
vy=ka[[pocet + 1]] = vyska[lpocet]] - rychlost[[pocet + 1] deltat;

pocet = pocet + 1] H

obr. 150
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obr. 151 obr. 152

8.10.2.2 Pad télesa v odporujicim prostiedi

Zadani: Pomoci metody dynamického modelovani zobrazte graf zavislosti vysky na Case a graf zavislosti
velikosti rychlosti na ¢ase pro pad télesa ve tvaru koule o hmotnosti 200 g a poloméru 5 cm z vysky 20 metri na
vodorovnou polozku. Predpokladejte, ze pro velikost odporové sily puisobici proti pohybu télesa, plati Newtondv

vztah (123). V piipadé koule je C = 0,48 a hustota vzduchu je p =1,3 kgm™.

ResSeni:

Fyzikalni rozbor ulohy je zobrazen na obr. 153. Na téleso ptsobi stala tihova sila Fc; a odporova sila Fe ,

jejiz velikost se zvysSuje z nulové hodnoty aZ po maximalni hodnotu rovnou velikosti tihové sily. Tato rovnost
obecné ovsem nemusi nastat - zavisi na vysce £, ze které téleso pada.

N 5 suans
h A %
g
R
obr. 153

Uvazujeme-li pohyb v homogennim poli, je velikost tihové sily stala. Zménu jeji velikosti se vzdalenosti
od povrchu Zemé neuvazujeme.

Pohybova rovnice s vyuzitim vztahu (116), vztahu (117) pro tihovou silu a vztahu (123) pro odporovou
silu ma tvar
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obr. 154. Ve zdrojovém kodu byla pro snadnéjsi zapis definovana proménna koeficient vztahem

ma = mg —%CSpv2 .

Dalsi vypocet probihd podle rovnic uvedenych v odstavci 8.10.1.1.

pocet = 1;
rychlost[[pocet]] = vD;
ryska[pocet]] = hmax;
While [wska[[pncet]] =0,
F=myg-koeficient rj|._'1::hlv|:|nst[[_];m:lu::et]]2 H
F

a=—r:
m

rychlost[[pocet + 1]] = rychlost[[pocet]] + adeltat;
ry=ska[[pocet + 1]] = y¥yska[[pocet]] - rychlost[[pocet + 1]l deltat;

pocet = pocet + 1] H
obr. 154

Aplikovana matematika

(139)

Cast zdrojového kodu programového systému Mathematica, ve kterém byla tiloha feSena, je zobrazena na

koeficient = %CSp .

(140)

Proménna koeficient je tedy dana soucinem konstant, které ovliviiuji velikost odporové sily. Proto je i
sama promeénna koeficient béhem celého vypoctu konstantni.

Ve skute¢nosti se méni s rostouci vySkou od povrchu Zemé hustota vzduchu. Tyto zmény jsou ale v nami
uvazovaném piipade zanedbatelné.

Na obr. 155 je zobrazen graf zavislosti vysky télesa nad vodorovnou podlozkou na ¢ase a na obr. 156 je
zobrazena zavislost velikosti rychlosti na ¢ase. Srovnanim grafi na obr. 151 a na obr. 155 zjistime, Ze ,kiivka“
zobrazena na obr. 155 klesa pozvolnéji a téleso dopada na podlozku ptiblizné za 2,2 sekundy, zatimco v piipad¢
volného padu za jinak stejnych podminek dopada za 2 sekundy. Vyrazny rozdil je v grafech zobrazenych na obr.
152 a obr. 156, na kterych je zobrazena zavislost velikosti rychlosti na ¢ase. Zatimco v pripadé volného padu
(graf na obr. 152) je tato zavislost linedrni, v piipadé zapocteni odporu vzduchu je tato zavislost exponencialni
(viz obr. 156).
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V odstavci 8.8.4.2 byla pomoci pfesného analytického feSeni diferencialni rovnice (139) vyfeSena
obecnéjsi uloha, ktera je téméf shodnd sulohou feSenou v tomto odstavci; rozdil spoc¢iva vtom, Ze uloha
z odstavce 8.8.4.2 byla feSena obecné bez zadani ¢iselnych hodnot a byla feSena pro pocatecni velikost rychlosti
pohybu télesa v, . Na zakladé€ analytického feSeni byl ziskan vztah pro velikost rychlosti pohybujiciho se télesa

v zavislosti na ¢ase ve tvaru

2,5 / /
e\/:.[H—vO Cj—l+v0 <
mg mg
2,55 /
< e\/:. I+v, < +1-v, <
mg mg mg

kde C ma stejny vyznam jako proménna koeficient definovana vztahem (140).

153

(141)
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V ptipad¢€, ze budeme uvazovat pohyb s nulovou pocatecni rychlosti, jaky v tomto odstavci uvazujeme,
staCi do vztahu (141) dosadit v, = 0. Ziskdme tak vztah
2 i (142)
e'" -1

C’ 2\/Et
— e '™ +1

mg

v(t):

ktery miZeme povazovat za funkéni predpis zavislosti velikosti rychlosti na ¢ase pro nami studovany pohyb.
Vykreslime-li jej do stejného grafu, jako feseni ziskané pomoci dynamického modelovani (viz graf na obr. 156),
budeme moci porovnat ptesnost metody zalozené na dynamickém modelovani.

Kfiivka definovana vztahem (142) je spolu se zavislosti velikosti rychlosti na ¢ase ziskané pomoci
dynamického modelovani vykreslena na obr. 157. Je zfejmé, Ze odchylky pfesného vypoétu (spojita kiivka) od
numerického vypoctu (izolované body) jsou minimalni. Pfesnost by bylo mozné jesté zlepSit zmenSenim
¢asového kroku 7 (viz definiéni vztah (128)).

a_5 1.0 1.5 Z.0 a

obr. 157

8.10.2.3 Sikmy vrh v odporujicim prostiedi

Zadéni: Pomoci metody dynamického modelovani zobrazte graf zavislosti y-ové souradnice pohybujiciho
se télesa na jeho x-ové soufadnici a graf zavislosti velikosti rychlosti na ase pro Sikmy vrh tohoto télesa ve tvaru
koule o hmotnosti 500 g a poloméru 10 cm. Té€leso bylo vystieleno pod elevacnim uhlem 35° pocatecni

rychlosti o velikosti 10 ms™. Predpokladejte, ze pro velikost odporové sily, ptisobici proti pohybu télesa plati

Newtontiov vztah (123). V piipadé koule je C = 0,48 a hustota vzduchu je p=1,3 kg.m™.

Reseni:

Pti pohybu télesa je nutné v tomto ptipadé ptihlédnout k tomu, ze trajektorii pohybu jiz neni tsecka (jako
tomu bylo u uloh feSenych v odstavcich 8.10.2.1 a 8.10.2.2), ale rovinna kiivka. Proto musime tlohu fesit
dvourozmérné. Proto je dobré si i fyzikalni rozbor udé€lat v kartézském systému souradnic Oxy. Na obr. 158 jsou
zobrazeny dvé trajektorie, které pfipadaji v iivahu:

1. cast paraboly, po které by se téleso pohybovalo ve vakuu;

Kfivka je symetrickd: za polovinu ¢asu, ktery uplyne mezi vystielem a dopadem télesa, dosahne téleso
maximalni vysky vystupu.

2. balisticka kiivka, po niz se téleso pohybuje v odporujicim prostiedi.

Balisticka ktivka vznikla z ptivodni symetrické kfivky ,,deformaci“ vlivem odporové sily vzduchu. Fakt,
ze nejvice je kiivka ,,deformovana“ v casti pred dopadem télesem, souvisi s tim, ze velikost odporové sily je
umérnd kvadratu velikosti rychlosti. Vzhledem k tomu, Ze pred dopadem se téleso pohybuje nejrychleji, ptisobi
na n¢j v této fazi letu i nejvetsi odporova sila, a proto je tato cast kiivky nejvice deformovana.

U trajektorie, po niz by se téleso pohybovalo ve vakuu, je zobrazen i vektor okamzité rychlosti a jeho
rozklad na dvé¢ slozky - x-ovou a y-ovou.

Obecné je mozné volit rozklad vektoru na libovolné dvé slozky nebo vice slozek. V praxi se ovsem vzdy
voli takové slozky, které maji fyzikalni vyznam (rychlost ve sméru osy x i ve sméru osy y maji fyzikalni
vyznam) a s nimiz se dobfe pocita. V piipadé¢ dvou navzajem kolmych slozek je mozné pouzivat Pythagorovu
vétu a goniometrické funkce definované v pravouhlém trojuhelniku.
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i
m
Ty
o eyl :
trajektorie ve vakuu
balisticka kiivka
@ .
m
obr. 158

Pro dalsi postup pomoci dynamického modelovani (viz odstavec 8.10.1.1) je diilezité znat sily, které na
pohybujici se téleso plsobi. Rozkladem vektoru rychlosti na dvé navzajem kolmé slozky (viz obr. 158) miizeme
cely pohyb télesa rozdélit na svislou ¢ast a vodorovnou ¢ast. V obou smérech piisobi na téleso sily ovliviujici

jeho pohyb. Ve vodorovném sméru pisobi na téleso odporova sila F—Ox Ve svislém sméru pisobi na téleso
tihova sila E a odporova sila iy. . Smér tihové sily je béhem celého pohybu stejny: tihova sila ma smér svisly
dolti. Smér odporové sily Ey se méni - tato sily ptisobi vzdy proti sméru pohybu. Proto v prvni fazi pohybu

télesa pisobi tato sila smérem svisle dolt (viz obr. 159) a ve druhé ¢asti plisobi smérem svisle nahoru.
¥

m

—
W

e

obr. 159
Na zéklad¢ této tivahy mutizeme psat pohybové rovnice pro uvazované téleso s vyuzitim vztahu (116),
vztahu (117) pro tihovou silu a vztahu (123) pro odporovou silu ve tvarech

143
ma, =—%CSpvxv (143)

1 (144)
ma, =—mg —ECSpvyv R

kde a, je velikost zrychleni ve vodorovném sméru, a, je velikost zrychleni ve svislém sméru, v, je velikost

rychlosti ve vodorovném sméru, v, je velikost rychlosti ve svislém smeru a v je velikost rychlosti, pro kterou

M (145)

Na obr. 160 je zobrazena Cast zdrojového kodu programového systému Mathematica, ve kterém byla
uloha feSena. Ve zdrojovém kodu je pro snadnéjsi zapis pouzita proménna koeficient definovana vztahem (140).

Trajektorie pohybu daného télesa je zobrazena na obr. 161. Ackoliv jsou tlumici parametry pohybu
(polomeér télesa, soucinitel odporu a hustota vzduchu) relativné malé, presto je ziejmé, ze zobrazena trajektorie
neni symetrickd. Na obr. 162 je zobrazen pro uvazovany pohyb graf zavislosti velikosti rychlosti na ¢ase.

plati vztah
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pocet = 1;

rychlostx[[pocet]] = v0 Cos[alfa]:
rychlosty[[pocet]] = v0 Sin[alfa]:

rychlost[[pocet]] = ’M'r rj{t::hlu:ns:t:r.[[_[:ul:m::f_-,t]]2 + 1'3.'1::lllv|:|ns:i:j.,'[[_];m:m::f:i:]]2 H
X[Ipocet]] = hb;
¥l[pocet]] = ho + 10°°;
While [ﬂpucet]] = ha,
Fx = ~koeficient rychlostx[[pocet]]l rychlo=t [[pocet]]:
Fy = -myg - koeficient rychlosty[[pocet]] rychlost [pocet]];

Fx
ax=—:
mn
Fy
ay=—:
mn

rychlostx[lpocet + 1]] = rychlostx[[pocet]] + ax deltat;
rychlosty[lpocet + 1]] = rychlosty[[pocet]] + ay deltat;
X[pocet + 1]] = x[[pocet]] + rychlostx[[pocet + 1]] deltat;
¥[Ipocet + 1]] = ¥lIpocet]] + rychlosty[[pocet + 1]l deltat;

rychlost[[pocet + 1]] = N'r rychlostx[[pocet + 1]]2 + rychlosty[[pocet + 1]]2 H

pocet = pocet + 1] H

obr. 160
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8.10.2.4 Kmitavy pohyb v odporujicim prostiedi
Zadani: Pomoci metody dynamického modelovani zobrazte graf zavislosti okamzité vychylky na Case a

graf zavislosti velikosti rychlosti na Case pro t&leso o hmotnosti 200 g kmitajici na pruziné o tuhosti 100 N.m™' .
V okamziku za¢atku pohybu mélo téleso okamzitou vychylku 15 cm a nachazelo se v klidu.

Regeni:

Na obr. 163 je zobrazen fyzikalni rozbor situace. Na pruzinu o klidové délce /, bylo zavéSeno téleso o
hmotnosti m, které na pruzinu pisobi tithovou silou E Pruzina se tak prodlouzila o Al a téleso se ustalilo
v rovnovazné poloze, protoze na néj pruzina pusobila silou pruznosti Fp. Tato sila méa v rovnovazné poloze

stejnou velikost, ale opac¢ny smér, nez sila tihova, tj. s vyuzitim vztahu (117) pro tithovou silu a vztahu (119) pro
silu pruznosti plati
mg = kAl . (146)

Bude-li mit téleso zavéSené na pruziné vychylku y, velikost sily pruznosti se zvétsi. Tihovou silu i silu
pruznosti, které ob& puisobi na zavazi zavésené na pruzin€, mizeme nahradit vyslednou silou F ; ta miif bdhem
kmitavého pohybu télesa do rovnovazné polohy, do niz se snazi kmitajici téleso vratit.

Na zaklad¢ této tivahy mizZeme s vyuzitim vztahu (116), vztahu (117) pro tihovou silu, vztahu (119) pro
silu pruznosti sestavit pohybovou rovnici kmitajiciho t€lesa ve tvaru ma =mg —k(Al + y) . Tu mtzeme
s vyuzitim vztahu (146) upravit na tvar

ma=-ky . (147)
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Rovnici (147) pouzijeme pro dynamické modelovani zadané ulohy v programovém systému
Mathematica. Cast zdrojového kodu, ktera zajistuje vypocet okamzité vychylky a velikosti rychlosti kmitajiciho
télesa, je zobrazena na obr. 164.

pocet = 1;
rychlost[[pocet]] = vi0;
¥pocet]] = ¥0;

While [pucet deltat « 1.5,

F = -k ¥[Ipocet]];

F
a=—;
m

rychlost [pocet + 1]] = rychlo=t[[pocet]] + adeltat;
y¥lIpocet + 111 = ¥lIpocet]l + rychlostIpocet + 1]] deltat;
pocet = pocet + 1]:

obr. 164

Graf zavislosti okamzité vychylky kmitavého pohybu télesa na Case je zobrazen na obr. 165 a graf
zévislosti velikosti rychlosti pohybujiciho se t¢lesa na ¢ase je zobrazen na obr. 166. Z obou grafii je zfejmé, ze
odpovidaji zadanému pohybu: amplituda vychylky je konstantni (nepocitali jsme s odporovymi silami) a velikost
rychlosti je nulova v okamziku, kdy oscilator dosahuje maximalni vychylky, a ma maximalni hodnotu
v okamzicich, kdy oscilator prochazi rovnovaznou polohou. Grafy na obr. 165 a obr. 166 byly ziskany pro
¢asovy krok (definovany vztahem (128)) definovany v systému Mathematica ptikazemdeltat = 0,01.
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Budeme-li postupné cCasovy krok zvySovat, budeme ziskdvat méné bodG pro vykresleni obou
popisovanych grafii a postupné prestane byt sinusova zavislost (jasné patrnad z grafii na obr. 165 a obr. 166)
ziejma. Zvysime-li ¢asovy krok nad urcitou hodnotu, piestane vytvofeny model odpovidat fyzikalni realité. Na
obr. 167 a obr. 168 jsou zobrazeny oba popisované grafy znovu, tentokrate pro c¢asovy krok
deltat = 0,09. Je vidét, ze amplituda vychylky i velikost rychlosti postupem ¢asu rostou. A to je
v piipadé vlastniho kmitani pruzinového oscilatoru nemozné! Pro tuto volbu ¢asového kroku a vSechny hodnoty
vyssi tak model nedava fyzikalné ptijatelné vysledky. Tuto skutecnost je nutné brat v tivahu pfi feSeni vSech
podobnych uloh.

Metody dynamického modelovani poskytuji dostatecné presné vysledky pouze tehdy, pokud je zvolen
dostatec¢né maly ¢asovy krok v porovnani s dobou, po kterou modelovani provadime.

Pfi modelovani pohybu harmonického oscilatoru jsme volili ¢asovy krok 0,01 s a jeho perioda (odectena
napf. z grafu na obr. 165) je priblizn¢ 0,3 sekundy (tj. 30krat vyssi nez Casovy krok). Budeme-li modelovat
pohyb druzice kolem Zemé¢, bude ptijatelny ¢asovy krok roven fadoveé desitky sekund.

Mensi ¢asové kroky kladou vyssi naroky na pamét’ pocitace, nebot’ je tfeba uchovavat vétsi mnozstvi dat
pro vykresleni hledanych funkcnich zavislosti. VEtsi ¢asové kroky na druhou stranu zvysuji nepfesnost vypoctu
a mohou poskytovat fyzikalné nespravné vysledky (viz grafy na obr. 167 a obr. 168). Proto je nutné odzkouset
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vypocet pro nékolik ¢asovych krokl a pro dalsi praci s dosazenymi vysledky vybrat ty, které nejvice odpovidaji
fyzikalnimu rozboru dané situace. Toto zkouSeni ov§em miiZe byt u slozitéjSich tloh asové i technicky naro¢né.
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