Analyticka geometrie — prisecnice dvou rovin, J. Reichl, © 2024

Zadani dlohy
Urcete vzdjemnou polohu rovin danych obecnymi rovnicemi o:x+2y—-2z4+3=0 a

B:x—y+2z-2=0.Jsou-li roviny riznobézné, urete rovnici jejich prisecnice.

Reseni wilohy

Ze zadanych rovnic vypiSeme soufadnice normalovych vektort: a=(l; 2;—2) a

%=(l;—l;2). Jak je patmé, jeden vektor neni nasobkem druhého, takze jsou tyto vektory

rtiznobézné. Proto jsou riznobézné i zadané roviny. Situace je zobrazena na obr. 1.
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obr. 1

Hledat priisecnici zadanych rovin, o kterych jsme pravé dokazali, Ze jsou riznobézné, mizeme
nyni dvéma zplsoby. Prvni zptisob bude vice algebraicky, druhy vice analyticky (geometricky).

Pokud budeme chtit vyjadfit rovnici prisecnice p zadanych rovin, je tfeba mit na paméti, Ze
mizeme pouzit pouze parametrické vyjadfeni (jiné vyjadfeni piimka v prostoru nema). Na prisecnici
rovin lezi ty body, které lezi soucasné v obou rovinach. A protoze obecna rovnice roviny popisuje
vztah mezi soufadnicemi libovolnych bodul lezicich v dané roviné, staci z algebraického hlediska fesit
soustavu rovnic

x+2y-2z4+3=0 (1)
xX—y+2z-2=0
Jedna se o soustavu dvou rovnic o tfech neznamych. Ale protoze tato soustava feSeni mit musi
(roviny jsou riiznobézné a jejich spolecné body existuji), mizeme jednu neznamou volit jako parametr
a ostatni dvé vyjadrit pomoci tohoto parametru. Je rozumné volit za parametr proménnou x, ale neni to
nutné.

Sectenim rovnic (1) ziskdme rovnici 2x+ y+1=0, zniZ je mozné vyjadrit y=-2x-1. Po
vynasobeni druhé rovnice soustavy (1) dvéma a naslednym sectenim rovnic dostaneme rovnici

3x+2z-1=0, odkud lze vyjadrit zz%. Spoleénymi body zadanych rovin jsou tedy body,

jejichz soutadnice lze psat ve tvaru
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Bod se soutadnicemi (2) lze psat téz ve tvaru P = {0 +x;—1-2x; 3 —%x} X€e R} , ze kterého

bude ndzorngji patrné vytvoreni parametrického vyjadieni pfimky. Znovu si uvédomme, Ze body P
jsou spolecné body obou rovin, tedy to jsou body hledané prisecnice p. Proto Ize prisecnici p psat
v parametrickém vyjadieni

pix=t (3)
y=-1-2¢
z:l—it;teR
2 2

Pochopitelné€, Ze toto vyjadreni prisecnice p zadanych rovin neni jediné mozné. Ekvivalentni
parametrické vyjadieni bychom ziskali, kdybychom jako parametr zvolili nezndmou y nebo neznamou
Z.

Druhy zptisob hledani priiseCnice p obou rovin vyuzivd geometrické vlastnosti uvazovanych
objektli. Prisecnice p obou rovin lezi v obou rovinach. Smérovy vektor s piimky p je tedy kolmy
k obéma normalovym vektorim 7, a n, zadanych rovin. Soufadnice smerového vektoru s miizeme

tedy najit pomoci vektorového soucinu (vysledny vektor je totiz kolmy k obéma vektorové nasobenym
vektoriim). Plati tedy

E:ax%=(2;—4;—3). 4)
V parametrickém vyjadfeni pfimky p v prvnim zptisobu feSeni tilohy (viz vztahy (3)) je uveden

. — 3 . , o A . - . .
smérovy vektor s, =[1;—2;—5j. A je zjevné, ze plati s=2s,, a proto i vektor s je smérovym

vektorem piimky p.

Nyni musime znat soufadnice jeste¢ jednoho bodu, kterym piimka p prochazi. Téchto bodu je
nekone¢né mnoho a vSechny lezi jak na pfimce p, tak v obou rovindch. Staci proto zvolit x-ovou
soufadnici tohoto hledaného bodu A napt. x, =0 a dosadit do rovnic popisujicich ob¢ zadané roviny,

tj. do soustavy (1). Ziskdme tak soustavu rovnic
2y, —2z, +3=0 (5)
—y, +2z, =2=0’

.. . | R . o
jejimz kofeny jsou y, =—1 a z, = 5 Muizeme tedy psat parametrické vyjadieni ptimky p ve tvaru:

p:x=2k (6)
y=—1-4k;
z=1—3k;keR
2

Porovnanim parametrickych rovnic (3) a (6) zjistujeme, ze jsou (aZ na nasobek pivodniho
smérového vektoru) identické. Kdybychom zvolili za x-ovou soufadnici bodu A jinou hodnotu nez 0,
ziskali bychom jiny bod, ¢imz by se parametrické vyjadreni (6) liSilo od parametrického vyjadieni (3).
Ale obé by i tak stale popisovala stejnou piimku p.
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Zadani dlohy
Urcete vzédjemnou polohu rovin danych obecnymi rovnicemi @:x+3y+2z-2=0 a

O0:x+ y+2z+2=0.Jsou-li roviny riznob&zné, urcete rovnici jejich prisecnice.

ReSeni tlohy

Ze zadanych rovnic vypiseme soufadnice normalovych vektori: a =(;3%2) a ny=(11;2).
Jak je patrné, jeden vektor neni nasobkem druhého, takze normalové vektory jsou rtiznobézné. Proto
jsou riznobezné i zadané roviny. Situace je zobrazena na obr. 2.

obr. 2

Priise¢nici rovin miizeme opét najit feSenim soustavy rovnic, které tvoii zadané obecné rovnice
rovin. Dostavame tedy soustavu rovnic
x+3y+2z-2=0 @)
Xx+y+2z+2=0"
v niz opé€t zvolime neznamou x jako parametr, v zavislosti na kterém vyjadiime ostatni proménné.

Po vynésobeni druhé rovnice minus jednickou a secteni rovnic (7) dostaneme rovnici
2y—4=0, odkud vyjadiime y =2. Po vynasobeni druhé rovnice soustavy (7) minus tfemi a secteni

obou rovnic ziskame rovnici —2x —4z —8=0, odkud vyjadiime z = —%x -2.
Spole¢nymi body zadanych rovin jsou tedy body, jejichz soutfadnice I1ze psat ve tvaru

P={[x;2;—%x—2}xeR}. ®

Na zakladé¢ soutadnic bodu P, které lezi na hledané priisecnici p, I1ze psat parametrické vyjadreni
prasecnice ve tvaru

pix=t ©)
y=2
1
z=-2-—f;teR
2
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Parametrické vyjadieni prasecnice (9) neni jediné mozné.
Jak je patrné z y-ové soufadnice parametrického vyjadieni piimky p, tak smerovy vektor piimky
p ma nulovou prave tuto y-ovou soutadnici. To znamena, Ze piimka p je kolma prave k ose y.

Pro uplnost uvedeme jesté druhy zpisob hledani prisecnice obou zadanych rovin zalozeny na
geometrickém pohledu.

Piimka p lezi v obou rovinach a je tedy kolma na jejich normalové vektory Z; a a . Proto je i
smérovy vektor s prusecnice p kolmy na oba normalové vektory zadanych rovin. Proto mtizeme psat

s=n,xn;=(40,-2). (10)

Smérovy vektor piimky p tedy bude vektor % = (2; 0; — 1) , ktery je spravé vypoctenym

vektorem rovnobézny.

Bod B, ktery na piimce p lezi, necht’ ma napft. x-ovou soufadnici rovnou 1. Ostatni soufadnice
bodu B ziskame fesenim soustavy rovnic

143y, +225,-2=0 (11)
1+ yg +2z5+2=0
Resenim této soustavy jsou hodnoty: Yypg=2azg= —% , a proto parametrické vyjadieni piimky

p muzeme psat ve tvaru:

pix=1+2] (12)
y=2
z=—§—l;leR
2

Ackoliv je toto parametrické vyjadieni jiné nez vyjadieni popsané vztahy (9), jedna o
parametrické vyjadieni téZe primky.



