Analyticka geometrie — mimobézné primky, J. Reichl, © 2024

1. MIMOBEZNE PRIMKY

Mimobé&zné piimky jsou pro fadu lidi relativné obtizn¢ predstavitelné a nékteré jejich vlastnosti
jsou pro fadu z nich dokonce i neznamé. Proto se na jejich vlastnosti podivame detailné;ji.

1.1 Definice

DVE PRIMKY JSOU MIMOBEZNE, POKUD NELEZi V JEDNE ROVINE.

Mimobézkami tedy neni mozné prolozit takovou rovinu, aby v ni lezely ob¢€ soucasne.

Uvazujme mimobé&zné ptimky p a ¢ (viz obr. 1) dané takto:
1. pfimka p je dana bodem A a smérovym vektorem u;

2. ptimka q je dana bodem B a smérovym vektorem V.

obr. 1

Body A a B jsou navzajem rizné, smérové vektory jsou rGznobézné. Jsou-li piimky p a ¢
mimobézné, pak nemaji zddny spole¢ny bod.

1.2 Odchylka mimobéZnych piimek

Uvazujme dvé mimobézné ptimky p a g, které jsou dany takto:

1. pfimka p je dana bodem A a smérovym vektorem u;

2. ptimka q je dana bodem B a smérovym vektorem v.
Odchylka dvou mimobéznych pfimek se definuje pomoci riiznobéznych ptimek.
ODCHYLKA DVOU MIMOBEZNYCH PRIMEK SE DEFINUJE JAKO ODCHYLKA

DVOU RUZNOBEZNYCH PRIMEK VEDENYCH LIBOVOLNYM BODEM PROSTORU
ROVNOBEZNE SE ZADANYMI MIMOBEZNYMI PRIMKAMI.

Sta¢i tedy napft. pfimku p posunout rovnobézné do bodu B leziciho na pfimce ¢ do polohy p'.
Odchylka mimobéznych piimek p a g pak bude definovand pomoci odchylek dvou riznobéznych
ptimek p’ a g (viz obr. 2).

Odchylka ¢ dvou mimobéznych piimek p a ¢ pak je tedy definovana vztahem, ktery definuje
odchylku dvou riznobé&znych piimek p' a g:
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(1)

obr. 2

1.3 Pricka mimobéZek

Zvlastnim typem ptimek jsou tzv. pricky mimobézek.

PRiCKA MIMOBEZEK JE PRIMKA, KTERA PROTINA KAZDOU ZE ZADANYCH
MIMOBEZEK V JEDNOM BODE.

Pticka mimobézek miize byt ptitom definovana rizné:

1. k danym mimobézkam vést piicku, ktera prochazi zadanym bodem nelezicim na zadné ze
zadanych mimobézek (viz kapitola 1.3.1);

2. k danym mimob&zkdm vést piicku rovnobéznou se zadanou piimkou (resp. zadanym
vektorem) — viz kapitola 1.3.2;

3. kdanym mimobézkam vést pficku, na niz body, vnichz pricka protina zadané
mimobézky, vytinaji usecku nejkratsi mozné délky (viz kapitola 1.3.3).

~Mrw

1.3.1 Pricka mimobézek vedena zadanym bodem

Postup, jak najit pficku mimobézek, kterd ma prochdzet zadanym bodem nelezicim na zadné
z nich, popiSeme teoreticky a poté ukdzeme na konkrétni iloze.

Predpokladejme, ze jsou dany dvé mimobézné piimky p a g: pfimka p je dana bodem A a
smérovym vektorem ua pfimka g je dana bodem B a smérovym vektorem v. A déle je dan bod R
nelezici na Zadné z nich (viz obr. 3).

Najit pficku mimobézek p a g, kterd prochazi bodem R, lze takto:

1. jednou z pfimek (napt. pfimkou p) a bodem R prolozime rovinu p (viz obr. 4);

Tato rovina je jednoznacn€ urcena, protoze bod R nelezi na zadné ze zadanych mimobéZzek.

2. najdeme prisecik C druhé z ptimek (tedy piimky ¢) s rovinou p (viz obr. 5);
3. sestrojime piicku » (resp. najdeme jeji parametrické vyjadieni) prochéazejici body C a R —
viz obr. 6;
4. najdeme prisecik D pficky 7 s prvni piimkou (4. s ptimkou p) — viz (obr. 7).
Pochopitelné, Ze rovinu p lze prolozit i pfimkou ¢ a hledat pak prisecik této roviny a pfimky p.
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Z uvedeného rozboru hledani pticky mimobézek prochazejici zadanym bodem je zjevné, Ze
pricku bude mozné nalézt, pokud bude mozné jednoznaéné sestrojit rovinu p. To bude mozné pti

libovolné poloze bodu R, ktery (ve shod¢ se zadanim) nelezi na Zadné ze zadanych mimobézek. Ale uz
obecné nemusi existovat prisecik C druhé piimky a roviny p. Bod C nebude existovat, pokud rovina

p bude rovnobézna se druhou ze dvou mimobéznych pfimek. Obé zadané piimky budou sice
mimobézné, ale diky vzajemné poloze bodu R (a tedy i sestrojené roviny p) muze byt druhd pfimka
rovnobézna se sestrojovanou rovinou.

Proto bod R musi lezet mimo rovinu, ktera prochazi jednou ze zadanych piimek a je rovnobézna
s druhou ptimkou. Nebude-li bod R lezet v téchto dvou rovinach, pak bude existovat pticka zadanych
mimobéznych pfimek prochdzejici bodem R.

zZ £
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obr. 3 obr. 4

Ob’”: 5 o obr: 6
Uvazujme nyni konkrétni zadéni. Pfimka p je dana bodem A =[0;2;3] a vektorem u =(-1;1;1)
a ptimka ¢ je dana bodem B = [2; -1 4] a vektorem v = (2; ;- 1) . Jejich pricka r ma prochazet bodem
R =[42;-1].
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obr. 7

Parametrické vyjadieni ptimky p je:
pix=—t )
y=2+t
z=3+11telR
Dale budeme potiebovat parametrické vyjadreni pfimky ¢. To ma tvar:
q:x=2+2s; 3)
y=—1+s;
z=4-5;5€R
V ramci korektnosti bychom méli ukazat, ze zadané piimky p a ¢ jsou skute¢né¢ mimobézné.

Jejich smérové vektory uav jsou sice navzajem raznobézné (neni jeden nasobkem druhého), ale i
tak pfimky nemuseji byt mimobézné. Je tieba zjistit, zda maji spolecné body, tedy pokusit se najit
body, které lezi na piimce p (a tedy jejich souradnice splituji rovnice (2)) a soucasné lezi na piimce g
(a jejich soutadnice vyhovuji rovnicim (3)). Musime tedy fesit soustavu rovnic

—t=2+12s 4)
2+t=-1+s
3+t=4-s

S neznamymi ¢ a s.
Jedna se o tii rovnice o dvou neznamych, proto vyfesime nejdiive prvni dvé rovnice. Jejich

seCtenim dostaneme rovnici 2=1+3s, zniz vyjadiime s=§. Z prvni rovnice pak vyjadiime

neznamu ¢ ve tvaru ¢t =-2-2s a dosazenim vypoctené hodnoty neznameé s ziskdme hodnotu druhé

neznamé t=—2—2-l=—§.
3 3

Nyni je tieba ovéfit, zda vypoctené hodnoty nezndmych vyhovuji posledni rovnici feSené

.y (s 8 1 ., . .
soustavy. Pro jeji levou stranu dostavame 3+t=3—§=§. Jeji prava strana je pak rovna
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1 11 . .
4—5=4 -3 = 3 Posledni rovnice tedy nevyhovuje vypoctenym neznadmym ¢ a s. To tedy znamena,

Ze soustava (4) nema feSeni. Neexistuje tedy ani spolecny bod piimek p a g. Vzhledem k tomu, ze
jejich smérové vektory jsou riznobézné, museji byt ptimky p a g nutné mimobézné.
Nyni potfebujeme najit obecnou rovnici roviny p, kterd prochazi pfimkou p a bodem R. Dva

linearné nezavislé vektory lezici v této roviné jsou smérovy vektor pfimky p a vektor GR, kde G je
libovolny bod pfimky p.
Bod G ziskame volbou napi. =1 a dosazenim do rovnic (2); dostaneme tedy: G = [—1; 3; 4] .
Proto GR =R -G = (5; -1;-5 ) . Normalovy vektor n roviny p pak mizeme psat ve tvaru:
n=uxGR =(~4;0;-4). (5)
Obecnou rovnici roviny p muzeme tedy psat ve tvaru x+z+d =0; vyuzili jsme normalovy

vektor ve tvaru 7= (1; 0; 1) , coZ je plné v souladu s vypoctem (5).

Pro normalovy vektor roviny je dilezity smérem, nikoliv jeho velikost.

Dosazenim bodu R, ktery vroviné¢ p lezi, dostivame rovnici ve tvaru 4—-1+d =0, odkud
ziskame d =-3. Rovina p ma tedy obecnou rovnici:

p:x+z-3=0. (6)
Pro nalezeni soufadnic priseciku C roviny p a ptimky ¢ musime vyfesit soustavu rovnic (6) a

(3). Dosazenim rovnic (3) do rovnice (6) dostaneme rovnici 2+ 2s+4—s—3=0 pro neznamou s. Pro
jeji hodnotu dostavame: s =-3. Dosazenim do rovnic (3) dostaneme soufadnice hledaného pruseciku

C=[-4-47].
Nyni jiz miizeme psat parametrické vyjadreni pficky r. Ur¢ime soufadnice jejiho smérového
vektoru RC=C—R = (—8; —6; 8) . Parametrické vyjadreni pticky » tedy ma tvar:
rix=4-4k; (7)
y=2-3k ;
z=—1+4k;keR
vydeleni soutadnic smérového vektoru piimky  pred dosazenim do vztahl (7) nenulovym skalarem je
zjednoduSenim dalsiho vypoctu (opét — analogicky jako u normalového vektoru roviny — je dilezity
smér tohoto vektoru, nikoliv jeho velikost).
Ackoliv jsme ukol ze zadani — najit pficku » zadanych mimobéznych piimek — splnili, je vhodné
najit jesté i souradnici bodu D, ve kterém pricka r protina ptimku p. Vzhledem k tomu, ze bod D ma

lezet na obou téchto piimkach, musi jeho soufadnice spliovat rovnice (2) a (7). Ziskame tedy soustavu
rovnic

~t=4-4k (8)
24t=2-3k .
3+t=—1+4k

Tu budeme fesit podobné, jako jsme feSili soustavu (4), Z prvnich dvou rovnic soustavy (8)
jejich sectenim ziskame rovnici 2=6-7k, ze které vyjadiime k=7. Z prvni rovnice vyjadiime

4 12
neznamou ¢ ve tvaru ¢ =4k —4 a po dosazeni hodnoty neznamé & ziskame ¢ =4 7 4= R

Zbyva ovéftit, zda nalezené hodnoty neznamych ¢ a k vyhovuji také posledni rovnici soustavy

. . , L 12 9 , . .
(8). Leva strana této posledni rovnice je rovna 3+¢=3 —7 = 7 a prava strana teze rovnice je rovna

4 . .
—1+4k=—1+4-7=%. Soustava rovnic (8) ma tedy feSeni, a to odpovida soufadnicim bodu D.
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Dosazenim napi. vypoctené neznamé ¢ do rovnic (2) ziskame soufadnice hledaného priseciku dvou
, 12 2 9
pfimek D=| —;—; = |.
777
1.3.2 Pricka mimobéZek rovnobézné s danou primkou (resp. s danym vektorem)
Postup, jak najit pricku mimobézek rovnobéznou s danou piimkou popiSeme opét nejdiive
teoreticky a poté ukazeme na konkrétni tiloze.
Predpokladejme, Ze jsou dany dvé mimobézné piimky p a ¢: pfimka p je dana bodem A a

smérovym vektorem ua pfimka ¢ je dana bodem B a smérovym vektorem v. A dale je dana primka A
bodem H a jejim smérovym vektorem w (viz obr. 8).
Najit pficku mimobézek p a g, ktera je rovnob&zna s piimkou £, 1ze takto:
1. libovolnym bodem napt. piimky p vedeme p¥imku 4" rovnobéZznou s p¥imkou % (viz obr.
9);
2. pfimkamip a A’ prolozime rovinu p (viz obr. 10), v niz lezi také hledana pticka r;

Rovina je jednozna¢né uréena bodem, ve kterém se ptimky p a A’ protinaji, a smérovymi
vektory obou primek.

3. najdeme prisecik C druhé z piimek (tedy pfimky ¢) s rovinou p (viz obr. 11);

4. sestrojime pticku 7 (resp. najdeme jeji parametrické vyjadieni) — viz obr. 12;

Pricka » je nyni urCena nalezenym bodem C a smérovym vektorem piimky /4, s niz ma byt
pricka rovnobézna.

5. najdeme soufadnice bodu D, ve kterém piicka r protinda druhou zadanou piimku (tj.
primku ¢g) — viz obr. 13.

Aby byl vyse uvedeny postup realizovatelny, je nutné, aby zadana pfimka / byla riznob&ézna
nebo mimobéznad s obéma zadanymi pifimkami. Jinymi slovy vektory u,vaw museji byt linedrné
nezavislé. Kdyby nezavislé nebyly, tak by nebylo mozné bud’ sestrojit rovinu p (pfimky p a 4’ by
byly totozné) nebo by nebylo mozné najit bod C (sestrojena rovina p a piimka ¢ by byly navzajem
rovnobé&zné).

Uvazujme nyni konkrétni zadani. Pfimka p je dana bodem A = [O; 2; 3] a vektorem u = (—l; K 1)
a ptimka ¢ je dana bodem B = [2; -1 4] a vektorem v = (2; ;- 1) . Jejich pticka » ma byt rovnobézna
s piimkou / danou bodem H =[4;2;—1] a sm&rovym vektorem w= (-L-12).

Ptimky p a g byly zvoleny stejné, jako zadané piimky v feSené tiloze v kapitole 1.3.1, proto
jejich parametricka vyjadieni jsou popsana rovnicemi (2) a (3). Nemusime tedy ani ovétovat fakt, ze
jsou mimob¢ézné (tento fakt jsme ovéfili v kapitole 1.3.1).

Rovina p je ur¢ena ptimkami p a A’, tedy bodem A a dvéma navzajem ruznob&éznymi vektory

u a w. Proto mizeme urdit normalovy vektor n roviny p:
n=uxw=(312). ©)
Obecnou rovnici roviny p miizeme tedy psat ve tvaru 3x+ y+2z+d =0. V této roving lezi

bod A, pro jehoz soufadnice musi tedy rovnice roviny platit. Proto mizeme psat rovnici
3-:0+2+2-3+d =0, odkud vyjadiime d =-8. Obecna rovnice roviny p ma tedy tvar:

p:3x+y+2z-8=0. (10)

Nyni najdeme prusecik roviny p a piimky g tak, ze do rovnice (10) dosadime parametrické

vyjadieni (3) ptimky g. Ziskame tak rovnici 3- (2 + 2s) + (—1 + s) +2- (4 - s) —-8=0, zniz vyjadiime

s=—1. Dosazenim do parametrick¢ho vyjadieni (3) pfimky ¢ ziskdme soufadnice hledan¢ho
priseciku: C=[0;-2;5].
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Nyni jiz mizeme napsat parametrické vyjadieni hledané pricky r, ktera prochazi bodem C a
jejim smérovym vektorem je vektor w:

rix=-—l (11)
y=-2-1
z=5+2;1eR

br. 8
oor obr. 9

obr. 10 obr. 11

Zbyva urcit soufadnice priseciku pfimek r a p. To znamend, Ze musime vyfesit soustavu rovnic
sestavenou z parametrickych vyjadieni ptimky p (2) a pfimky » (11):
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—t=—] (12)
2+t=-2-1.
3+t=5+2]

Sectenim prvnich dvou rovnic dostaneme rovnici 2 =-2-2/, z niz vyjadifime /=-2. Z prvni
rovnice okamzité vidime, ze t=1[=-2. Zbyva ovéfit dosazenim do tfeti rovnice soustavy (12), ze
nalezené hodnoty neznamych ¢ a / fesi i tuto rovnici. Pro jeji levou stranu dostaneme 3+¢=3-2=1 a
pro pravou pak mame 5+2/=5-4=1. Leva i prava strana tieti rovnice jsou stejné, proto ma feSena
soustava jako celek jedno feSeni. Existuje tedy prusecik pfimek p a r. Dosazenim hodnoty neznamé ¢

do rovnic (2) resp. hodnoty neznamé / do rovnic (11) ziskdme soufadnice pruseciku ptimek p a r:
D=[2;0;1].

Jak je patrné, béhem celého feSeni jsme nevyuzili informaci o bodu H, ktery lezi na pfimce 4.
To znamena, Ze lze stejnym zpusobem hledat i pficku dvou mimobézek, ktera je rovnobézna se
zadanym vektorem.

v oM v

Tuto ulohu Ize téz tesit postupem, ktery je uveden v kapitole 1.3.3.

s
‘T“’i\‘b :

obr. 12 obr. 13

1.3.3 Osa mimobézek

Specialni pfickou mimobéznych piimek je osa mimobéZek.

OSA DVOU MIMOBEZNYCH PRiIMEK JE TA PRiCKA TECHTO MIMOBEZNYCH
PRIMEK, KTERA JE KOLMA K OBEMA UVAZOVANYM MIMOBEZNYM PRIMKAM.

Postup, jak najit osu mimobézek popiSeme opét nejdiive teoreticky a poté ukdzeme na konkrétni
uloze.

Predpokladejme, ze jsou dany dvé mimobézné piimky p a g: pfimka p je dana bodem A a
smérovym vektorem ua pfimka g je dana bodem B a smérovym vektorem v (viz obr. 14).

Najit osu 0 mimobézek p a g lze analogicky, jako bylo uvedeno v kapitole 1.3.2: hledame totiz
pricku mimobéznych ptimek p a ¢, ktera ma specialni smér — je k obéma mimobézkam kolma. Nalézt
vektor w, ktery je kolmy k obéma zadanym ptimkam, lze s vyuzitim vektorového soucinu:

Fakt, e vektor w je kolmy soucasné k vektorim uav plyne pfimo z definice vektorového
soucinu, ktery byl uzit k vypoctu soufadnic vektoru w.
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Dale bychom mohli postupovat v souladu s postupem uvedenym v jiz zminéné kapitole 1.3.2.
Ukazeme ale jiny zpiisob, v némz nevyuZzijeme zadnou pomocnou rovinu.

Pokud oznacime, stejné€ jako v minulych kapitolach, prasecik ptimky p a hledané osy o jako bod
D a prtsecik ptimky qs hledanou osou o jako bod C, pak mus1 body C a D lezet na pfimce urCené

smérovym vektorem w. To ovSem znamena, Ze vektory wa CD=D-C jsou rovnobézné. To
znamena, ze plati:

CD =ow resp. D-C=ow, (14)
kde ae R\{0}.
Bod D lezi na piimce p dané smérovym vektorem ", proto musi platit:
D=A+pu, (15)
kde BeR.
Analogicky musi platit vztah:
C=B+yv, (16)

protoze bod C lezi na pfimce ¢ dané smeérovym vektorem v ; pfitom y e R.

Koeficienty B a y mohou byt nulové; body C a D mohou klidné splynout s body B resp. A.

Dosazenim rovnic (15) a (16) do podminky (14) dostaneme rovnici A + B;l - (B + y\:) =ow
kterou lze prepsat v ekvivalentnim tvaru:
A—B=ow71—[3&+y17. (17)
Rovnice (17) predstavuje vlastné soustavu tfi rovnic pro tfi nezndmé o, 3 a y. Po jejich
nalezeni bude mozné pomoci vtahd (15) a (16) ziskat hledané priseCiky osy o se zadanymi
mimobé&znymi pifimkami p a g a napsat parametrické vyjadieni této osy.
Uvazujme nyni konkrétni zadani. Pfimka p je déna bodem A = [4; 3; - 1] a vektorem
u= (1;-1;2) a pfimka g je dana bodem B=[-5;-1;-3] a vektorem V= (-2,-2;-1).
Parametrické vyjadieni piimky p je:
pix=4+m; (18)
y=3-m
z==1+2mymeR
Dale budeme potiebovat parametrické vyjadreni pfimky ¢. To ma tvar:
q:x=-5-2n; (19)
y=—1-2n;
z=-3-mnelR
Smérové vektory ptimek p a g jsou riznobe€zné (jeden z nich neni ndsobkem druhého), ale to
jesté neznamena, ze tyto pfimky jsou mimobézné. Proto bychom meéli ovéfrit, ze nemaji zadny
spolecny bod. To ovéfime vyfeSenim soustavy rovnic sestavené z parametrickych vyjadieni pfimek p a
q:
4+m=-5-2n (20)
3-m=-1-2n
—-1+2m=-3-n

Sectenim prvnich dvou rovnic soustavy (20) ziskdme rovnici 7=-6—4n, zniz vyjadiime

13 . . cf s .
nz—Z. Z prvni rovnice soustavy vyjadiime m=-9-2n a po dosazeni dostaneme

13 5 v . e . .
m=-9-2. ( 4) 5 Ovéfenim dosazenim do treti rovnice dostaneme pro levou stranu této
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rovnice —1+2-£—§J:—6 a pro pravou stranu pak mame —3—[—%):%. Pro tieti rovnici tedy

nalezené hodnoty proménnych m a n nevyhovuji, coZz znamena, ze soustava (20) nema feSeni. A tedy
ani neexistuji spolecné body piimek p a g; tyto piimky jsou tedy skutecn¢ mimobezné.

Nyni miizeme urcit soufadnice vektoru W=uxv, ktery je kolmy na ob¢ pifimky. Dostaneme
vektor w= (5; -3, - 4) . Zakresleni tohoto vektoru do zadani Gilohy je zobrazeno na obr. 15.

z 4

p [ P r

obr. 14 obr. 15
S vyuzitim vyse odvozenych tivah nyni dosadime rovnou do vztahu (17) a dostaneme rovnici ve
tvaru: (9;4;2)=a(5-3;-4)—-B(1;, -1 2)+y(-2—2;—-1). Tu prepiSeme jako soustavu t¥f rovnic o

ttech neznamych:

9=5a-pB-2y (21)
4=-"3a+B-2y.
2=—40-2B-y
Vyjadfime-li z prvni rovnice neznamou 3 dostaneme P =-9+ 50 —2y. Dosazenim do dalSich
dvou rovnic dostaneme soustavu rovnic 13=2a-4y . Po vynasobeni prvni rovnice sedmi a
—-16=-140+3y

seCteni obou rovnic dostaneme rovnici 75=-25y, odkud vypolteme y=-3. Zprvni rovnice

. 13 13 1
upravené soustavy vyjadiime o = 5 +2y a po dosazeni dostaneme oo =—+2- (—3) = 3 Dosazenim

1 1
obou hodnot do vztahu pro nezndmou B dostaneme f=-9+5 5T 2-(-3)= -
Dosazenim do rovnice (15) ziskame soufadnice pruse¢iku D hledané osy o a ptimky p:

D= Z;Z;—Z .
2°2
Dosazenim do rovnice (16) ziskame soutadnice pruseciku C hledané osy o a pfimky g:

C=[1;5;0]. Osa o je zobrazena na obr. 16.

Parametrické vyjadieni osy o zadanych mimobé&znych pfimek miizeme psat napi. ve tvaru:

o:x=1+5j; (22)
y=5-3j;
z=—4j,jeR

10
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Osa o zadanych mimobéznych piimek je dana napt. bodem C a smérovym vektorem w. Stejné
tak by mohlo parametrické¢ vyjadreni této osy vychazet ze zadani bodem C a smérovym vektorem

CD . Nebo bodem D a smérovym vektorem w & CD.

: _.

P

obr. 16

1.4 Vzddlenost mimobézek
Najit vzdalenost dvou mimobéznych piimek miizeme tfemi zplsoby:
1. najdeme osu téchto dvou mimobéznych piimek (viz kapitola 1.3.3) a vypocitame
vzdalenost bodi, v nichz osa mimobézek protind zadané mimobézné piimky (v uloze
feSené v kapitole 1.3.3 by to byla vzdalenost bodt C a D);
2. jednou z mimobézek prolozime rovinu, kterd je rovnob&znd sdruhou zadanou

mimobézkou a urc¢ime vzdalenost této roviny od libovolného bodu druhé mimobézky (viz
kapitola 1.4.1);

Urceni vzdalenosti bodu od roviny je snadné — bud’ zname ptislusny vztah z paméti nebo si jej
1ze relativné snadno odvodit.

3. s vyuzitim smiSené¢ho soucinu vektord, které ziskdme ze zadani Glohy (viz kapitola 1.4.2).

1.4.1 Vzdalenost mimobézek pomoci roviny prochazejici jednou z mimobézek

Na konkrétni tloze ukdzeme metodu hledani vzdalenosti mimobé&znych piimek s vyuzitim
roviny, kterd prochézi jednou ze zadanych mimobézek.

Urgete vzdalenost dvou mimob&znych pfimek p a ¢. Pfimka p je dana bodem A =[4;3;-1] a
vektorem u = (1;—1;2) a pfimka ¢ je dana bodem B =[-5;—1;—3] a vektorem V= (-2;-2;-1) —viz
obr. 17.

Vzhledem k tomu, ze zadani ptfimek je stejné, jako bylo v kapitole 1.3.3, nemusime znovu
ovéfovat, Ze jsou ptimky mimobézné. To jsme jiz dokazali.

Nyni prolozime pfimkou p rovinu p, kterd je rovnobézna s druhou zadanou ptimkou ¢g. Rovina
p je tak dana bodem A a vektory uav. Tyto vektory jsou navzajem ruznobézné, takze korektné
definuji rovinu.

Riéiznob&znost vektorti u a v (smérovych vektorti pfimek p a q) byla dokazéna v ramci

dokazovéani mimobéznosti ptimek p a g. Bod A a vektor u urcuji ptimku p, kterd ma lezet v roviné p.

11
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Tato rovina ma byt rovnobézna s ptimkou ¢, proto je druhym vektorem urcujici tuto rovinu smérovy
vektor primky g — vektor v.

Normalovy vektor n roviny p je vektor tvaru:
n=uxv=(5-3-4). (23)
Obecnou rovnici roviny p muizeme psat ve tvaru 5x—3y—4z+d =0. Vzhledem k tomu, ze
v této roving lezi bod A, mizeme dosadit jeho souradnice: 5-4—-3-3 —4-(—1) +d =0. Z této rovnice
vyjadiime d =—15. Obecna rovnice roviny p ma tedy tvar:
S5x-3y—-4z-15=0. (24)
Rovina p je spolu se zadanim zobrazena na obr. 18.

Vzdalenost mimobéznych ptimek p a ¢ nyni ur¢ime jako vzdalenost bodu B (leziciho na pifimce
g, ktera je rovnobézna s rovinou p) od roviny p. Vyuzijeme platného vztahu, do kterého dosadime:

:|5'(—5)—3'(—1)—4'(—3)—15|j: 25 jzsﬁj
U5 +(-3) +(-4)’ Js00 2

p-q

z

\

obr. 17

1.4.2 Vzdalenost mimobézek pomoci smiSeného soucinu vektoru

Urceni vzdalenosti dvou mimobéznych piimek pomoci smiseného soucinu vektorit popiSeme
teoreticky a vysvétlime tak pouzivany vztah.

Predpokladejme, ze jsou dany dvé mimobézné piimky p a g: piimka p je ddna bodem A a
smérovym vektorem ua piimka ¢ je dana bodem B a smérovym vektorem V.
Jiz umime nalézt osu mimobéznych piimek (viz kapitola 1.3.3). Pfedpokladejme tedy, ze
existuji body C a D takové, ze:
1. bod C lezi na ptimce g;
2. bod D lezi na piimce p;
3. body C a D lezi na ose mimob¢znych ptimek p a g;

4. délka |CD| usecky CD je rovna vzajemné vzdalenosti zadanych mimobéznych pfimek.

Vektory u, v a AB lze bez ujmy na obecnosti umistit do bodu D. Tyto tfi vektory definuji
rovnobéznostén (viz obr. 19).

12
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Na obr. 19 je soustava souradnic zobrazena v nezvyklém natoceni, ale tak, aby byla relativné
dobfe vidét popisovana télesa.

Obsah S jeho podstavy je pfitom roven
S= ‘ﬁ x G‘ : (25)

Pro objem V rovnobé&znosténu pak plati
V:‘HB-ZIX;‘. (26)

Zavorky ve vztahu (26) nemuseji byt. Sta¢i si uvédomit, Ze vektorovy soucin je mozné
aplikovat pouze na dva vektory a vysledkem této operace je vektor. Skalarni soucin Ize aplikovat také
na dva vektory a vysledkem této operace je skalar. Proto je jednozna¢né, ze nejdiive je tieba vypocitat
vektorovy soucin a az poté skalarni soucin. Pokud by pro n¢koho zavorky byly prehledngjsi, tak

uvazovany vztah pak bude mit podobu: V = ‘@ . (; X \7)‘ .

Absolutni hodnota ve vztahu (26) je proto, aby bez ohledu na zvolenou orientaci pfislusnych

vektori vychazela vzdy kladna hodnota objemu. Diky zadani (vektory u, v a AB charakterizuji
mimobézné pfimky) nemuze vyjit uvazovany objem nulovy.

obr. 19

Dale miizeme pomoci vektord u a v tvoficich jeho podstavu a délky usecky CD definovat dalsi
rovnobéznostén (v tomto pripadé hranol).

Usecka CD lezi na ose mimobé&znych primek p a g, vektory u# a v posunuté do bodu D urcuji
rovinu, kterd je rovnobézna s ptfimkou g. Proto je usecka CD kolmé na podstavu rovnobéznosténu
uréenou vektory u a v.
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Pro objem J tohoto hranolu lze psat vztah V) :S-|CD|. Po dosazeni ze vztahu (25) pak
dostavame
Y, =|CD|-ux. 27)
Objemy obou uvazovanych téles jsou pfitom stejné: télesa maji totiz stejnou podstavu a stejnou
vysku. Proto plati V, =V . Porovnanim vztaht (26) a (27) a naslednym vyjadfenim hledané délky
usecky CD dostaneme vztah
AB-ux \7‘ (28)
|CD|=———+—

]

Vztah (28) je uveden ve findlnim tvaru. Jakykoliv pokus o pfipadné kraceni je nesmyslny. To,
Ze se v Citateli 1 jmenovateli objevuji na prvni pohled podobné vyrazy, je pouze formalni podoba. Ve
skutecnosti maji oba zdanliveé stejné vyrazy zcela jiny vyznam. Vyraz v Citateli predstavuje vektor
(ktery je dale skalarn€é nasoben jinym vektorem), zatimco vyraz ve jmenovateli predstavuje skalar
(velikost vektoru).

Nyni ukdzeme aplikaci odvozeného vztahu (28) na konkrétni zadani.
Urcete vzdalenost dvou mimobéznych piimek p a g. Pfimka p je dana bodem A = [4; 3; —1] a
vektorem ﬁz(l;—l;2) a ptfimka ¢ je dana bodem B=[—5;—1;—3] a vektorem ;z(—Z;—2;—l).

Kvtli naslednému srovnani c¢iselnych vysledki pouzijeme stejné piimky, jako byly pouzity
v kapitolach 1.3.3 a 1.4.1.

Vektor AB mé tvar: ﬁzB—Az(—9;—4;—2).
Vektor #xv ma tvar: ;tx;:(S;—3;—4).

Dosazenim do vztahu (28) postupnymi kroky dostavame:
(-9:-4:-2)-(5:-3-4)| . |[45+12+8 . 25 . 52,

(5:-3:-4) J=J52+(_3)2+(_4)2J N

Vzdalenost mimobéznych piimek p a q vysla stejné, jako v kapitole 1.4.1.

c|-

To neni pochopiteln¢ diikaz spravnosti. Dukaz spravnosti vztahu (28) byl uveden vyse.
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