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1.1 Uvod
V této Casti analytické geometrie se budeme zabyvat kruznici, elipsou, hyperbolou a parabolou.
Tyto kiivky se oznacuji jako kuZelosecky, protoze je lze ziskat pomoci priniku rotacni kuzelové
plochy a rovin, které neprochdzeji vrcholem. Néazvy téchto kiivek jsou zndmy uz z prelomu 3. a 2.
stoleti pt. n. L., kdy Zil matematik Apollonius z Pergy (262 — 190 pf. n. 1.), ktery tyto kiivky popsal ve
svych knihach, ale nepouzival jejich vyjadieni pomoci soutadnic (tj. analytické vyjadieni jednotlivych
ktivek). To se podaftilo az Svycarskému matematikovi Leonhardovi Eulerovi (1707 — 1783).
Geometricky vznik jednotlivych kuzelosecek je dan prinikem kuzelové plochy a roviny, kterd
neprochazi jejim vrcholem:
1. kruznice vznika prinikem kuzelové plochy a roviny kolmé k ose kuzelové plochy (viz
obr. 1);
2. elipsa vznika prinikem kuzelové plochy a roviny, ktera svird s osou kuzelové plochy
obecny thel (rizny od ostatnich ptipadl) — viz obr. 2;
3. hyperbola vznika prinikem kuzelové plochy a roviny rovnobézné s osou kuzelové plochy
(viz obr. 3) a ma dvé vétve;
4. parabola vznika prinikem kuzelové plochy a roviny rovnobézné s povrchovou ptimkou
kuzelové plochy (viz obr. 4).

obr. 1

obr. 3 obr. 4
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1.2 KruZnice
1.2.1 Definice a odvozeni rovnice

KRUZNICE k SE STREDEM S A POLOMEREM 7 (r>0) JE MNOZINA VSECH
BODU V ROVINE, KTERE MAJi OD STREDU S STEJNOU VZDALENOST r.

Uvazme nejprve specialni ptipad polohy stfedu S, ktery splyva s pocatkem soustavy soufadnic
0xy, tj. S=[0;0] (viz obr. 5). Pro libovolny bod X=[x;y] kruznice k, ktery ma od stfedu S

vzdalenost 7, musi platit: |XS|=r. Mizeme tedy psat +/x*+)° =7, odkud vyplyvd vztah

4yt =rl.

Vztah s odmocninou je vyjadieni délky usecky XS na zakladé soufadnic jejich krajnich bodd. |

VETA: KRUZNICE SE STREDEM S=[0;0] A S POLOMEREM r (r>0) MA
ROVNICI
xr 4yt =r. (1)

Tvar (1) rovnice kruznice se nazyva osova rovnice kruZnice.

Nazev vychazi ztoho, ze stifed dané kruznice lezi na praseciku os kartézského systému
souradnic.

y y

obr. 5 obr. 6
Maé-li stfed kruznice k soufadnice S = [m; n] (viz obr. 6), je odvozeni rovnice kruznice podobné.

Pro libovolny bod X =[x; y] kruznice k, ktery mé od stfedu S vzdalenost r, musi platit: |XS|=r.

Mizeme tedy psat: \/(x—m)z +(y—l’l)2 =r aodtud vyjadfit vztah (x—m)2 +(y—n)2 =r’.
VETA: KRUZNICE SE STREDEM S=[m;n] A S POLOMEREM r (r>0) MA
ROVNICI
(x=m) +(y-n)' =r. 2)
Vztah (2) ptejde na vztah (1) volbou m=n=0.
Vztahy (1) a (2) jsou sti‘edové tvary rovnice kruzZnice.

Nazev ,,stfedovy tvar” je dan tim, ze z tohoto tvaru rovnice kruznice lze velmi snadno Cist
souradnice stfedu kruznice. Vztah (1) je tedy specidlnim piipadem sttedového tvaru rovnice kruznice.

Pro vzajemnou polohu bodu a kruznice & s polomérem » (# > () mohou nastat tyto piipady (viz
obr. 7):



Analyticka geometrie kvadratickych titvari, Jaroslav Reichl, SPSST Panska, Praha, © 2024

1. bod Az[x; y] lezi na kruznici k£ — pro jeho vzdalenost od stfedu plati |AS| =r a pro
soufadnice bodu A plati x* +y* =7 (resp. (x— m)2 +(y- n)2 =r’);

2. bod B= [x; y] lezi uvnitt kruznice k (ve vnitini oblasti kruznice k) — pro jeho vzdalenost
od stfedu plati |BS| <r a pro soufadnice bodu B plati x*+y°<r® (resp.
(x—m)2 Jr(y—n)2 <r’);

3. bod C= [x; y] lezi vné kruznice k& (ve vnéj$i oblasti kruznice k) — pro jeho vzdalenost od

sttedu plati |CS|>r a pro soufadnice bodu C plati x*+y*>r> (resp.

(x—m)2 Jr(y—n)2 >7).

obr. 7

Jestlize ve stfedovém tvaru rovnice kruznice (2) provedeme naznacené umocnéni, dostaneme
rovnici ve tvaru x° —2mx+m’ + y> —2ny+n’> =r". Po preusporadani ¢lend v dané rovnici ziskame
rovnici v ekvivalentnim tvaru x* + y* —2mx —2ny +m’ +n’> —r> =0.

VETA: ROVNICE VE TVARU

x’+y +ax+by+c=0, 3)

KDE a,b,ceR, SE NAZYVA OBECNA ROVNICE KRUZNICE.

Pomoci koeficientd a, b a ¢ byly oznaceny slozitéji zapsané koeficienty v odvozované rovnici.
1.2.2 Parametricka rovnice kruznice

Ve fyzice, mechanice, elektrotechnice, ale i ve vypocetni technice se obcas vyuziva tzv.
parametricky tvar rovnice kruznice. V tomto piipadé je kruznice dana stfedem S, polomérem r a
jednim volnym parametrem. Za tento parametr se velmi Casto voli thel ¢, ktery svira spojnice stfedu

kruznice S a bodu na kruznici s kladnou ¢asti osy x kartézského systému soufadnic.
Ve shod¢ s obr. 8 pak lze pro soufadnice bodu X = [x; y] lezicitho na kruznici se stfedem
v poc¢atku soustavy soutradnic psat: x=rcos@ a y=rsing.

Toto vyjadfeni tedy pripomina definici funkci sinus a kosinus v jednotkové kruznici.

VETA: KRUZNICE SE STREDEM S=[0;0] A S POLOMEREM r (r>0) MA
PARAMETRICKE VYJADRENI VE TVARU
X=7rcosQ; y=rsing; (pe<0;2n). 4)
Polouzavieny interval, ze kterého se vybira thel ¢, se voli proto, aby existovalo vzajemné
jednoznacné zobrazeni mezi thlem ¢ a bodem na kruznici £.
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Pro kruznici, ktera ma stied v bodé S = [m; n] (viz obr. 9) sta¢i parametrické vyjadieni kruznice
dan¢ vztahy (4) posunout do uvazovaného stiedu kruznice.
VETA: KRUZNICE SE STREDEM S= [m; n] A S POLOMEREM r (r>0) MA
PARAMETRICKE VYJADRENI VE TVARU
x=m+rcos¢);y=n+rsin(p;(pe<0;2n). (%)
Ze vztahu (4) (resp. (5)) Ize odvodit vztah (1) (resp. (2)). Staci osamostatnit goniometrické
funkce, rovnice umocnit, se¢ist a vyuzit goniometrickou identitu sin’ ¢ +cos* ¢ =1.

y
/ | I
\j x

obr. 8 obr. 9

1.2.3 Vzijemna poloha primky a kruZnice
Ptimka mtize byt:
1. se€nou s kruznice — ma s kruznici spolecné dva rtizné body;
2. tecnou t kruznice — ma s kruZnici spolecny prave jeden bod;
3. vngjsi ptimkou p kruznice — nema s kruznici spolecny zadny bod.
Uvedené vzajemné polohy pfimky a kruznice jsou zobrazeny na obr. 10.

¥

y y
\ t
S
P, T
. P2 X X
m
Q ________ ‘
S
2

obr. 10 obr. 11

Vzajemnou polohu pfimky a kruznice je mozné zjistit feSenim:
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1. soustavy jedné rovnice linearni (obecna rovnice ptimky) a jedné rovnice kvadratické
(rovnice kruznice);
2. jedné kvadratické rovnice pro jednu neznamou (pokud je piimka déna parametricky;
neznadmou je v tomto piipad¢ jeji parametr).
Pocet feSeni piislusné soustavy (resp. rovnice) pak urCuje i pocet spole¢nych bodi pfimky a
kruznice.
Zvlastnim pfipadem je tecna kruZznice, ktera ma ftadu vyuziti (jak v matematice, tak
v aplikacnich pfedmétech). Proto nyni odvodime rovnici tecny ¢ kruznice & se stfedem S= [m; n] a
kladnym polomérem r. Tecna ¢ se dotyka kruznice k v bodé T = [xo; yo] , ktery tedy lezi jak na dané
kruznici k, tak na te¢né ¢ (viz obr. 11).

Vektor ST = (x0 —m; Y, — n) je normalovy vektor tecny .

Tento vektor lezi na poloméru kruznice a k nému je tecna kolma.

Obecnou rovnici teény ¢ tedy mizeme psat ve tvaru (x,—m)-x+(y,—n)-y+c=0.
Uvé&domime-li si, ze bod T lezi na te¢ng, mizeme dale psat (x, —m)-x, +(y, —n)-y, +c=0. Z této
rovnice Ize vyjadfit koeficient ¢ ve tvaru ¢ =—(x, —m)-x, —(y, —=n)- y,.

Dosazenim do rovnice te¢ny ziskame (x, —m)-x+(y, —n)-y—(x, —m)-x, —(y, —n)-y, =0.

Dalsi upravou Ize rovnici teCny psat ve tvaru (xo - m) . (x - X, ) + (y0 - n) . (y - ) =0.
Pfidanim a opctovnym odebranim clenu m, resp. n, lze dale psat rovnici teCny ve tvaru
(xo—m)-(x=xy—m+m)+(y,—n)-(y=y,—n+n)=0.

Po vytknuti dostavame rovnici tecny ve tvaru
(xo—m)-(x—m)+(x, —m)-(=x, +m)+(y, —n)-(y—n)+(y, —n)-(-y, +n)=0. Po dalsi Gprave
dostavame (x, —m)-(x—m)—(x, —m)-(x,—m)+(y, —n)-(y—n)—(y, —n)-(y, —n)=0. Po dalsim
zjednoduseni mame rovnici ve tvaru (x, —m)-(x—m)+(y, —n)-(y—n)—=(x, —m)’ —(y, —n)’ =0.
Dalsi upravou lze konstantni ¢leny prevést na druhou stranu rovnice, ¢imz dostavame rovnici teény ve
tvaru (x, —m)-(x—m)+(y, —n)-(y—n)=(x,—m)" +(», —n)’. Uvédomime-li si, Ze na pravé strang
rovnice je vlastné napsana druhd mocnina poloméru » kruznice k (tj. vzdalenosti bodu T od bodu S),

Ize rovnici teény ¢ psat ve finalnim tvaru (x, —m)-(x—m)+(y, —n)-(y—n)=r>.

Elegantnéji Ize rovnici tecny k dané kruznici odvodit tak, Ze si uvédomime, Ze vzdalenost stiedu
kruznice od pfimky dané rovnici (x0 - m) X+ ( Vo — n) -y+c=0 je rovna poloméru r, pro ktery plati:
2 2 2
rP=(x,—m) +(y,—n) .
Obecné lze rovnici teény k dané kruznici (resp. k libovolné kiivce) v daném bodé odvodit
s vyuzitim diferencialniho poctu.
VETA: NECHT JE DANA KRUZNICE k£ SE STREDEM S= [m; n] A S POLOMEREM

r (r>0) ROVNICI VE STREDOVEM TVARU (2). ROVNICE TECNY ¢ K TETO
KRUZNICI V JEJIM BODE T=[x,;y,] MA POTOM TVAR

(xo—m)-(x—m)+(y0—n)-(y—n)zrz. (6)

Rovnice te¢ny ve tvaru (6) je velmi podobna sttedové rovnici (2) uvazované kruznice. Staci si
jen predstavit, ze druhé mocniny na levé strané rovnice (2) napiSeme ve tvaru soucinii a symboly x,
resp. y, v jedné zavorce nahradime symboly x,, resp. y,.

Rovnici (6) lze pouzit pro rovnici teény ke kruznici se sttedem v pocatku soustavy soufadnic
volbou m=n=0.

Rovnice ve tvaru (6) piedstavuje rovnici pfimky, proto ji 1ze psat ve standardni obecné rovnici
vetvaru a-x+b-y+c=0,kde a,b,ce R a a#0 nebo b=0.
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1.3 Elipsa

1.3.1 Definice a odvozeni rovnice

Zacneme definici elipsy, kterd je podobna jako definice kruznice (viz kapitola 1.2.1), jen
vyzaduje, na rozdil od kruznice, dva pevné body.

ELIPSA E JE MNOZINA VSECH BODU V ROVINE, KTERE MAJI OD DVOU
DANYCH BODU F A F, STALY SOUCET VZDALENOSTI, KTERY JE ROVEN KLADNE
KONSTANTE 2a A JE VETSI NEZ VZDALENOST BODU F A F,. PRO LIBOVOLNY
BOD X ELIPSY TEDY PLATI

|XF,|+|XF,|=2a. (7)

Elipsu mtize snadno nakreslit zahradnik zahradnim kolikem. Sta¢i zapichnout dva klaciky do
zeme, vzit provaz, ktery je delsi nez vzajemna vzdalenost zapichnutych klacikd, a ptivazat kazdy jeho
konec k jednomu klaciku, do provazku zahaknout zahradni kolik a pfi napnutém provazku kolikem
pohybovat kolem klaciki a ryt do zemé elipsu.

Pred dal$im vykladem se musime seznamit se zakladnim znaceni bodl a vzdalenosti a
terminologii pouzivanou u elipsy. Elipsa mlize byt v systému soutadnic umisténa dvéma zakladnimi
zpusoby (viz obr. 12 a obr. 13 — zatim elipsy symetrické vii¢i pocatku kartézské soustavy soufadnic),
ale terminologie je pro opa ptipady spolecna:

1. body E a E, se nazyvaji ohniska;
|EF2| =2e, kde e je vystiednost elipsy (excentricita elipsy);
piimka EF, se nazyva hlavni osa elipsy;
a je délka hlavni poloosy (a >0);
stfed S usecky FF, se nazyva stred elipsy;
ptimka prochazejici sttedem S elipsy kolmo k hlavni ose se nazyva vedlejsi osa elipsy;
body A a B jsou hlavni vrcholy elipsy, body C a D jsou vedlej$i vrcholy elipsy;
b=|CS|=[SD| je délka vedlejsi poloosy (5 >0).

N LA W

Pro delky poloos elipsy plati: a > b.

y yll

obr. 12 obr. 13

Mezi délkou hlavni poloosy, délkou vedlejsi poloosy a excentricitou elipsy plati vztah, ktery lze
jednoduse odvodit piimo z definice elipsy. Jestlize pro libovolny bod X elipsy plati vztah (7), tak plati
1 pro vedlejsi vrchol C (viz obr. 14). Ze symetrie elipsy a vztahu (7) plyne, ze délka usecky EC je a.
Délka usecky SC (dle vySe zavedené terminologie) je b a délka Gsecky FS je e. Proto na zaklad¢
Pythagorovy véty plati
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a’=b*+é*. 3

obr. 14

Nyni odvodime rovnici elipsy, kterd ma stied v poc¢atku soustavy soutradnice a jejiz hlavni osa
splyva s osou x (viz obr. 12). Ohniska maji (v souladu s terminologii popisu elipsy) soufadnice

F =[-¢;0] a F, =[e; 0] a plati 2a > 2e (viz definice elipsy). Pro libovolny bod X =[x; y] plati vztah

(7), a proto miizeme psat: \/(x+e)2 +y? +\/(x—e)2 +y” =2a. Nyni postupné budeme tuto rovnici
upravovat. Nejdiive odecteme jednu odmocninu na druhou stranu rovnice, abychom mohli celou

.. , . 2 2 ’ v . ’
rovnici snaze umocnit: +/(x+e) +)* =2a—+/(x—e) +y’ . Nyni ob& strany rovnice umocnime na

druhou (obé¢ strany rovnice jsou kladné — leva na zakladé definice odmocniny a prava diky skutecnosti,

v ’ . . o wywr v 7 2 2 2

7e vzdalenost 2a je v elipse nejvétsi moznd): (x+e) +y* =4a’ —4ay/(x—e) + ) +(x—e) +)°.
, p v s SR 2 2 4.2 2 2 2 2

Nyni umocnime naznaené mocniny: x~ +2ex+e” =4a” —4a (x—e) +y  +x —2ex+e . Po

. v ;. , .. 2 IR , . w7
zjednoduseni ziskame rovnici ve tvaru 4ex = 4a’ — 4a,[(x - e) +° , kterou jesté dale zjednodusime:
2 P .. , v . . v r

a\/(x—e) +y” =a’ —ex . Nyni jesté jednou rovnici umocnime (obé strany rovnice jsou opét kladné,

takze se jedna o ekvivalentni upravu): a’ (x2 —2ex+e’ + yz) =a'-2a’ex+e’x*. Po roznasobeni

ziskdme rovnici ve tvaru a’x’ —2a’ex+a’e’ +a’y’ =a* —2a’ex +e’x’, kterou zjednodusime na tvar

x’ (a2 —e2)+c12y2 =a’ (a2 —ez) . S vyuzitim vztahu (8) piepiseme do tvaru b’x’ +a’y* =a’h’. Po

2 2

Y

ot : L . . X
vydéleni koeficienty a* a b*, které jsou oba kladné, ziskdme rovnici ve tvaru —+ T =1.

VETA: ELIPSA SE STREDEM S=[O;O], JEJIZ HLAVNiI OSA JE TOTOZNA

S OSOU x KARTEZSKEHO SYSTEMU SOURADNIC, JE POPSANA ROVNICI

Xy 9)
—~+i5=1,
a b
KDE a JE DELKA HLAVNI POLOOSY ELIPSY A b JE DELKA VEDLEJSi POLOOSY
ELIPSY.

Tato elipsa tedy ,,lezi* v kartézské soustave souradnic (viz obr. 12).

Analogicky bychom odvodili rovnici elipsy, jejiz hlavni osa je totozna s osou y kartézského
systému souiadnic.
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ViETA: ELIPSA SE STREDEM S:[O;O], JEJIZ HLAVNiI OSA JE TOTOZNA
S OSOU y KARTEZSKEHO SYSTEMU SOURADNIC, JE POPSANA ROVNICI

Y (10)
by
KDE a JE DELKA HLAVNI POLOOSY ELIPSY A b JE DELKA VEDLEJSi POLOOSY
ELIPSY.

Tato elipsa tedy ,,stoji* v kartézském systému soutadnic (viz obr. 13).

Pti konkrétnim zadani elipsy rovnici (9) nebo (10) pozname typ elipsy (tj. zda ,,lezi“ nebo
,»Stoji* v kartézském systému soutradnic) podle toho, pod kterou soufadnici je vétsi Cislo. Pokud je
vétsi &islo pod x*, pak elipsa v soustavé soufadnic ,,lezi*, pokud je vétsi &islo pod y°, pak elipsa
v systému soufadnic ,,stoji*.

Rovnice (9) a (10) se nazyvaji osové rovnice elipsy.

To proto, Ze stied elipsy lezi v obou ptipadech v priseciku os kartézského systému soutadnic.

Rovnici elipsy, kterda ma stfed v bodé Sz[m; n], lze odvodit analogickym postupem jako
v piipad¢ elipsy se stiedem v pocatku soustavy soufadnic. Postup by byl stejny, jen technicky

N

Jinou variantou je si uvédomit, Ze elipsu, kterd ma stfed v bod& S =[m; n] v kartézské soustavé
Oxy, lze popsat téZ v soustavé 0x'y’, v niZz ma elipsa stied v bodé S'=[0;0] (viz obr. 15 a obr. 16).

Vzhledem k tomu ze plati x'=x—m a y'=y—n, lze rovnice elipsy psat ve tvarech, které jsou
analogické tvarim (9) a (10).

Yy y
y v
S. n X
X X
m
obr. 15 obr. 16

VETA: ELIPSA SE STREDEM Sz[m;n], JEJIZ HLAVNI OSA JE ROVNOBEZNA
S OSOU x KARTEZSKEHO SYSTEMU SOURADNIC, JE POPSANA ROVNICI
2 2
(x=m)" (y-n) (ah
2 + 2 =1,
a b
KDE a JE DELKA HLAVNI POLOOSY ELIPSY A b JE DELKA VEDLEJSi POLOOSY
ELIPSY.

Tato elipsa tedy ,,lezi* v kartézské soustave soufadnic (viz obr. 15).

VETA: ELIPSA SE STREDEM S:[m;n], JEJIZ HLAVNiI OSA JE ROVNOBEKZNA
S OSOU y KARTEZSKEHO SYSTEMU SOURADNIC, JE POPSANA ROVNICI
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(x=m)’ (y-n) (12)
b? - a’ =1
KDE a JE DELKA HLAVNI POLOOSY ELIPSY A b JE DELKA VEDLEJSI POLOOSY
ELIPSY.
Volbou m=n=0 ptejde vztah (11) (resp. vztah (12)) na vztah (9) (resp. na vztah (10)).

Vztahy (11) a (12) se nazyvaji stifedové rovnice elipsy.

Nazev vztaht vyplyva ze skutecnosti, ze z nich lze velmi snadno Cist souradnice stiedu elipsy. |

V piipadé, Ze bude platit a =5, stava se elipsa kruznici. V tom piipadé (ve shod¢ se vztahem
(8)) je e=0 a ohniska splyvaji se sttedem kuzelosecky.
Pro vzajemnou polohu bodu a elipsy s délkou hlavni poloosy a a délkou vedlejsi poloosy b (oba
parametry jsou kladné) mohou nastat tyto ptipady (viz obr. 17 a obr. 18):
2 2
(x=m)  (y=n)

4. bod A= [x; y] lezi na elipse — pro jeho soufadnice plati > E
a

=1 (resp.

(x=m) (y=n)
b? " a’ =1
5. bod Bz[x; y] lezi uvnitf elipsy (ve vnitini oblasti elipsy) — pro jeho soufadnice plati
(x=m) (y=n) (x=m)' (y=n)
e + B <1 (resp. e + e

6. bod C=[x;y] lezi vn& elipsy (ve vn&jsi oblasti elipsy) — pro jeho soufadnice plati

(=), (v=n) (em)  onf

<l);

e 7 >1 (resp. e + =
Analogické vztahy plati i v ptipad¢, ze stied elipsy lezi v pocatku soustavy soutadnic.
Y y
C C
L] [ ]
/A/
B B
L] [ ]
X X
(] (]
S S
A
obr. 17 obr. 18

Jestlize vztah (11) vynasobime tak, abychom se zbavili zlomku, ziskame rovnici ve tvaru
b*(x- m)2 +a’(y- n)2 =a’b*. Po umocnéni ziskame b’ (x2 —2mx +m’ ) +a’ (y2 —2ny + nz) =a’b’.
Nasledné roznasobime zavorky: b°x> —2b°mx +b°m” +a’y* —2a’ny +a’n’ = a’b*. Po pievedeni na
jednu stranu rovnice miZeme psat b’x’ +a’y’ —2b°mx—2a’ny +b’m’ +a’n’ —a’h* =0. Po
pieznadeni koeficientil ziskavame tvar: b°x”> +a’y> +cx+dy+e=0.

Analogické upravy lze provést i s rovnici elipsy ve tvaru (12).

11
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VETA: ROVNICE VE TVARU
b’x* +a’y’ +ex+dy+e=0, (13)
RESP.
a’x’ +b’y* +ex+dy+e=0, (14)
KDE c¢,d,ecR, SE NAZYVA OBECNA ROVNICE ELIPSY S DELKOU HLAVNI
POLOOSY a A DELKOU VEDLEJSi POLOOSY b.
1.3.2 Parametrické vyjadieni elipsy
V nékterych ptipadech je vhodné umét elipsu vyjadiit parametrickym vyjadienim, které je velmi
podobné jako parametrické vyjadieni kruznice (viz kapitola 1.2.2).
VETA: ELIPSA SE STREDEM Sz[m;n], JEJIZ HLAVNI OSA JE ROVNOBEZNA

S OSOU x KARTEZSKEHO SYSTEMU SOURADNIC, JE POPSANA PARAMETRICKYM
VYJADRENIM VE TVARU

X=m+a-cosg; y=n+b-sing; (pe<0;2n), (15)
KDE a JE DELKA HLAVNI POLOOSY A b JE DELKA VEDLEJSi POLOOSY.
Analogicky Ize popsat i elipsu, jejiz hlavni osa je rovnobézna s osou y.
VETA: ELIPSA SE STREDEM S:[m;n], JEJIZ HLAVNI OSA JE ROVNOBKZNA
S OSOU y KARTEZSKEHO SYSTEMU SOURADNIC, JE POPSANA PARAMETRICKYM
VYJADRENIM VE TVARU
x=m+b-cosgo;y=n+a'sin(p;(pe<0;2n), (16)
KDE a JE DELKA HLAVNI POLOOSY A b JE DELKA VEDLEJSi POLOOSY.
Yy y

T - / .
. ) g

g

obr. 19 obr. 20

Vztahy (15) a (16) plati 1 pro elipsu se sttedem v pocatku soustavy soutadnic, tj. pro volbu
m=n=0. Ztéchto vztahli lze také odvodit i vztahy (11) a (12): stac¢i osamostatnit goniometrické

funkce, rovnice umocnit, se¢ist a vyuzit goniometrickou identitu sin” ¢ +cos> ¢ =1.

1.3.3 Vzijemna poloha primky a elipsy
Piimka miize byt (analogicky jako u kruznice):
1. secnou s elipsy — ma s elipsou spolecné dva rtizné body;
2. te¢nou ¢ elipsy — ma s elipsou spole¢ny prave jeden bod;
3. vngjsi ptimkou p elipsy — nema s elipsou spole¢ny zadny bod.
Popsané situace jsou zobrazeny na obr. 21 a obr. 22.
Vzajemnou polohu pfimky a elipsy je mozné zjistit feSenim:

12
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1. soustavy jedné rovnice linearni (obecna rovnice ptimky) a jedné rovnice kvadratické
(rovnice elipsy);
2. jedné kvadratické rovnice pro jednu neznamou (pokud je pfimka dana parametricky) —
neznamou je parametr piimky.
Pocet feseni dané rovnice (resp. soustavy rovnic) urcuje pocet spolecnych boda ptimky a elipsy,
a tedy i vzajemnou polohu pfimky vzhledem k elipse.
y y

. -
N S

obr. 21 obr. 22

Zvlastni vyznam ma v teorii kuzelosecek (i pfi jejich vyuziti v praxi) tecna elipsy sestrojena
v jejim bodé T. Odvozeni, které bylo provedeno u teény kruznice (viz kapitola 1.2.3), neni v ptipade
elipsy vhodné: elipsa ma proménnou kiivost, a proto bychom museli hledat te¢nu k oskulac¢ni kruznici
sestrojené k elipse v daném bodé¢. Elegantni odvozeni lze provést az s vyuzitim diferencialniho poctu.

Proto se odvolame na analogii popisu jak elipsy ve srovnani s kruznici, tak te¢ny sestrojené
k elipse i te¢ny sestrojené ke kruznici.

VETA: NECHT JE DANA ELIPSA ROVNICi VE STREDOVEM TVARU (11), RESP.
(12). ROVNICE TECNY ¢t K TETO ELIPSE V JEJIiM BODE T :[xo;yo] JE POTOM

DANA ROVNICI VE TVARU

(xo—m)~(x—m)+(y0—n)-(y—n):1 a7
a2 b2 ’
RESP.
(xo—m)-(x—m)+(y0—n)-(y—n):1 (18)
bZ a2 ’

KDE a JE DELKA HLAVNi POLOOSY A b JE DELKA VEDLEJSi POLOOSY
UVAZOVANE ELIPSY.

V ramci korektnosti by bylo nutné dokazat, ze pfimky dané vztahem (17) resp. (18) maji
s elipsou popsanou rovnici (11) resp. (12) pravé jeden spolecny bod. Tento ditkaz je logicky snadny,
ale technicky pomérné slozity.

Jak je vidét, 1 v pfipadé teCny elipsy je jeji rovnice velmi podobna stiedové rovnici elipsy. Staci
naznacené mocniny napsat ve tvaru soucinu a v jedné zavorce nahradit symbol x symbolem x, a

symbol y symbolem y, .

Rovnice (17) a (18) Ize prevést do standardniho tvaru, v jakém se udava obecna rovnice piimky.
A obé¢ rovnice plati i pro elipsu se stiedem v pocatku systému souradnic — staci volit m=n=0.
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1.3.4 Tecna elipsy jako osa uhlu dvou pfimek
Tecnu kelipse E se stiedem Sz[m;n] vjejim bodé Tz[xo;yo] lze zkonstruovat také

geometricky.
VETA: TECNA ¢ ELIPSY E V JEJIM BODE T=[x;y,] JE 0sou VNEJSiCH

UHLU JEHO PRUVODICU.
Prtvodic¢ je spojnice bodu elipsy a ohniska. Na obr. 23 to jsou tedy usecky FT a E, T lezici na

e

ptimkach p a g. Jejich vn&jsi tihel je ten, ktery plli prave tecna ¢ sestrojena k elipse v jejim bod¢€ T.
Tuto skutecnost, kterou tvrdi i vySe uvedena véta, nyni dokazeme.

obr. 23
K jednomu z ohnisek — napf. k ohnisku F, - sestrojime bod K soumérné sdruzeny podle pifimky

t. Je-1i pfimka ¢ osou thlu pfimek p a g, pak obraz bodu F, leZiciho na pfimce g musi leZet na pfimce
p. Trojuhelniky TZK a TZEF, jsou shodné (maji spole¢nou stranu TZ, z definice osové soumérnosti
jsou shodné usecky ZK a ZF, a uhly TZK a TZF, jsou pravé), a proto jsou shodné i usecky TK a
TE, .Tedy plati: |F1K| = |ET| +|TK| =|F1T|+|TF2|. V souladu s definici elipsy a vztahem (7) je
|F1T| + |TF2| =2a, kde a je délka hlavni poloosy elipsy. Proto |F1K| =2a.

Nyni zvolme na pfimce ¢ libovolny bod V rtizny od bodu T. Diky volbé¢ V=T body V, E a

K tvoii vzdy trojuhelnik, a tedy plati trojuhelnikovd nerovnost ve tvaru |F1V|+|VK| >|F1K , takze
|F.V|+|VK|>2a.

Trojuhelniky VZK a VZE, jsou shodné (zdivodnéni je analogické jako u shodnosti
trojuhelnikd TZK a TZE,), a proto useC¢ky VK a VF, jsou shodné. Tedy uvedenou trojuhelnikovou
nerovnost lze psat ve tvaru |F1V| +|VF2| >2a . To ale znamena, Ze bod V lezi ve vnéjsi oblasti elipsy.

To tedy znamena, Ze kazdy bod lezici na pfimce ¢, kromé bodu T, lezi ve vnéjsi oblasti elipsy. Tedy
piimka ¢ ma s elipsou jediny spole¢ny bod — bod T. Piimka ¢ je tedy tecnou elipsy.
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1.4 Hyperbola
1.4.1 Definice hyperboly a jeji popis

Dalsi kuzeloseCkou, ktera ma velmi rozsahlé pouziti jak v matematice, tak v aplikacnich
predmétech (fyzika, mechanika, elektrotechnika, ...), je hyperbola.

HYPERBOLA JE MNOZINA VSECH BODU V ROVINE S VLASTNOSTI, ZE
ABSOLUTNi HODNOTA ROZDIiLU JEJICH VZDALENOSTI OD DVOU RUZNYCH BODU
E A F, JE ROVNA KLADNE KONSTANTE 2a. TO ZNAMENA, ZE PRO LIBOVOLNY
BOD X LEZiCi NA HYPERBOLE MUZEME PSAT:

|EX| - |E,X] = 2a. (19)

Vnéjsi absolutni hodnota zarucCuje, ze rozdil vzdalenosti bude kladné ¢islo. A toto Cislo je
dvojnasobkem vzdalenosti a (viz dale).

Hyperbola je dana (analogicky jako elipsa — viz kapitola 1.3) n¢kolika dilezitymi body a
vzdalenostmi (viz obr. 24 a obr. 25):

1. body F, a FE, se nazyvaji ohniska hyperboly;

2. pro vzajemnou vzdalenost ohnisek F, a F, plati:

|FE,|=2e, (20)
kde e je vystiednost hyperboly (excentricita hyperboly);
ptimka EF, se nazyva hlavni osa hyperboly;
body V, a V, (praseciky hyperboly s jeji hlavni osou) jsou hlavni vrcholy hyperboly;
stfed S usecky FE, se nazyva stfed hyperboly;

S

vzdalenost hlavniho vrcholu hyperboly od stfedu hyperboly se nazyva délka hlavni

poloosy hyperboly a znacise a (a >0);

7. ptimka prochazejici sttedem hyperboly kolmo k hlavni ose hyperboly se nazyva vedlejsi
osa hyperboly;

8. vzdalenost b definovana vztahem

b=Je? — 42 (21)
se nazyva délka vedlejsi poloosy hyperboly.
Vzdalenost b lze zméfit takto (viz obr. 24 resp. obr. 25): najdeme prusecik kolmice k hlavni ose

hyperboly vedené jednim z hlavnich vrcholii hyperboly s kruznici, ktera ma stfed ve sttedu hyperboly
a ktera ma polomér rovny a. Vzdalenost tohoto prise¢iku od hlavni osy je rovna vzdalenosti b.

Pozor!!! Ackoliv se pouzivaji podobné pojmy jako u elipsy, preci jen se lisi! Napt. mezi
vzdalenostmi a, b a e plati jiny vztah (vztah (21)) nez u elipsy (viz srovnani se vztahem (8))!

by ¥

obr. 24 obr. 25
Hyperbola je na rozdil od kruznice a elipsy oteviena kiivka a ma dvé vétve.
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To znamena, Ze hyperbolu neni mozné nakreslit tuzkou jednim tahem tak, abychom se vratili
zpét do bodu, v némz jsme kreslit zacali. Vzhledem k tomu, Ze ma dvé vetve, musime ji kreslit
,;,hadvakrat®.

Podle obr. 24 a obr. 25 je ziejmé, Ze hyperbola mlize mit (analogicky jako elipsa) dvé zakladni
polohy v kartézské soustavé soufadnic.

1.4.2 Odvozeni rovnice hyperboly

Libovolny bod X = [x; y] roviny, ktery lezi na uvazované hyperbole, musi spliiovat defini¢ni
vztah hyperboly (19). Z trojuhelniku XEF, zobrazeného na obr. 26 na zaklad€ trojuhelnikové
nerovnosti vyplyva, ze ||EX| - |F2X|| < |EF2| , coz podle (19) a (20) znamena, Ze 2a < 2e a tedy

a<e. (22)

¥

obr. 26
Nejdiive budeme uvazovat specialni pfipad polohy hyperboly, u kterého jeji stfed splyva s
pocatkem soustavy soufadnic (tj. S=[O; O]) a hlavni osa je totoznd s osou x. Pro libovolny bod

X= [x; y] leZici na hyperbole, jejiZ ohniska jsou F = [—e; O] aF= [e; O] , musi platit defini¢ni vztah

(19). Ten mizeme prepsat tak, ze vyjadiime vzdalenosti |F1X| a |F2X|. Dostaneme tak
o)+ (r=0 = f{s=e) + (y-0)

x*+2xe+e” +y° —2\/(x2 +2xe+e’ +y2)(x2 —2xe+é’ +y2)+x2—2xe+e2 +y*=4a>. Po dalsi

=2a . Umocnénim tohoto vztahu na druhou ziskame vztah

upravé dostaneme 2(x2 +e + )/2)—2\/(x2 +et + 7+ 2xe)(x2 +et +y7 - 2xe) =44*. Vydélenim
rovnice dvéma a Gpravou soucinu pod odmocninou podle vztahu
(A4+B)-(A-B)=4"-B’ (23)

.. 2 v 7 .
dostaneme rovnici x” +e” + y’ —\/(x2 +e’ + yz) —4x%¢* =2a*. Osamostatnénim odmocniny

. . 2 . .7 W 4
ziskame rovnici x* +e’ +y* 24’ =\/(x2 +e+ yz) —4x%¢* a po jejim umocnéni na druhou
- 2, 2, 2\’ 2.2 2 2 2.2 4 2, 2, 2)? 2 2
dostaneme rovnici ve tvaru (x +e"+y ) —4a°x" —4a’e" —4a’y  +4a =(x +e +y ) —4xe”.
Odedtenim stejnych vyraztl ziskime rovnici ve tvaru —4a’x” +4x’e> —4a’y* =4a’e’ —4a* a

slou¢enim odpovidajicich si ¢lentt miizeme rovnici prepsat ve tvaru x” (e2 —a’ ) —a’y*=d’ (e2 - az) .

S vyuzitim vztahu (21) mazeme dale psat x> —a’y* = a’b* a tedy dostavame
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LR (24)

=L,

a b
coz je osova rovnice hyperboly.
Déleni vyrazem a’b’ je v potadku, nebot’ a je délka hlavni poloosy hyperboly a b je délka
vedlejsi poloosy hyperboly. Proto jsou obé tyto veli¢iny kladné.

VETA: HYPERBOLA SE STREDEM V BODE S=[O;0], JEJIZ HLAVNI OSA JE

TOTOZNA S OSOU x, JE POPSANA OSOVOU ROVNICIi VE TVARU (24), KDE a JE
DELKA HLAVNI POLOOSY HYPERBOLY A b JE DELKA VEDLEJSI POLOOSY
HYPERBOLY.

Tato hyperbola je tedy ,,obtocena‘“ kolem osy x (viz obr. 24).

Analogicky jako vyse by bylo mozné odvodit osovou rovnici hyperboly, jejiz osa je totozna
S Osou y.

VETA: HYPERBOLA SE STREDEM V BODE S:[O;O], JEJIZ HLAVNiI OSA JE
TOTOZNA S OSOU y, JE POPSANA OSOVOU ROVNICI

2y (25)
—b—2+—2_1,
a

KDE a JE DELKA HLAVNI POLOOSY HYPERBOLY A b JE DELKA VEDLEJSI
POLOOSY HYPERBOLY.

Tato hyperbola je ,,obtocena‘ kolem osy y (viz obr. 25).

V ptipadé€, Ze a =b, nazyva se hyperbola rovnoosa hyperbola (viz kapitola 1.4.5).

Mezi rovnici (24) hyperboly, jejiz osa je totozna s osou x, a rovnici (25) hyperboly, jejiz osa je
totozna s osou y, lze prechazet tak, ze navzajem zaménime x a y. To odpovida i tomu, kolem které osy
je hyperbola ,,obtocena“.

Rovnici hyperboly, ktera ma stied v bodé S=[m;n], lze odvodit bud’ zopakovanim vypoctu
podle defini¢niho vztahu (19) hyperboly nebo tivahou. Posuneme pocatek soustavy soutadnic Oxy tak,
aby pocatek soustavy soufadnic 0'x’y" splynul se stfedem S uvaZované hyperboly a osa x' (resp. osa
y") byla rovnob&zna s osou x (resp. s osou y). V soustavé soufadnic 0'x’y’ bude pak hyperbola

popsana rovnici (24) resp. (25). Pti popisu z hlediska soustavy soufadnic Oxy je nutné zapocitat posun
soustavy soufadnic 0'xy" viéi soustavé souradnic Oxy.

=

¥y

obr. 28

obr. 27
VETA: HYPERBOLA SE STREDEM V BODE Sz[m;n], JEJIZ HLAVNI OSA JE

ROVNOBEZNA S OSOU x, JE POPSANA ROVNICi VE TVARU
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2 2 26
(x=m) _(y=n) 20
2 =1
a b
KDE a JE DELKA HLAVNi POLOOSY HYPERBOLY A b JE DELKA VEDLEJSI
POLOOSY HYPERBOLY.
Jedna z hyperbol, které 1ze popsat rovnici ve tvaru (26), je zobrazena na obr. 27.
VETA: HYPERBOLA SE STREDEM V BODE Sz[m;n], JEJIZ HLAVNI OSA JE

ROVNOBEZNA S OSOU y, JE POPSANA ROVNICi VE TVARU

Gmm) (=n) @7

b? a’
KDE a JE DELKA HLAVNI POLOOSY HYPERBOLY A b JE DELKA VEDLEJSI
POLOOSY HYPERBOLY.
Jedna z hyperbol, ktera je popsana rovnici ve tvaru (27), je zobrazena na obr. 28.

b

I v tomto pfipadé je mozné mezi rovnicemi (26) a (27) prechazet pouhou vzajemnou zameénou x
a y. Tim se zméni osa, kolem které je hyperbola ,,obto¢ena“.

Rovnice (24), (25), (26) a (27) lze vynasobenim rovnice vyrazem a’b*, umocnénim dvojélent a
naslednym slou¢enim ¢lent, které sloudit 1ze, ptevést na obecnou rovnici hyperboly ve tvaru

o+t +yx+8y+=0. (28)

kde a,B,v,0, R aprave jedno z ¢isel a nebo B je zaporné.

Zapornost praveé jednoho z Cisel a nebo B vyplyva z rovnic (24), (25), (26) a (27) hyperboly.

Kdyby méla obé tato Cisla stejna znaménka, nemize se jednat o hyperbolu! Mohla, ale nemusela, by to
byt elipsa nebo kruznice.

1.4.3 Vzijemna poloha bodu a hyperboly
Pro vzajemnou polohu bodu X =[x; y] a hyperboly mohou nastat tyto pfipady:

2 2
. . o e (x=m) (yen)
1. bod X lezi na hyperbole — jeho soufadnice splituji rovnici T =1 (bod P
a
2 2

br. 29 C=m) 21 (hod U na obr. 30)

na obr. 29) resp. — 3 + pE (bod U na obr. 30);
2. bod X lezi ve wvnitfni oblasti hyperboly — pro jeho soufadnice plati:

(x=m)" (y=n)’ (x=m)" (y=n)
T >1 (bod Q na obr. 29) resp. — P + = >1 (bod V na obr.
a

30);

Vnitini oblast je oblast, ktera je hyperbolou ,,mackéna‘“ nebo ,,svirana“.

(x=m)' _(y=n)
3. bod X lezi vné hyperboly — pro jeho soufadnice plati: T <1 (bod R na
a

(x=m)" (v=n)
obr. 29) resp. — P + -——<1 (bod W na obr. 30).
a

Vnéjsi oblast je ta, kterou hyperbola ,,roztahuje®.

Pozor! Nerovnice charakterizujici jednotlivé oblasti hyperboly jsou opacné nez u elipsy nebo
kruznice. Ale porad plati, ze bodem lezici ve vnéjsi oblasti Ize vést k dané kuzelosecce tecnu.

V pfipadé, ze bychom uvedené nerovnice zapomnéli, staci do levé strany dosadit néjaky
,jednoduchy bod (napt. stied hyperboly) a znak nerovnice bude ziejmy.
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1.4.4 Vzijemna poloha primky a hyperboly

Vzéajemnou polohu pfimky a hyperboly je mozné urcit feSenim soustavy rovnic: obecné rovnice
pfimky (resp. smérnicového tvaru rovnice pfimky) a rovnice hyperboly. Jedna se soustavu linearni
rovnice (rovnice piimky) a kvadratické rovnice (rovnice hyperboly). Pfi feSeni je vhodné postupovat
tak, Ze z linearni rovnice dosadime do kvadratické rovnice, vypocteme jednu nezndmou a zpétnym
dosazenim do linearni rovnice vypocitame druhou neznamou.

Odvozeni vzijemné polohy piimky a hyperboly ukdzeme na hyperbole, jejiz osy splyvaji
s osami kartézského systému soufadnic, pti¢emz hlavni osa hyperboly splyva s osou x. Uvazujme tedy
ptimku p danou rovnici

y=kx+gq (29)
a hyperbolu danou rovnici (24), kterou je mozné upravit na tvar
b*x* —a*y* =a’b’. (30)

Tvar rovnice (30) je specialni podoba obecné rovnice hyperboly ve tvaru (28).

I kdyby nebyla pfimka vyjadfena ve smérnicovém tvaru (29), je snadné piimku zadanou
parametrickym vyjadfenim nebo ptfimku danou obecnou rovnici vyjadtit rovnici ve tvaru (29).

Dosadime-li nyni za y zrovnice (29) do rovnice hyperboly (30), dostaneme
b’x* —a* (kx+q)’ =a®h?, kde a,b, k,qeR aaib jsou kladna Eisla. Tuto rovnici je moZné upravit
umocnénim dvoj¢lenu a naslednym slou¢enim odpovidajicich si ¢lent (v zavislosti na mocning
neznamé x). Ziskame tak rovnici
(b2 —azkz)x2 —2kga*x —a*q* —a*b* =0. (D)
Rovnice (31) mize byt:

1. kvadraticka — pokud b* —a’k* # 0, coz znamend, 7e k #+— . V tomto piipadé ma fesena
a

soustava rovnic zadné, jedno nebo dvé feSeni. Pfimka p popsana rovnici (29) a hyperbola
v tomto pfipadé maji nula, jeden nebo dva spole¢né body, coz odpovida tomu, Ze piimka
p je vnéjsi primka, te¢na nebo secna.

Delit koeficientem a pti vyjadiovani koeficientu k£ je mozné, nebot’ @ ma vyznam délky hlavni
poloosy, a je tedy kladné.

2. linedrni — pokud »° —a’k*> =0, a tedy k = ié . V tomto pfipad¢ piejde rovnice (31) na
a

rovnici
—2kga*x —a*q* —a’b* =0 (32)

a feSeni se opét rozpada na dvé moznosti:
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a) ¢=0 —rovnice (32) ma tvar Ox—a’b* =0, a tedy nema feseni. To znamend, Ze piimky
dané rovnicemi
(33)

Q|

y=t—x

nemaji s hyperbolou zadny spole¢ny bod.

Rovnici 0x —a’h* =0 lze psat ve tvaru Ox = a’h?, ze kterého je uz jasné vidét, Ze rovnice nema
zadné teSeni. Koeficienty a a b predstavuji délky poloos hyperboly a jsou to tedy kladna cisla.
Umocnénim kladnych cisel ziskame opét Cisla kladna a soucin kladnych ¢isel nikdy nemtze byt
nulovy!

Tvar rovnice ptimky (33) vyplyva z tvaru rovnice ptimky (29), do kterého dosadime k& = ié a
a
q=0.
b) g #0 —rovnice (32) ma jediné feSeni a pfimky popsané rovnicemi
34
y= iéx +q 34
a

maji s hyperbolou spole¢ny jediny bod.
Pii zkoumani vzajemné polohy piimky dané rovnici (29) a hyperboly dané rovnici (25) je
postup obdobny, pouze s tim rozdilem, Ze ,kriticka* hodnota smérnice k pfimek bude tentokrate rovna

k= i% . Tyto ptimky maji pro hyperbolu dilezity vyznam.

. . . b . o .
PRIMKY DANE ROVNICI y=f—x PROCHAZEJICI STREDEM HYPERBOLY
a

2 2
, , X v . , , a , ,
POPSANE ROVNICI —Z—y—zzl A PRIMKY DANE ROVNICI yzizx PROCHAZEJICI
a
x2 yz
STREDEM HYPERBOLY POPSANE ROVNICI _b_2+_2=1 SE NAZYVAJIi ASYMPTOTY
a

HYPERBOLY.

Asymptoty jsou ptimky, které se obecné k dané kfivce (nejen k hyperbole) v nekone¢nu nejvice
»primykaji“ (tj. pro velka x je jedno, jestli pijdeme po dané kfivce nebo po jeji asymptoté — obé cesty
budou skoro stejné).

Rovnoosé hyperbola (viz odstavec 1.4.5) ma asymptoty navzijem na sebe kolmé: asymptotami
jsou totiz piimky y=2x+9 (kde deR ), tedy osa I. a IIl. kvadrantu, osa II. a IV. kvadrantu nebo

pfimky s nimi rovnobézné.
Analogicky bychom postupovali pfi vysetfovani vzajemné polohy a pfimky a hyperboly
v piipad€é, Ze by hyperbola méla stfed obecné v bodé S= [m; n] . Asymptoty takové hyperboly
prochazeji timto stfedem, takze jejich rovnice maji tvar
35
yzié(x—m)-kn resp.yzi%(x—m)-kn. (33)
a
Vzijemnou polohu pfimky a hyperboly tedy mizeme shrnout:
1. Asymptota hyperboly nema s hyperbolou zZadny spole¢ny bod (pfimky @, a a, na obr.
31).
2. Ptimka, ktera je s asymptotou rovnob&zna rizna, ma s hyperbolou spole¢ny jediny bod,
ale NENI TO TECNA (pfimka k na obr. 31).

Tento prisedik ziskame tak, ze budeme fesit LINEARNI ROVNICI — kvadratické ¢leny
Vv rovnici ,,vypadnou.

3. Piimka, ktera je s asymptotou hyperboly riznobézna, mize mit s hyperbolou:

a) spolecné dva riizné body — pak se jedna o se¢nu hyperboly (pfimka s na obr. 32);

b) spole¢ny jediny spole¢ny bod — pak se jedna o tecnu hyperboly (pfimka ¢ na obr. 32);
¢) zadny spoleény bod — pak se jedna o vng&jsi ptimku hyperboly (pfimka p na obr. 32).

V téchto tiech pripadech fesime KVADRATICKOU ROVNICI.
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obr. 31 obr. 32
Zvlastni vyznam ma (i v souvislosti s diferencialnim poctem a integralnim poctem) tecna

hyperboly.
VETA: NECHT JE DANA HYPERBOLA ROVNICI VE STREDOVEM TVARU
2 2
(x=m)’_(=n)' o , e sonE Tle
= e =1. TECNA ¢t K TETO HYPERBOLE V JEJIM BODE T=[x0,y0] JE
a
POTOM DANA ROVNICI

(x—m)(xo—m)_(y—n)(yo—n)_1 (36)
2 2 e
a b
VETA: NECHT JE DANA HYPERBOLA ROVNICI VE STREDOVEM TVARU
2 2
(x-m)” (y-n) . : , ; ,
- I + p =1. TECNA ¢t K TETO HYPERBOLE V JEJIM BODE Tz[xo,yo] JE
POTOM DANA ROVNICIH

Gmmmm) (r=m)0p-n) (37)
b* a’

Rovnice teCen maji opét podobny tvar jako samy rovnice hyperbol. Analogickd podobnost
rovnice tecny a krivky se vyskytla uz u kruznice a elipsy.

Odvozeni rovnice tecny k hyperbole v daném bod¢ je mozné az s vyuzitim diferencialniho
poctu.

1.4.5 Rovnoosa hyperbola s asymptotami v osdch soustavy souradnic

Ve fyzikalnich a technickych aplikacich se Casto vyskytuje rovnoosa hyperbola, ktera je
zvlastnim ptipadem hyperboly. Pro vyuziti v aplikacich matematiky se hyperbola vétSinou nataci tak,
ze jeji asymptoty jsou totozné s osami x a y kartézského systému soutradnic (resp. rovnobézné s osami
daného kartézského systému soufadnic). Asymptoty jsou pfitom v tomto piipadé navzajem kolmé.
Hlavni osa hyperboly a vedlejsi osa hyperboly jsou osami I. a III. kvadrantu a II. a IV. kvadrantu
(resp. jsou s osami kvadrantii rovnobézné). Délka hlavni poloosy a délka vedlejsi poloosy jsou stejné,
coz vplyva uz z nazvu tohoto typu hyperboly.

Predpokladejme, ze hlavni osa rovnoosé hyperboly je osou I. a III. kvadrantu, a stfed hyperboly
je vbodé S=[0;0]. Vzhledem k tomu, Ze plati a=b je podle vztahu (21)

e=+a*+b* =2a* = a2 . Ohnisko F, lezi na hlavni ose hyperboly ve vzdalenosti e=aV2 od

jejiho stfedu. To znamena, Ze jeho soufadnice jsou F, = [a; a] . Souradnice ohniska F, jsou ze stejnych

divodii F, =[-a;—a]. Pro libovolny bod X=[x;y] hyperboly pak miizeme rozepsat definici

hyperboly (19) ve tvaru \/(x—a)2+(y—a)2 —\/(x+a)2+(y+a)2 =2a. Umocnénim na druhou

dostaneme rovnici ve tvaru:
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(x—a)2 Jr(y—a)2 —2\/(x2 —2ax+a’+y° —2ay+a2)(x2 +2ax+a’+y° 4—2ay+az)+(x+a)2 Jr(y+a)2 =4q*

Po dalsim umocnéni na druhou a slou¢enim odpovidajicich si vyrazii dostaneme rovnici

2x* +2y* +4d’ —2\/(x2 +2a° +y° —2a(x+y))(x2 +2a° +y° +2a(x+y)) =4a°. S vyuzitim

2
algebraického vztahu (23) dostaneme rovnici x* + )? —\/(x2 +2a° + yz) —44* (x + y)z =0.

Pfevedenim  odmocniny na  jednu  stranu  rovnice  ziskdme rovnici ve  tvaru

2
x*+yt= \/ (x2 +2a° + yz) —4a* (x+ y)2 , kterou dale wumocnénim upravime na tvar
X+ 277 +yt =xt +4at + ) +4a’ X + 4a* Y +2x7 ) —4a*x* —8a’xy —4a’y* . Odeétenim stejnych
&lenti ziskame rovnici ve tvaru 8a’xy=4a*. Vzhledem ktomu, 7¢ a je délka hlavni poloosy

hyperboly, a tedy je to Cislo kladné, Ize jim rovnici délit. Dostavame tak

ool (38)
Y K4

coz je rovnice rovnoosé hyperboly.
Analogickym postupem bychom odvodili rovnici rovnoosé hyperboly, kterd by byla umisténa
tak, ze jeji hlavni osa by byla osou II. a I'V. kvadrantu. Dostali bychom rovnici ve tvaru

1, (39)

xXy=——a".
2

VETA: ROVNOOSA HYPERBOLA, JEJiZ OSY JSOU TOTOZNE S OSAMI

KVADRANTU KARTEZSKEHO SYSTEMU SOURADNIC OxyA JEJIiZ ASYMPTOTY LEZI

V OSACH TOHOTO SYSTEMU SOURADNIC, JE POPSANA ROVNICI

k (40)
Yy==
X

KDE keR\{0}. PRO:

k>0 LEZI VETVE HYPERBOLY V I. A VE III. KVADRANTU SOURADNEHO

SYSTEMU (VIZ OBR. 33);
k<0 LEZi VETVE HYPERBOLY V II. A VE IV. KVADRANTU SOURADNEHO

SYSTEMU (VIZ OBR. 34).

Srovnanim vztahi (38), (39) a (40) dostaneme, Ze |k| = %az.

hd hd

obr. 33 obr. 34

Analogickym postupem by bylo mozné odvodit rovnoosou hyperbolu, kterda nema stied v
pocatku soustavy soutadnic, ale obecné v bod¢ S = [m; n] . Jiny zptisob odvozeni této rovnice spociva
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v posunuti grafu takovym zptisobem, ze pocatek soustavy soufadnic posuneme do bodu S= [m; n].

Potom dostaneme rovnici rovnoos¢ hyperboly ve tvaru (x—m)(y—n)= i%a2 , odkud vyplyva

k +n, (41)

y:
xX—m

piicemz ke R\ {0} .

VETA: ROVNOOSA HYPERBOLA, JEJIZ OSY JSOU ROVNOBEZNE S OSAMI
KVADRANTU KARTEZSKEHO SYSTEMU SOURADNIC Oxy, JEJIZ ASYMPTOTY LEZI
NA PRIMKACH ROVNOBEZNYCH S OSAMI TOHOTO SYSTEMU SOURADNIC A JEJIZ
STRED MA SOURADNICE S=[m;n]|, JE POPSANA ROVNICI (41). PRO:

k>0 LEZI VETVE HYPERBOLY V I. A VE III. KVADRANTU POSUNUTE
SOUSTAVY SOURADNIC (VIZ OBR. 35);
k<0 LEZI VETVE HYPERBOLY V II. A VE IV. KVADRANTU POSUNUTE

SOUSTAVY SOURADNIC (VIZ OBR. 36).
¥

obr. 35 | obr. 36

Rovnoosa hyperbola se sttedem v bodé S = [0; 0] je tedy vlastné linearné lomena funkce.
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1.5 Parabola

1.5.1 Definice hyperboly a jeji popis
Posledni kuzeloseCkou, sniz se seznamime a kterd ma také velmi rozsahlé pouziti nejen
v matematice, ale i v aplika¢nich pfedmétech (fyzika, mechanika, elektrotechnika, ...), je parabola.
PARABOLA JE MNOZINA VSECH BODU V ROVINE, KTERE MAJI STEJNOU
VZDALENOST OD DANEHO BODU F A OD DANE PRIMKY d, NA KTERE BOD F
NELEZi. TO ZNAMENA, ZE PRO LIBOVOLNY BOD X LEZiCi NA PARABOLE
MUZEME PSAT:

|FX| =|Xd|. (42)

Pro ucely stfedoskolské matematiky se uvazuji pouze takové piimky d, které jsou kolmé k jedné
z os kartézského systému soutadnic. Bylo by ale mozné obecné definovat parabolu, jejiz fidici ptfimka
d ma libovolnou polohu vzhledem k osam kartézského systému soutadnic.
Terminologii a znaceni dilezitych bodi a vzdalenosti paraboly vysvétlime na parabole, jejiz osa
splyva s osou y a ktera je umisténa v zakladni poloze (viz obr. 37):
1. bod F se nazyva ohnisko paraboly;
2. ptimka d se nazyva ridici primka paraboly;
3. primka o vedena bodem F kolmo na piimku d se nazyva osa paraboly;
4. vzdalenost p ohniska F od fidici pfimky d se nazyva parametr paraboly a plati tedy
|Fd|=|FD|=p, (43)

kde bod D je prisecik osy paraboly s jeji fidici ptimkou;
5. stftedem useCky FD je vrchol paraboly V.

¥ ¥
'F d D
W
d v :
D Tr
obr. 37 obr. 38

Parabola je (stejné jako hyperbola — viz odstavec 1.4.1) oteviena kiivka.

Parabolu tedy neni mozné nakreslit tak, Ze bychom se vratili s tuzkou, kterou parabolu kreslime,
do téhoz bodu, v némz jsme s kreslenim zacali.

1.5.2 Odvozeni rovnice paraboly
Nejdiive odvodime rovnici paraboly umisténé v soustave soutradnic tak, ze vrchol V paraboly je
totozny s pocatkem soustavy soufadnic a ohnisko F lezi na kladné poloose y, tj. ma soutradnice

Fz{O; g} Ridici pt¥imka paraboly d je vtomto piipadé popsana rovnici yz—g, tedy je dana

obecnou rovnici pfimky ve tvaru
2y+p=0. (44)

24




Analyticka geometrie kvadratickych titvari, Jaroslav Reichl, SPSST Panska, Praha, © 2024
Rovnici paraboly ziskame na zakladé jejiho definicniho vztahu (42). Ma-li libovolny bod

X= [x; y] lezet na parabole, musi  jeho soufadnice splilovat podminku

\/(x—0)2+(y—§j2 =@.

Leva strana pravé napsané rovnice predstavuje vzdalenost bodu X od bodu F, prava strana
rovnice vyjadiuje vzdalenost bodu X od ptimky d, ktera je popsana rovnici (44). Vzdalenost bodu od
pfimky je ur€ena pomoci vztahu pro vypocet vzdalenosti bodu od pfimky, ktera je popsana obecnou
rovnici.

g . , L ) p° [2y+p| "
Dal§im rozpisem uvedené rovnosti ziskdme ,|x” + y~ — py+z == a po umocnéni na

£2 _ 4y* +4py + p?

druhou dostaneme x>+ y2 -py+ 4 4

Po tUpravé mame  rovnici

2 2

X’ +)° _py+§ =y? +py+p7 , a tedy dostdvame

x*=2py. (45)

Na rozdil od kruznice, elipsy a hyperboly je rovnice paraboly jedina rovnice kuzelosecky, ktera
je ,,divna“ — vymyka se tvaru rovnice, ktery byl typicky pro ostatni kuzeloseCky. Rovnice paraboly

obsahuje pouze jeden kvadraticky ¢len — bud’ x* nebo y*.

Odvozeni rovnice paraboly s vrcholem v pocatku soufadnic, jejiz ohnisko by lezelo na zaporné
poloose y, by bylo podobné. Oba tyto typy parabol pfitom zname z kapitoly o kvadratickych funkcich,
nebot’ tyto typy parabol jsou grafy kvadratickych funkci.

Ve sttedoskolské analytické geometrii je ale mozné definovat dalsi dvé polohy paraboly, jejichz
ohniska budou lezet na ose x (na kladné Casti osy x nebo na zaporné Casti osy x). Odvozeni rovnic
téchto dvou typt parabol by bylo analogické jako vySe uvedené odvozeni paraboly, jejiz ohnisko
lezelo na kladné Casti osy y.

Parabolu v analytické geometrii je tedy mozné nejen ,postavit® do kartézského systému
soufadnic, ale je mozné ji do n¢j i ,,polozit*.

Rovnice popisujici parabolu v zavislosti na poloze ohnisek shrnuje nasledujici véta. Tu by bylo

mozné dokazat odvozenim rovnice paraboly na zaklad€ polohy ohnisek tak, jak bylo odvozeno vyse.
¥ ¥

d d

.

obr. 39 obr. 40
VETA: PARABOLA S PARAMETREM p (p JE KLADNE REALNE CiSLO),

KTERA MA VRCHOL V POCATKU SOUSTAVY SOURADNIC A OHNISKO NA:
OSE y, MA ROVNICI

x> =2py, LEZi-L1 OHNISKO NA KLADNE POLOOSE y (VIZ OBR. 37);
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x*=-2py, LEZi-LI OHNISKO NA ZAPORNE POLOOSE y (VIZ OBR.
38);
OSE x, MA ROVNICI

y? =2px, LEZi-LI OHNISKO NA KLADNE POLOOSE x (VIZ OBR. 39);

y? =—2px, LEZi-LI OHNISKO NA ZAPORNE POLOOSE x (VIZ OBR. 40).

Znaménko minus je v rovnici paraboly tehdy, pokud je parabola oteviena smérem do zaporné
¢asti osy x nebo zaporné ¢asti osy y.

Pfi odvozovani rovnice paraboly, jejiz osa je rovnobézna s osou x (resp. s osou y), vrchol ma
soufadnice V = [m; n] a ohnisko F lezi napravo nebo nalevo (resp. nad nebo pod) vrcholem V, se

postupuje podobné¢ jako pii odvozovani rovnice hyperboly (viz odstavec 1.4.2), jejiz stied nelezel
v pocatku soustavy soutradnic. Posuneme soustavu soutfadnic tak, aby pocatek soustavy soufadnic
splynul s vrcholem V paraboly a jeji osa byla totozna s jednou z os této posunuté soustavy soufadnic.
Ziskame tak rizné tvary rovnice paraboly, které shrmuje nasledujici véta.
VETA: PARABOLA S PARAMETREM p (p JE KLADNE REALNE CiSLO),

KTERA MA VRCHOL V BODE V=[m;n] A JEJIZ OSA JE:
ROVNOBEZNA S OSOU y, MA ROVNICI

(x—m)2=2p(y—n), LEZi-LI OHNISKO NAD VRCHOLEM V (VIZ OBR.
41);

(x—m)2=—2p(y—n), LEZi-LI OHNISKO POD VRCHOLEM V (VIZ OBR.
42);
ROVNOBEZNA S 0SOU x, MA ROVNICI

(y—n)2=2p(x—m), LEZi-LI OHNISKO VPRAVO OD VRCHOLU V (VIZ
OBR. 43);

(y—n)2=—2p(x—m), LEZi-LI OHNISKO VLEVO OD VRCHOLU V (VIZ

OBR. 44).
Vsechny uvedené tvary rovnic paraboly se nazyvaji vrcholové tvary rovnice paraboly.

Z téchto rovnic Ize totiz velmi dobfe Cist souradnice vrcholu paraboly.

¥ ¥

NG |

A R

obr. 41 obr. 42
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d

obr. 43
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obr. 44

Rovnice paraboly lze pfevést umocnénim dvojclenu a pfevedenim ¢lend rovnice na jednu stranu

rovnice na obecnou rovnici paraboly ve tvaru

o’ +Py’ +yx+dy+w=0,

(46)

kde a,B, 7,0, @€ R aprave jedno z ¢isel a nebo B je nulové.

Jedno zc¢isel a nebo B musi byt nulové proto, aby vrovnici paraboly ,,vypadl“ jeden

kvadraticky clen: bud’ x-ovy nebo y-ovy.

1.5.3 Vzajemna poloha bodu a paraboly

Pro vzajemnou polohu bodu o soufadnicich [x; y] a paraboly, jejiz vrchol je v bodé V = [m; n] ,

mohou nastat tyto piipady:

1. bod leZi na parabole — soufadnice bodu splituji rovnici (x — m)2 =+2p(y—n) (bod A na

obr. 45) resp. (y— n)2 =+2p(x—m) (bod J na obr. 46);

2. bod lezi wve wvnitini oblasti

paraboly —

soufadnice bodu spliuji nerovnici

(x—m)2 <+2p(y—n) (bod B na obr. 45) resp. (y—n)2 <+2p(x—m) (bod K na obr.

46);

¥

=)

obr. 45

hd

obr. 46

Vnitini oblast paraboly je ta oblast, kterd je parabolou ,,mackéna‘ nebo ,,svirana“.
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3. bod lezi vné paraboly — soufadnice bodu spliiuji nerovnici (x— m)2 >+2p(y—n) (bod C

na obr. 45) resp. (y - n)2 > in(x - m) (bod L na obr. 46).

Vnéjsi oblast paraboly je ta ,,vétsi* z oblasti, na které parabola rozdé€luje rovinu. V této oblasti
lezi body, kterymi lze vést tecnu k parabole.

Obrazky jsou zobrazeny pouze dva, ackoliv by mély byt (v zavislosti na vzajemné poloze
vrcholu paraboly a ohniska paraboly) ¢tyti. Ostatni obrazky by byly ale analogicke.

1.5.4 Vzijemna poloha primky a paraboly
Vzijemnou polohu pfimky a paraboly je mozné urcit feSenim soustavy kvadratické rovnice,
ktera popisuje parabolu, a linearni rovnice, ktera popisuje piimku. Vzhledem k tomu, ze kvadraticka
rovnice popisujici parabolu obsahuje pouze jednu nezndmou ve druhé mocniné (a druha je v prvni
mocning), Ize pfi feSeni soustavy rovnic postupovat takto:
1. zlinearni rovnice popisujici pfimku vyjadiime jednu nezndmou a dosadime do
kvadratické rovnice popisujici parabolu;

To je metoda, kterda je pouzitelna pfi vySetfovani vzajemné polohy pfimky a libovolné
kuzelosecky. V ptripad¢€ vysetfovani vzajemné polohy pfimky a paraboly je mozné si vypocet dale
zjednodusit tak, ze vyjadiime z linearni rovnice tu neznamou, kterd neni v rovnici paraboly na druhou.
Ale pro nalezeni spravného feSeni (vzajemna poloha piimky a paraboly, resp. souradnice pruseciki) je
mozné vyjadrit libovolnou neznamou.

2. z kvadratické rovnice popisujici parabolu vyjadiime tu neznamou, ktera je v pfislusné
rovnici v prvni mocning a dosadime do linearni rovnice popisujici primku.

V obou piipadech ziskdme obecné kvadratickou rovnici, kterou vyfeSime, a nalezené koteny
dosadime do druhé rovnice. Pocet feSeni soustavy rovnic uruje zaroven pocet spolecnych bodl
primky a paraboly. V pfipadé, Zze vyjde pravé jedno feSeni soustavy rovnic, je nutné jesté ovefit, zda
zadana piimka je nebo neni rovnobézna s osou paraboly.

Pfi urCovani vzajemné polohy pfimky a paraboly je totiz nutné rozliSovat nasledujici piipady:

1. pfimka je b rovnobézna s osou paraboly — piimka protind parabolu v jediném bodg¢, ale
pfimka b pfitom NENi TECNA (viz obr. 47);
Pfimka je tecnou kuzeloseCky pouze tehdy, jestlize lezi celd ve vnéjsi oblasti kuzelosecky.

Piimka b pfitom podle popisu a podle obr. 47 ptfechdzi z vnéjsi oblasti paraboly do vnitini oblasti
paraboly (viz kapitola 1.5.3), a proto nemtize byt teCnou.

2. ptimka riznob&zna s osou paraboly (viz obr. 48) mize byt:
a) seCnou s paraboly — ma s parabolou spole¢né dva rizné body;
b) te¢nou ¢ paraboly — ma s parabolou spolecny pravé jeden bod;

¢) vngjsi pfimkou p paraboly — nema s parabolou spole¢ny zadny bod.
hd hd

obr. 47
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Zvlastni vyznam ma (stejné jako u ostatnich kuzelosecek) te¢na paraboly.
VETA: NECHT JE DANA PARABOLA ROVNICi VE VRCHOLOVEM TVARU:

(x—m)2 =+2p(y—n). TECNA ¢ K DANE PARABOLE V JEJIM BODE T=[x;; y,] JE
POTOM DANA ROVNICI

(x—m)(xo—m)zip(y+yo—2n). (47)

(y—n)2 =+2p(x—m). TEENA ¢ K DANE PARABOLE V JEJIM BODE T=[x,;y,] JE
POTOM DANA ROVNICI

(y—n)(yo—n)zip(x+x0—2m). (48)

Rovnice teCen paraboly nemaji tak ,.hezky* tvar, jako maji rovnice tecen kruznice, elipsy Ci
hyperboly. Divodem je fakt, Ze v rovnici paraboly je pouze jedna neznama ve druhé mocning. Presto
ale rovnice te¢en maji k rovnici paraboly urcity vztah a jeji sestaveni se tidi jistymi ,,pravidly*.
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