Analyticka geometrie: Elipsa a jeji tecna, © Jaroslav Reichl, 2010

Zadani ulohy
Najdéte rovnice teden elipsy £:9(x-3)> +16(y+1)’ =144, které maji smérnici rovnou 1.
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Reseni ulohy
Zadanou rovnici elipsy upravime vydélenim Cislem 144 na tvar
Ry 2 (1)
(x-3) +(y+l) _1,
16 9

ze které¢ho je uz zfejmé, ze stied elipsy je vbodé S=[3;-1], délka hlavni poloosy jsou 4 j, délka

vedlejsi poloosy jsou 3 j a hlavni osa elipsy je rovnob&zna s osou x (viz obr. 1).

Elipsa teda lezi v kartézském systému souradnic.
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obr. 1

Tecny, jejichz rovnice mame nalézt, maji mit smérnici rovnou jedné. To znamena, Ze budeme
vychazet ze smérnicového tvaru rovnice piimky ve tvaru
y=kx+q, 2
kde kje smérnice piimky a ¢ je usek, ktery vytina dana pfimka na ose y. Pfimka, jejiz smérnice je
rovna jedné, je rovnobézna (rizna nebo splyvajici) s osou prvniho a tfetiho kvadrantu kartézské
soustavy soufadnic. Ze vSech téchto pfimek chceme najit pouze ty, které maji se zadanou elipsou
popsanou rovnici (1) spolecny pravé jeden bod, tj. jsou to tecny k zadané elipse (viz obr. 2).
Abychom mohli napsat rovnice hledanych teCen, musime nejdiive urcit soufadnice bodu dotyku
T =[xy; yo] tecny a elipsy. Te¢na k elipse, kterd je dana zadanim tlohy, sestrojena v bodé 7' =[x; y, |
bude mit rovnici
9(x—3)(x0—3)+16(y+1)(y0+1):144, 3)
pfi¢emz x a y jsou soufadnice libovolného bodu leZiciho na této tecné. Tato tecna ma mit podle zadani
smérnici rovnou jedné. Je tedy nutné pievést rovnici teCny (3) na smérnicovy tvar, abychom mohli
urcit jeji smernici.
Nejdiive osamostatnime ¢len, vnémz se vyskytuje y: 16(y+1)(y, +1)=144-9(x-3)(x)—3).
144-9(x-3)(x, -3)
16 ( Yo+ l)

Dalsi Gpravou ziskame rovnici ve tvaru y+1= a konecéné pro y dostdvame rovnici
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—9(x0—3)
16(yy +1)

144

—————1, kterou je$té upravime na tvar
16 ( Yo+ 1)

ve tvaru y = (x-3)+

—9(x0—3)x+27(x0—3)—1—144_1. “)

16( o +1) 16( o +1)
hd

obr. 2

Srovname-li tvar rovnice (4) s obecnym smérnicovym tvarem piimky (2), dostaneme
. -9(xo —3) (%)

16(yy +1)

Podle zadani ma mit hledana te¢na smérnici rovnou jednou, coz znamena, Ze musi platit
-9(x0-3) (6)
16(yo+1)

Mame tedy prvni podminku, kterd svazuje soutadnice bodu dotyku 7 ptimky a elipsy. Druhou

podminku (potfebujeme dvé rovnice, nebot mame dvé neznamé x, a y,) ziskame, pokud si

uvédomime, Ze bod 7 lezi na elipse. Dostavame tak rovnici
9(xy—3)" +16(yy +1)* =144, ™
Nyni tedy budeme fesit soustavu linearni rovnice (6) a kvadratické rovnice (7). Nejschudnéjsi

postup je ten, ze zlinearni rovnice vyjadfime jednu neznamou a toto vyjadfeni dosadime do
kvadratické rovnice. Z rovnice (6) tedy vyjadiime napf. y,. Rovnici (6) proto nejdfive vynasobime

tak, aby nebyla zapsana pomoci zlomkt. Dostaneme rovnici ve tvaru —9(x, —3) =16(y, +1) a odtud jiz
vyjadiime y,:
ox, +11 (8)
Yo=—"—.
16

2
Y , . . -9 11
Toto vyjadfeni dosadime do kvadratické rovnice (7): 9(x0—3)2+16(xl°—6++1) =144.
Nejdiive upravime druhy kvadraticky clen, protoze je vidét, Ze se tim celd rovnice zjednodusi.

2
- 2
%j =144 . Nyni ve

Pievedenim na spole¢ného jmenovatele dostaneme rovnici 9(x, —3)2 +16(

2
Sy < Lz .. —9(x, -3
druhém kvadratickém ¢lenu vytkneme ¢islo -9, ¢im ziskdme rovnici 9(x, —3)2 + 16((1—2)j =144 .

2
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Mro Ny < 81 L . B
Castetnym umocnénim dostaneme: 9(x, —3)2 +16F(x0 —3)2 =144 . Po zkraceni a vytknuti celého

kvadratického dvojclenu ziskame rovnici (x, — 3)2 (9 +%j =144, ktera jednoduchou tpravou piejde na

.. 22 . : .. 144.1
rovnici ve tvaru (x0—3)2.1—65:144. Vynasobenim dostaneme rovnici ve tvaru (x0—3)2 = 2256

b

. . L1, .. 12.4 L, =y B «
kterou muzeme odmocnit a ziskdme rovnici |x0 —3| =15 Po zkraceni zlomku na jeji pravé strané

tedy mame rovnici

16 €))
|XO —3| = ? N
ktera ma dvé fesSeni
16 31 16 1 (10)
Xp=—+3=—a xp, =——+3=——.
0= 5 02 5 5
Dosazenim feSeni (10) do vyjadieni (8) ziskame y-ové soufadnice bodii dotyku hledané te¢ny a
elipsy:
31 1 (11)
-9.— -9 ——=|+11
_9.5+11__Ea i (5) 4
Yo1 R 5 Yoz 16 5

Na zakladé tfeseni (10) a (11) soustavy rovnic (6) a (7) mame tedy dva body dotyku tecny a
elipsy: T :{%;—%} a T, :[—%;%}: podminky ze zadani ulohy tedy spliuji dvé teCny. Nyni jiz
muizeme psat rovnice tecen k elipse. Postupnym dosazenim bodl dotyku 7; a 7, do rovnice (3)
dostaneme teCny, které maji vlastnosti pozadované zadanim ulohy. Bodem 7; prochazi tecna dana

rovnici 9(x— 3)(% - 3} +16(y+1) (—% + lj =144 . Upravou ¢&lenti v zavorkach ziskame rovnici ve tvaru

9.%(x—3)—16.%( y+1)=16.9. Po vydé¢leni rovnice ¢islem 144 a vynasobenim péti dostaneme rovnici
tecny ve tvaru x—3—(y+1)=5. Tedy te¢na ¢, ktera prochazi bodem 7; , ma obecnou rovnici
x-y-9=0. (12)

Analogicky mizeme psat rovnici teny, ktera prochazi bodem 7,. Po dosazeni jeho soufadnic

do rovnice (3) dostaneme rovnici 9(x—3)[—%—3)+16(y+1)[%+1):144. Vycislenim souctil

v zavorkach piejde tato rovnice na rovnici —9.?(x—3)+16.%( y+1)=16.9. Vydélenim ¢islem 144 a

vynasobenim péti dostaneme rovnici —(x-3)+y+1=5. Te¢na ¢, prochazejici bodem 7, ma tedy
obecnou rovnici ve tvaru
x—y+1=0. (13)

Tecny, které jsme méli podle zadani nalézt, jsou popsany obecnymi rovnicemi (12) a (13).



