Posloupnosti a rady

1. Posloupnosti a jejich vlastnosti

Napiste prvnich pét ¢lend posloupnosti, ktera je dana takto:

3 0
3n-4\" 12 (242(<1)")" Y 14 (n(n+2 | . n
L1 [ - ) (2+207) 15[ g D (02D s [ Lain !
n=1 n n=1
n=1
1.6 Napiste prvnich 10 ¢lent nekonecné posloupnosti (kn ):;I, kterd je definovdna takto: k, =-1, je-li n
prvocislo, k, =1, v pfipad¢, Ze n neni prvocislo.
Vyjadfete dané posloupnosti vztahem pro n-ty ¢len:
1.7 1,-1,1,-1, 1, ... 14 14 14 14 2 1
18202 B8 gy g0 B8 18y 02222 03
2345 6 17 37 4757 67 374’5678
Urcete tfeti a paty Clen posloupnosti dané rekurentné:
1.11 1 113 g, =2, a,=1, 1.14
al =2’ an+l =_2an +3 1.12 al _1’ an+| a 1+a a =a a al =1’ an+l =10g10an

n+2 n+l n

n=1

1.15 Je ddna posloupnost (a,) . =(log3" X . Vyjadrete ji rekurentné.
n n=1

1.16 Je ddna posloupnost (a,)” =(n(n+ 1)):0:I . Vyjédtete ji rekurentng.

1.17 Je déna posloupnost (a,)” = (LJ . Vyjddiete ji rekurentng.
"~ n+ n=1

Zjistéte, zda jsou dané posloupnosti rostouci, klesajici, nerostouci nebo neklesajici a omezené (zdola, shora):

1.18 [Lj 1.19 (”“j 1.20 (2’”1) 121 ((-1)"2n) 122 (”—_lj
n+1 n=1 n n=1 n+2 n=1 "~ n+1 n=1
2 ) 2n+3Y" Va1) 126 ” ”
1.23 £__6j 1.24[ n j Las | G+ (cosmn), gy [ 1
2 n=1 n n=1 n n(n+1) n=l
n=1

1.28 Indickd uloha: Je tieba vypoditat pocet krav a telat ve stadu jeZ ziskame od jedné kravy za 20 let, vime-li,
Ze se kazdé krave narodi pocatkem kaZdého roku jedno tele a kazdé tele ddva stejné potomstvo, jakmile
dosdhne véku ti1 let.

2. Dutkaz matematickou indukci

2.1 Je dana posloupnost (an )j: rekurentné takto: a, =2, a,,, =3a,. Vyjidiete ji vztahem pro n-ty Clen.

2
w . 1 n+l .

2.2 Posloupnost (a,)”  je déna rekurentng takto: q, =5 =%-an- Vyjéadrete tuto posloupnost
"= n(n+

1 n+l

vztahem pro n-ty Clen.
~ e 2 Xz . ¥ . ¥ o . © 2
2.3 Pro vSechna prirozena ¢isla n je soucet prvnich n ¢lend posloupnosti (an )n: kde a, =n", roven

I b
M. Dokazte.

2.4 Dokazte, Ze pro vSechna pfirozena Cisla n plati: 6/ (n3 +1 ln) .

n(n+1)
2.5 Dokazte: VneN:l+2+3+...+n=T.

n(2n—1)(2n+1
2.6 Matematickou indukcf dokaZte platnost tvrzeni: VneN:1* +3° +5* + ..+ (2n— 1)2 = w )

. . . . n(n+1)(n+2)
2.7 Matematickou indukcf dokazte: VneN:1.2+2.3+34+. . +n(n+1)=———F——.
2.8 Matematickou indukcf dokazte: Vae N:143+5+...+(2n—1)=n’

R 1 n

2.9 Matematickou indukci dokazte: Vne N:— tot———=—
12 23 34 n.(n+1) n+1

n(n+1
2.10 Matematickou indukci dokazte: Vne N: 1P +2° +3* +..+n’ = {%} )
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2n
2.11 Matematickou indukci dokaZte, Ze pro vSechna pfirozena éisla je vyraz

vzdy celodiselny.

2.12 Dokazte, Ze soucin dvou po sob¢ jdoucich pfirozenych ¢isel je délitelny dvéma.
2.13 Dokazte, Ze soucet tfetich mocnin ti{ po sob€ jdoucich pfirozenych Cisel je délitelny deviti.
2.14 Dokazte matematickou indukci, Ze soucin tfi po sob¢ jdoucich pfirozenych ¢isel je délitelny Sesti.

2.15 Dokazte matematickou indukef, Ze &islo Q(n) =5""+6>"" je délitelné &islem 31 pro kazdé ptirozené

¢islo n.

10" -1
81

2.17 Postupné dosazujte do vyrazu Q(n) =2"_7 zan¢&isla 0, 1, 2, 3 a formulujte hypotézu o jeho délitelnosti

M . . P n . « v PRy vr )
2.16 Dokazte matematickou indukci, Ze ¢islo V(n) = By je pro vSechna pfirozenad Cisla Cislo celé.

Jjistym piirozenym ¢islem pro kazdé n € Ny . Hypotézu poté dokaZte matematickou indukcf.
2.18 Matematickou indukef dokate, Ze VneN:3/(n’ +2n).

2.19 Vyslovte hypotézu o poctu dhlopficek konvexniho n-thelnika (n>3) a poté ji dokaZte matematickou
indukci.

2.20 Vyslovte hypotézu o souctu vnitinich dhli konvexniho n-ihelnika (n >3 ) a poté ji dokaZte matematickou
indukci.

2.21 Vyslovte hypotézu o poctu &asti roviny, na né€Z rovinu déli n rdznych piimek, které lezi v roviné a
prochdzeji tymZ bodem. Poté tuto hypotézu dokazte matematickou indukci.

2.22 Vyslovte hypotézu o poctu piimek, jimiz lze spojit n bodil v rovin€, z nichZ Zadné tfi nelezi v téZe piimce.
Poté tuto hypotézu dokaZte matematickou indukci.

2.23 V hostinci konvexniho tvaru je lichy pocet pistolnikii. V dany okamzik kazdy vystfeli na svého nejblizsiho
souseda, ktery je jednoznacné uren. Dokazte, Ze prestoze se kazdy pistolnik strefi, zlistane alespoii jeden z
pistolnikli naZivu.

2.24 Matematickou indukci dokazte platnost tvrzeni: Vne N:2' +2° +2° + .. +2" = 2(2” - 1) )

n+l

2.25 Matematickou indukci dokazte platnost tvrzeni: VaeN:a’ +a' +a* +a’ +..+a" = - ,a2l,aeZ.
2.26 Matematickou indukei dokazte platnost tvrzeni:
VneN:1.23+ 2.3.4+3.4.5+...+n(n+1)(n+ 2) = %n(n+l)(n+ 2)(n+3).
1 4 9 n’ n(n+1)

2.27 Matematickou indukci dokaZte platnost tvrzeni: Ve N: —+—+—+...+ .
1.3 35 57 (2n-1)(2n+1) 2(2n+1)

o1 1 n
—t—t+—+..+ = .
13 35 57 7 (2n-1)(2n+1) 2n+1
111 1 n
—+—+ .ot = .
14 47 710 7 (31-2)(3n+1) 3n+l
111 1

2.28 Matematickou indukci dokaZte platnost tvrzeni: Vne N:

2.29 Matematickou indukci dokaZte platnost tvrzeni: Vne N:

n

2.30 Matematickou indukci dokaZte platnost tvrzeni: Vne N: —+—+ +.o.t = .
1.5 59 9.13 (4n-3)(4n+1) 4n+1
2.31 Matematickou indukei dokazte platnost tvrzeni:
aa n(n+1

VneN: 1P =22 +3' 4> +5° —_+(=1)"" n* =(-1) '%.

2.32 Matematickou indukei dokazte platnost tvrzeni:
n+l _ + 1 +
VneN :l+%+%+...+l=L)fn, x#0,x=1.
X x X x" x" (x—l)

2.33 Matematickou indukei dokazte platnost tvrzeni:

sin x(sin” x—l)

: : i i T
VneN:sinx+sin® x+sin® x+...+sin" x = ,x¢5+2k7r,k eZ.

sinx—1
2.34 Je-li a >1 an ptirozené Cislo, pak a" >1. Dokazte.
2.35Je-li a>0, b>0, a>b an ptirozené Cislo, pak a" > b". Dokazte.
2.36 Dokazte, Ze je 2" > n pro kazdé ptirozené Cislo n.
2.37 Nerovnost 2" > 2n+1 plati pro vSechna pfirozena ¢isla n vétsi nez 2. Dokazte.
2.38 Nerovnost 2" > n* plati pro vSechna pfirozend &isla n vétsi nez 4. DokaZte.

2.39 Je-li x>0, x =0 an piirozené &islo v&t3i neZ 1, dokazte, Ze plati (1+x)" >1+nx .
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3. Aritmetickd posloupnost

Zjistéte, jestli nasledujici posloupnosti jsou aritmetické ¢i nikoliv:

3.1 (2n-4)" 32 [LT 33 [ 2n+3J°° 34 (S3n+12) [4(n—1)]°°
n=1 n=1 n=1

n+l n 3

3.6 V aritmetické posloupnosti (an )::I je ddno: a;, =10 a a, = 22. Urcete diferenci této posloupnosti a ¢leny
a, a a,s . Vyjadiete jeji n-ty Clen.

3.7 Urcete soucet prvnich 100 Slenti aritmetické posloupnosti (n)” .
3.8 Urcete soucet vSech lichych trojcifernych ptirozenych Cisel.

3.9 Urcete soucet prvnich 100 Cisel, kterd pii déleni ¢islem 5 dédvaji zbytek 1.

Urcete soucet prvnich 15 ¢lent aritmetické posloupnosti, v niZ plati:

310 g, =6, a, =28 311 a, =7, a, =-1 312 g, =-2, 5, =-145 3.13 s,, =240, d =1
3.14 Vypocitejte prvni a posledni clen aritmetické posloupnosti, kterd méd dvandct ¢lend, je-li d=3 a
s, =168.

N ., o . P T S
3.15 Soucet prvniho a patého Clenu aritmetické posloupnosti je 9, soucet tfetiho a ¢tvrtého ¢lenu je o 1 vetsi

nez soucet prvniho a patého. Urcete prvnich pét ¢lent této posloupnosti.

3.16 V aritmetické posloupnosti s osmi ¢leny je souéin obou krajnich ¢lend 100, soucet dvou prostfednich ¢lent
je 29. Urcete tuto posloupnost.

3.17 Aritmetickd posloupnost, jejiz prvni ¢len je 7 a diference 3, ma soucet clenti 420. Kolik ¢leni ma
posloupnost a jaky je jeji posledni ¢len?

3.18 Mezi Cisla -5 a 4 je tfeba vlozit dalsi Cleny tak, aby vznikla aritmetickd posloupnost, jejiZ soucet je -6,5.
Kolik je novych ¢lent a které to jsou?

3.19 Mezi &isla 4 a 37 vlozZte Cisla tak, aby s danymi Cisly tvorila aritmetickou posloupnost o souétu 246. Urcete
pocet vloZenych Cisel a diferenci takto vytvorené aritmetické posloupnosti.

3.20 V aritmetické posloupnosti 3, 6, 9, ... vyhledejte ¢len, ktery se rovna poloviné souctu vSech predchozich.
3.21 Existuje konvexni n-thelnik, jehoZ nejmensi vnitini dhel ma velikost 126° a kazdy dalsi thel je vétsi o
4° nez predchozi? Pokud ano, urcete kolik ma tento n-thelnik vrcholt.

3.22 Pro ktera reédlna cisla x jsou Cisla log2”, log(2x +1) a log(2x +3) tfi po sob€ jdouci Cleny aritmetické

posloupnosti?
3.23 Velikosti stran pravothlého trojuhelnika tvoii po sob& jdouci ¢leny aritmetické posloupnosti. Delsi
odvésna ma délku 24 c¢m . Urcete velikosti stran a Ghla tohoto trojihelnika.

3.24 Co je vé&tsi a o kolik: soucet prvnich 50 lichych ptirozenych &isel nebo soucet prvnich 50 sudych
ptirozenych cisel?

3.25 Cist stiechy domu, kterou je tieba pokryt taSkami, m4 tvar lichob&Zniku. Do fady u hiebenu stiechy se
vejde 85 tasek, do spodni fady u okapu se vejde 102 taSek. Tasky budou srovndny do tad tak, Ze do v kazdé
nésledujici fadé bude o jednu tasku vice neZ v fad€ predchozi. Kolik korun budou stit tasky na celou
uvazovanou cast stfechy pti cené€ 15,- korun za jednu tasku?

3.26 Ve mésté se buduje hledisté letniho kina pro ptiblizné¢ 1200 divaki. Do prvni fady je planovano 40
sedadel, do kazdé nasledujici pak o 4 sedadla vice. Kolik fad sedadel bude mit hlediste?

3.27 Ocelové roury se skladaji do vrstev tak, Ze roury kazdé horni vrstvy zapadaji do mezer dolni vrstvy. Do
kolika vrstev se sloZi 91 rour, je-li v posledni vrstvé jen jedna roura? Kolik rour je v nejniZsi vrstvé?

3.28 V podniku méli v lednu pfi vyrobé soucastek 20 kust zavadnych. Pocet téchto zavadnych soucastek se
kazdy mésic pravidelné zmensoval o 2 kusy. Kdy (ve kterém mésici) bylo vSech zdvadnych kusti dohromady
98?

3.29 Da-li se na prvni pole Sachovnice 6 zrnek a na kazdé dalsi pole o 4 zrnka vice neZ na piedchazejici, kolik
zrnek bude na vSech 64 polich?

3.30 V tadé za sebou je 100 kameni vzdélenych od sebe 10 krokt. Deset krokt pfed prvnim kamenem lezi
kosik. Sbéra¢ ma za tkol pfenést postupné vsechny kamene do kosiku tim zptisobem, Ze od kosiku jde pro prvni
kamen a s nim se vraci do kosiku, poté jde pro druhy kamen a opét se vraci ke kosiku, .... Uréete kolik krokt
sbérac ujde.

3.31 V zahradé je 30 zdhonki (viz obr. 1). Kazdy @
ma délku 16 m a Sitku 2,5m . K zalévani nosi

zahradnik vodu ve vé&drech ze studny vzdilené
14m od zahrady, pfi¢emZz obchdzi zdhony po 1. 2. 3. EEE 20, 30.
mezich. Najednou pfinese vodu na jeden zdhon.
Kolik metrti ujde, neZ zalije vSechny zahony,
pokud cesta zac¢ind a kon¢f u studny?
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obr. 1

3.32 200 K¢ zacénu prodavat tak, ze prvni korunu proddm za halét, druhou za dva haléfe, tieti za tfi, ...
Vydéldm nebo prodéldm na tomto obchodu?

3.33 Pratelé si vypravéli o svych rodinach. Kratkému se vysmivali, Ze se chova jako jedinacek, ale on jim na to
odpoveédél: ,Mylite se, ja jsem nejstarSi z patnacti déti. Jsem praveé osmkrat star$i neZ muj nejmladsi bratr.
KaZdy dalsi bratr se narodil ptildruhého roku po svém ptedchuidci. Kolik let je Kratkému a jeho nejmladsimu
bratrovi?

3.34 Jakou drahu urazi jehla gramofonové prenosky na standardni desce, ma-li deska 260 zaviti, vn&jsi
polomeér spirdly je 50 mm a vné&jsi polomér spirdly je 120 mm ?

3.35 Egyptskd iiloha: Sto mér zrni se ma rozdé€lit mezi pét délnik tak, aby druhy délnik dostal o tolik mér vice
neZ prvni, o kolik tfeti dostal vice neZ druhy, Ctvrty nez tieti a paty nez Ctvrty. Krom¢ toho maji prvni dva
délnici dostat dohromady sedmkrat méné mér zrni neZ ostatni tfi. Kolik mér zrni dostali jednotlivi d€lnici?
3.36 Cinskd iiloha: Klusik a herka vybihaji z jednoho mista v tém7 sméru. Klusik probéhne za prvni den
193 1i, kazdy nésledujici den o 13/i vice. Herka ub¢hne za prvni den 97 /i a kazdy dalsi den o polovinu /i

mén¢. Pro probéhnuti 3000 /i se klusdk vraci zpét a na zpatecni cesté potkdva herku. Za kolik dnf po vybehnuti

se setkaji? (Pozndmka: /i je stard ¢inska jednotka délky)

3.37 V roce 1975 natogila rezisérka Véra Plivova - Simkové na motivy knihy Marka Twaina Dobrodruzstvi
Toma Sawyera film Pdni kluci. V tomto filmu je scéna, v niZ md Toma$ natfit za trest plot kolem zahrady své
tety Apoleny. Diky své Sikovnosti a vymluvnosti mu ho ale pomohou natfit kamaradi i neptatelé, za coZ Tomas
pouze inkasuje razové listecky, které mu maji dopomoci k vyhte, kterou pfeda zemsky Skolni inspektor a pan
feditel (v nenapodobitelném podani Petra NaroZného). UvaZovanou scénu z filmu lehce pozménime pro své
potfeby: ptredpoklddejme, Ze TomdSova teta vlastni zahradu, na jejiz oploceni je tieba 65 m plotu, ktery je
tvofen z 10 cm Sirokych planck, mezi nimiZ je mezera 10 cm (i v rohu zahrady se stfidd pravideln& planika a

mezera). Kolik plan€k ma plot? Tomas piivodné planoval natirani plotu tim zptsobem, Ze prvni den natfe jednu
plaiikku (aby se neptediel a aby mohl jit s kamarddy ven) a kaZdy nésledujici den o jednu plaiitku vice nez
predchozi (aby teta Apolena piili§ nehubovala). Na kolik dni by Tomasovi timto zpisobem prace vydrZela?
Prvni den, kdyz se chtél pustit do prace, ptiSli kamarddi, kterym Tomas po dlouhém (a hraném) zdrdhani
natirdni plotu svéfil. Za patfiény pocet ruzovych liste¢kil, pochopitelné! Kamaradi pracovali tak, Ze prvni den
natfeli 10 planék a kazdy ndsledujici den vZdy o stejny pocet vice neZ den predchozi. Za 10 dni byli chlapci
hotovi. O kolik plan€k natfeli kaZdy den vice neZ minuly den?

3.38 Jeden Zebiik mél 50 pfi¢li. Na prvnim sed¢l jeden holub, na tfetim dva, na patém tii, na sedmém ¢tyii, ...
Kolik holubi sedé€lo na 49. pricli? Kolik holubi bylo na Zebtiku celkem?

4. Geometrickd posloupnost

Zjistéte, jestli ndsledujici posloupnosti jsou aritmetické, geometrické ¢i jiné:

©

41 (n') in [5‘[2)’]” 43 (3 4.4 (10-6n)", is [ 4log10™ jw
n=1 el

3 5

. . 1
4.6 Geometrickd posloupnost je ddna takto: a, =4 a g = 3 Urcete a, a a,.

4.7 V geometrické posloupnost je a, =6 a a, =48 . Urcete kvocient této posloupnosti a a,, a,, a a,,.

4.8 Zjistéte, kterd z cisel 18, 12, 6, 0, -2 a -6 jsou Cleny geometrické posloupnosti (an )m

n=1"

vniz a, =27 a

q=—§.

4.9 Zjistéte, zda cisla J5-1, 43 a Z(x/g +1) ¢leny néjaké geometrické posloupnosti. Pokud ano, urcete jeji

kvocient.

4.10 Prvni ¢len sedmiclenné posloupnosti se rovna 2, posledni ¢len 1458. Vypocitejte kvocient a soucet ¢lenti
posloupnosti.

4.11 Soucet prvnich n ¢lenti geometrické posloupnosti je 62, prvni Clen je 2 a posledni 32. Urcete pocet ¢lent
posloupnosti a kvocient.

4.12 V geometrické posloupnosti je treti ¢len 32 a paty 512. Vypocitejte, kolik ¢lend ma tato posloupnost, je-li
jeji posledni ¢len 8192.

4.13 Kterd geometrickd posloupnost ma tu vlastnost, Ze soucet prvnich 10 ¢lend je 33krat vetsi nez soucet
prvnich péti clent?

4.14 Mezi cisla 2 a 486 vlozte 4 Cisla tak, aby vznikla geometricka posloupnost.

4.15 Urcete geometrickou posloupnost, v niZ rozdil tfettho a druhého ¢lenu je 12 a rozdil ¢tvrtého a tretiho
¢lenu je 36.
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4.16 V geometrické posloupnosti (an )::I je ddno ¢ =-3, a,=1215. Kolik prvnich ¢lenii této posloupnosti

dédva soucet 9157
4.17 V geometrické posloupnosti plati: a,—a, =—15 a a,+a, =15. Urcete soucet prvnich péti Clenl této

posloupnosti.

4.18 Urcete vsechny Cleny geometrické posloupnosti (an )::I , vniz plati: s, =15 a zaroven a,+a, =9.

4.19 Cisla q,, a,, a,, a,, a; maji tu vlastnost, Ze prvni tfi tvofi geometrickou posloupnost a posledni Ctyfi
posloupnost aritmetickou. UrCete tato Cisla, jestliZe plati: a, +a, +a, +a; =4 a zaroven a,.a; =-8.

4.20 Pricteme totéz Cislo k ¢islim 2, 7 a 17 dostaneme prvni tfi Cleny geometrické posloupnosti. Vypoctéte toto
¢islo a geometrickou posloupnost uréete vzorcem pro n-ty €len.

4.21 V nadobg je urcité mnozstvi radonu. Jaké mnoZstvi z ptivodniho zbude v nddobé za 36 dni, je-li polocas
jeho pfemeény 4 dny?

4.22 Kolik korun je tieba ukladat poc¢atkem kazdého roku po dobu 10 let, chceme-li mit koncem desatého roku
nastiddano 10000 K& pii 2% slozeném trokovani a 15% dani? Urokovaci obdobi je jeden rok.

4.23 Kolik korun budeme mit na iétu s drokem 5% na konci sedmého mésice, budeme-li po¢atkem kazdého
mésice ukladat ¢astku 100 K¢. Pocitejte s dani 15% a tdrokovacim obdobim jeden mésic.

4.24 Ve mésté Zilo na pocatku roku 2000 25000 obyvatel. Kolik obyvatel bude mit mésto na zacatku roku 2005,
odhaduje-li se ro¢ni pfiristek na 1,5%?

4.25 Kolik korun bude mit za pét let na uctu kutdk, ktery se rozhodl pfestat koufit a mési¢né usporenou ¢astku
za ndkup cigaret 1000 korun uloZi do banky na tcet s drokem 4 % a dani 15 %? Pfedpoklddejte, Ze tdrokova
mira se béhem celého uvaZzovaného obdobi neméni a Ze uspoienou ¢astku uklada kutdk na ucet vzdy na zacatku
mésice. Reste pro piipad mésiéniho trokovaciho obdobi.

4.26 Za kolik let vzroste jistina 1000 korun pii droku 3 % na 1500 korun. Poéitejte s dani 15 % a uvazujte a)
rocni, b) mésicni urokovaci obdobi.

4.27 Jaky je urok banky, bylo-li uloZzeno 800 korun, které po 6 letech vzrostly na 1000 korun. Pocitejte s
mésiénim trokovacim obdobim a feste pro ptipad a) dan€ 15 %, b) bez dani.

4.28 *** Podnikatel si vypujcil 100000 a zavazal se, Ze pijcku splati dvéma stejnymi splatkami, z nichZ jedna
bude splatna za 2 roky, druhd za 4 roky ode den vypujceni. Jak velké budou tyto splatky pfi uroku 4 %?

4.29 Kolik zustane na vkladni kniZce z vkladu 12000 korun, vybira-li se a) zac¢atkem, b) koncem kazdého roku
1200 korun po dobu 10 let? Urok je 1,5 %, dati 15% a trokovaci obdobi jeden rok.

4.30 Vkladatel si ulozil na terminovany vklad na dobu 5 let na zac¢atku roku 10000 korun. Roéni urokova mira
je 11,5 %, dant 15%. Jakou ¢astku bude mit na konci patého roku, jestliZze za celou dobu trvani vkladu nebylo z
vkladu nic vybrano? Reste pro piipad: a) roéniho trokovaciho obdobi, b) pololetniho tirokovaciho obdobi, c)
¢tvrtletniho drokovaciho obdobi a d) mési¢niho trokovaciho obdobi.

4.31 ***Mnozstvi dfeva v ur¢ité lesni oblasti se odhaduje na 1,5.10° m® a ro¢ni piiristek je 2 %. Jaky bude
pfiblizné stav po 10 letech, t&Zi-li se roén& 2.10* m’ dieva?

4.32 Jednim tazenim se zmenS$i primér dratu o 10%. Jaky primér bude mit drat s ptivodnim primérem 6 mm
po osmi taZenich?

4.33 Kupec chtél dat okovat koné. Kovar zadal tento zpusob placeni: ,,Na vSechny podkovy potiebuji 24
hiebiky. Za prvni hiebik mi zaplati§ 1 halét, za druhy 2 haléte, za tieti 4 haléte, vZdy za kaZdy dalsi hiebik
zaplati§ dvakrat tolik.* Kupec radostné souhlasil, pozdéji toho vSak litoval. Kolik musel zaplatil jen za posledni
hiebik?

4.34 Kalif z Bagdadu dovolil jednomu matematikovi, aby si ptal, co chce. Matematik se zatvafil nevinn¢ a fekl:
,»Velky Kalife, mam skromné pfani. Odmén mé pSeniénymi zrny a to takto: Dej mi tolik pSeni¢nych zrn, kolik
jich bude muset byt na poslednim poli Sachovnice, jestliZe na prvni poloZime jedno zrno a na kazdé nasledujici
dvojndsobek toho mnozstvi, které bude na ptredchédzejicim poli.*“ Kalif se zasmédl a ochotné souhlasil. Domnival
se, Ze matematik nedostane ani tolik zrni, aby si mohl upéci bochnik chleba. Velmi se vSak podivil, kdyZ mu
matematik vypocital, Ze jeho pfani se neda splnit. Jak je to moZné? Pokuste se pievést mnozstvi pSeni¢nych zrn,
4.35 List papiru rozdélte naptl, jednu polovinu opét napul, ... Kolik déleni je tieba, abyste ziskali ¢aste¢ky o
hmotnosti atomu? Hmotnost atomu uvazujte 10’ kg , hmotnost listu papiru 1 g .

4.36 Zahradnik prodal prvnimu kupujicimu polovinu vSech jablek a pil jablka, druhému kupujicimu polovinu
zbytku a jesté pul jablka, tfetimu polovinu dalsiho zbytku a jesté pul jablka, ... Sedmému kupujicimu prodal
polovinu zbytku a téZ pil jablka a nezistalo mu ani jedno jablko. Kolik jablek mél na zac¢atku obchodu?

4.37 Uloha z Ahmesova papyru (2000 let pr. n. .): Kazdy se sedmi lidi ma 7 kocek, kazd4 kocka chyti 7 mysf,
kazda mys sezere 7 klast jeCmene, z kazdého klasu je¢mene miize vyrust 7 véder zrna. Kolik véder zrna se
zachréani zasluhou kocek?

4.38 Kral nafidil svému sluhovi sebrat ze tficeti vesnic vojsko takovym zptsobem, Ze z kazdé vesnice vezme
tolik muzi, kolik do ni vstoupilo. Do prvni vesnice Sel sluha sam. Kolik muzi mélo vojsko po opusténi tficaté
vesnice? Kolik muzi bylo sebrano v posledni vesnici?
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5. Limita posloupnosti

v v o n+ 2 . ,
5.1 Dokazte, Ze posloupnost (an )n_I , a, = je konvergentni.
B n

Zjistéte, které posloupnosti jsou konvergentni a které divergentni. Pokud to jde, urcete jejich limitu:

52 [—_2”) 5.3 [(-1)” ”—”) 5.4 [(—1)” lj 5.5 [cos[n”—”jj
1+n n=1 n.J. nJya n n=1

5.6 [‘2’”7) sq (mntl 5.8 [—24” ) 5.9 [”’Z")
1-3n ), nt—4 L 2n"+3n ), 4n” ),
Sy aY - T o512 (05 +2) n Y
s.q0 | 2XE0 s.p | Grma)nel) (0.5'+2) 5.13 [[Bj —1]
n+s (n+2) -4 78 -
n=1 n=1 n
5.4 (n) 5.15 (-n' +1) 5.16 (cos((—l)” ﬂn))w 5.17 [i)w
n=1 4
n n=1
6. Nekonecné rady
6.1 Je ddna nekoneénd fada (a,)” . a, =ﬁ. Vysetfete posloupnost (s,)” . s, =a,+a,+..+a,:
- n(n+ "=

napiSte vzorec pro n-ty Clen této posloupnosti (na zdkladé hypotézy, kterou dokdzete) a urcete jeji limitu. Je

posloupnost (s,)”  konvergentni?

6.2 Urcete soucet nekonecné fady ZIO’" .

n=l1

Urcete, které z nasledujicich fad jsou konvergentni. Pokud jsou konvergentni, urcete jejich soucet:

63 i3n3_1 64 33.(-1) 65y 2 66 8 6.7 i[%jl
n=l 2

-1
— = n n
n=l1 n=l1 n=l1 2

n=l

Reste rovnice s nezndmu xe R :

68 Ylog"Vr =2 6.9 i[%j"' _Am3 60 Y (2) =1 6.1 3 sin* x = 2tgx
X 3x-4 n=1 n=lI

n=l n=l1

(1 2
6.12 Vypoctéte: Z[?——) .

n=l1 5”
S s i1 1y . 9 27 8
6.13 V mnoZin€ redlnych Cisel feste rovnici: 1-—+———+...= .
X x x x+10
2 3
M ~ z a w7 M W L x -x x 2
6.14 V mnoziné redlnych cisel feste rovnici: 1+ + + —t+..=x" -5,

x+1 (x+1)2 (x+l)*

6.15 Vypoctéte: x.\/x;3 f/? W ‘e

Napiste ve tvaru zlomku s celo¢iselnym jmenovatelem i Citatelem ¢islo:

6.16 0,324 6.17 0,5  6.18 2,57 6.19 0,123 6.20 0,123  6.21 0,123 6.22 6,324 6.23 8,02
6.24 Po kmeni stromu leze pfimo vzhiru k nejblizsi vétvi housenka. Housenka je zfejmé velmi unavend,
protoZe za prvni minutu urazi 5 dm, za druhou 2,5 dm , za tieti 1,25 dm, ... Vzdélenost k prvni vétvi, na niz

ma housenka potravu, je o zlomek centimetru vétsi neZ jeden metr. Za jak dlouho doleze housenka k této vétvi?
6.25 Do rovnostranného trojihelniku A B,C, o délce strany 2 cm je vepsan druhy trojihelnik A,B,C,, jehoZz

vrcholy jsou ve stfedech stran trojuhelniku A B,C,. Do tohoto trojuhelniku A,B,C, je vepsdn stejnym
zplisobem trojihelnik A,B,C, . Vypocitejte soucet obvodil a soucet obsaht vSech takto vzniklych trojihelniki.

6.26 Do ctverce ABCD o strané délky 3 cm je vepsdn Ctverec A B,C,D, tak, Ze jeho vrcholy leZi ve stfedech
stran Ctverce. Analogicky vepiSeme do ctverce A B,C,D, Ctverec A,B,C,D,, ... Vypoctéte soucet obvodl a

obsaht vSech takovych ¢tverc.

6.27 Do rovnostranného trojihelniku o délce strany a je vepsdn kruh, do kruhu je vepsdn rovnostranny
trojihelnik, do tohoto trojihelniku je vepsan dalsi kruh, ... Vypoctéte soucet obsahti vSech takto vzniklych a)
trojuhelnikd, b) kruht.
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ndsledujici polokruZnice je dvakrdt mens$i neZ polomér pifedchozi polokruZnice.

6.28 , Spirdla®“ se sklada z nekone¢n¢ mnoha pulkruznic. Pfitom polomér kazdé A
< B el e i 13 < . 5 £ £y
Urcete délku ,,spirdly®, je-1i polomér prvni polokruznice 5 cm .

6.29 V roce 1904 svédsky matematik Helge van Koch poprvé popsal plosny ttvar,

ktery dodnes nese jeho jméno - Kochova vlocka. Tento dtvar je mozné ziskat takto: k

prostiedni tfetin€ kazdé strany rovnostranného trojihelnika pfipojime dalsi

rovnostranny trojihelnik. K prostfedni tietin€ kazdé ze vzniklych stran dtvaru nyni

pripojime opét rovnostranny trojihelnik - viz obr. 2. Timto zplisobem se pokracuje v

konstrukci tutvaru dale. Urcete obvod a obsah takto vzniklého utvaru, ma-li strana

nejvétsiho trojuhelnika délku a. KruzZnice opsana ptivodnimu trojihelniku vymezi obr. 2

kruh. Jaka ¢ast kruhu je zaplnéna Kochovou vlockou?

6.30 Na obr. 3 je znazornén ,.hadek", ktery vznikl postupnym spojovanim podobnych ¢asti. Podle oznaceni z

obrazku plati: |AB|=|BC|=|CD|=a, |DE|=|EF|=|FG|=%|AB| a |GH|=|HI|=|IJ|=%|FG|, ... (hédek

pokracuje stile ddle do mensich rozmért jednotlivych ,,clanka svého téla®). Urcete kolik papiru je tieba na jeho
zhotoveni.

6.31 Je dana pfimka p, na niZ jsou dany body A, 4,, ... tak, Ze plati: |A,A2| =a, |A2A3| =%, |A3A4| =%,
Nad kazdou z tsecek AA,, A,A,, ... je sestrojen rovnoramenny pravouhly trojihelnik (viz obr. 4). Urcete

délku lomené Cary A X,A,X,A,X,A,... a obsah obrazce, ktery je ohraniCen touto lomenou ¢arou a piimkou p.

obr. 4

obr. 3

6.32 Predstavme si téleso ve tvaru jakéhosi ,.teleskopického dalekohledu®, které je sloZzeno z nekonecné mnoha
valcu. Polomér podstavy nejvétsiho valce je roven a, polomér podstavy kazdého dalsiho vélce je polovi¢ni nez
pfechdzejici. VysSka nejvétsiho vélce je 4a a vyska kaZzdého dalsiho vélce je oproti pfedchozimu dvojndsobnd.
Urcete objem tohoto télesa a povrch jeho plasté.

6.33 Je dan Ctverec ABCD o strané délky a. Bod L, je patou kolmice vedené z vrcholu A daného ctverce k
uhlopiicce BD. Bod L, je patou kolmice vedené z bodu L, na stranu AD ctverce ABCD. Bod L, je patou
kolmice vedené z bodu L, k uhlopti¢ce BD. Urcete délku lomené Cary AL L,L,..., jejiZ konstrukce probiha
podle popsanych pravidel.

6.34 Je dan ostry dhel a o velikosti 60°. Na jednom jeho rameni leZi bod A, ktery je ve vzdalenosti a od
vrcholu dhlu. Z bodu A je spusténa na druhé rameno kolmice, z jeji paty dalsi kolmice na prvni rameno, ...
Urcete soucet délek téchto kolmic.

6.35 V rovnostranném trojihelniku ABC, jehoZ strana ma velikost a je vedena vyska CD. Z jeji paty je vedena
kolmice na stranu AC, z jeji paty je vedena kolmice na vysku CD, ... Urcete délku takto vzniklé lomené Cary.
6.36 Do Ctverce o strané a je vepsan kruh, do n¢ho zase ¢tverec, do ného opét kruh, ... Urcete soucet obsahti
vSech ¢tverct a vSech kruzZnic.

6.37 Do rovnostranného kuzele o stran¢ fezu s je vepsana koule, nad ni druha, tieti, ... Jaky je soucet objemu
vSech vepsanych kouli?



RESENI

1. Posloupnosti a jejich vilastnosti
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1.10 (a,)

n=1" n

n+2
111 a, =5, a, =17

2. Ditkaz matematickou indukci

Posloupnosti a rady

2 5
1.12 a, =§, as =§
113 a, =a, =-1
114 a,=a, =1
1.15 a, =log3, a,,, =a, +log3
116 a, =2, a,, =a,+2(n+1)
1.17 q, =l, Ay = 1

2 n+a,

1.18 rostouci, omezend

1.19 klesajici, omezena zdola

1.20 rostouci, omezend

1.21 ani rostouci ani klesajici, neomezena
1.22 rostouci, omezend

1.23 rostouci, omezend zdola

1.24 klesajici, omezena

1.25 ani rostouci ani klesajici, omezena
1.26 ani rostouci ani klesajici, omezena
1.27 klesajici, omezena

1.28 2745 krav a telat

Ulohy v tomto odstavci jsou uréeny na procviceni diikazu matematickou indukci. Ve vét§in€ z nich to

znamena ovladat zakladni dpravy algebraickych vyraza.

3. Aritmetickd posloupnost

3.1 ano

3.2 ne

3.3 ne

3.4 ano

3.5 ano

3.6 d=3, a,=16, a,,=70, a,=-5+3n
3.7 5140 =5050

3.8 5,5, =247500

3.9 s, = 24850

3.10 s, =300
311 s, =15
312 s __2%
3
3.13 s _28
2
3.14 q, =—§, a, _o
2 2

3.15 4; 4,25, 4,5, 4,75; 5

3.16 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22, 25 nebo 25, 22, 19, 16,
13,10,7,4

317 n=15, a5 =49

3.18 je tieba vlozit 11 c&isel: -4,25; -3.,5; -2,75; -2; -
1,25; -0,5; 0,25; 1; 1,75; 2,5; 3,25

4. Geometrickd posloupnost

4.1 ani aritmeticka ani geometricka

3.19 vlozenych &isel je 10, d =3

3.20 jednd se o paty Clen: a5 =15

3.21 jedna se o 10ti uhelnik

3.220

3.23 18 cm, 24 cem, 30 cm, 36,87°, 53,13°, 90°

3.24 VEtsi je soucet sudych a to o 50.

3.25 25245 korun

3.26 17 tad

3.27 13 vrstev, 13 rour

3.28 Vsech zavadnych soucastek bude dohromady 98 v
cervenci.

3.29 8448 zrnek

3.30 119000 kroku

3.31 4125 m

3.32 Vydélam 1 korunu.

3.33 Kratkému je 24 let, jeho nejmlad$imu bratrovi
jsou 3 roky.

3.34 138788 mm =138,8 m

5

3.35 lg, 10—, 20, 291, 38l meér zrni
3 6 6 3

3.36 potkaji se 16. den (15,7 dne)
3.37 325 plangk, 25 dni, kazdy den o 5 vice
3.38 25 holubt, 325 holubu

4.20 nezndmé ¢&islo je 3, a, =5.2""



4.2 geometrickd

4.3 geometricka

4.4 aritmeticka

4.5 aritmeticka

4.6 a =8, a,=1

4.7 a,=24, a,=1536, a, =6144

4.10 g=3, 5, =2186
411 g=2,n=>5

4.13 posloupnost s g =2, a, libovolné

4.14 6, 18, 54, 162
415 a, =2, g=3

417 5, =155
1
4.18 a, =2"" nebo a, =—

4.198,4,2,0,-2

5. Limita posloupnosti
5.1 lima, =1

5.2 -2, konvergentni
5.3 neexistuje, divergentni
5.4 neexistuje, divergentni
5.5 -1, konvergentn{

2
5.6 g , konvergentni

5.7 1, konvergentni
5.8 0, konvergentni

6. Nekonecné iady

n . .
——, lims, =1, konvergentni{

6.3 oo, divergentni
6.4 neexistuje, divergentni
6.5 o, divergentni

6.6 2x/§ , konvergentn{

, konvergentni{

2
6.7 ————
V2-3+1

6.8 O=R, D=(0;), P={10}

Posloupnosti a rady

1 1

2’ 512
4.22 910,40 korun
4.23 710 korun
4.24 26932 obyvatel
4.25 65486,20 korun
4.26 a) 16,1 let; b) 15,9 let
4.27 a) 4,38 %; b) 3,72 %
4.28 56200 korun
4.29 a) 746,30 korun; b) 908,40 korun
4.30 a) 15941 korun; b) 16115,30 korun; ¢) 16207,25
korun; d) 16270,50 korun
4.31 1,6.10° m’
4.32 2,58 mm

4.33 8.10" korun (pfesné 83886 korun)

4.34 8.10' zrn, tj. 4,5.10" vagént po 10 tunich
4.3579

4.36 127

4.37 16807 véder zrna

4.38 celkem 10°, v posledni vesnici 5.10°

5.9 0, konvergentni

5.10 neexistuje, divergentni
5.11 6, konvergentn{

5.12 2, konvergentn{

5.13 oo, divergentni

5.14 oo, divergentni

5.15 oo, divergentni

5.16 neexistuje, divergentni
5.17 0, konvergentn{i

621 2L
333

6.22 6ﬂ = —2087

330 330
6.23 32 -4

99 99
6.24 nikdy
6.25 0=06a,=12cm,
S =?a,2 =§ cem® =23 em’

6.26 o=4a,(2+x/§)=12(2+\/§)cmi4lcm,

S =2a’ =18 cm’

V3o,

6.27 S =—a, S =£a2
3 9

trojithelniku kruhit
6.28 0 =271, =10r cm =31,4 cm
6.29 S =2—\/§a2, 0—> 00, ﬂ, tj. 66,2%
5 Sx
6.30 S =7a’

2
a

631 d =2aV2, S=?
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_ 3
6.14 O=R, D:[——; j, P={3} 632 V=8ra’, S, > ®
6.33 d =a(\/§+1)

6.15 x*

107 634 d=a\3
6.16 — 5

330 6.35 d=7a(2+\/§)
617 > y

’ 6.36 Sc"tvera} = 2a2 > Skruhl; =T
618 22 -8 3

33 33 637 574 3

619 L

300
6.20 2L

495

10



