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1. Zakladni pojmy algebry

1.1 Jsou dany dvé mnoziny: mnozina K rockovych klubl v Praze a mnozina S rockovych skupin hrajicich
v rockovych klubech. Rozhodnéte, za jakych podminek je kartézsky soucin K xS : a) zobrazenim, b) prostym
zobrazenim, c) bijekci. Podminky v jednotlivych &astech tlohy vypiste slovné. Reste bez ohledu na realny smysl
nalezenych podminek.

1.2 Je dana mnozina S vSech staveb, které lze vytvofit ze stejnych kostek détské stavebnice, a operace p
postaveni dvou kostek na sebe. Zjistéte, zda grupoid (K, p) je a) grupou, b) Abelovou grupou. Podminky
(oveéreni definice) vypiste slovné. Reste bez ohledu na realny smysl platnych podminek.

2. Vektory (linearni kombinace, zavilost, nezavislost, generdtory)

2.1 Zjistéte, zda jsou vektory a = (3:1;3), l;=(0; 2;1) a Z=(3; —1;2) linedrn¢ zavislé nebo nezavislé.
Pokud jsou linearné zavislé, napiste prislusnou linearni kombinaci vektora.

2.2 Zjistéte, zda jsou vektory u= (4; 1; 5) , V= (1; 0; — l) a w= (0; -1; 2) linearné zavislé nebo nezavislé.
Pokud jsou linearné zavislé, napiste prislusnou linearni kombinaci vektora.

2.3 Zjistéte, pro které ceR  jsou vektory e= (3:-2;0), 7= (4-10) a g= (2;0;-2) a) linearnd
zavislé, b) linearné nezavislé. V ptipad¢ a) napiste piislusnou linearni kombinaci vektort.

2.4 Zjistéte, zda vektory u= (1; 2; 3) , V= (0; 2; 3) aw= (4; 2;— 1) generuji vektorovy prostor R”.

2.5 Zjistéte, zda vektory a = (-12;3), b= (0;2;0) a c= (0;2;—1) generuji vektorovy prostor R’.

2.6 Zjistéte, zda vektory m = (0;1;3), n= (0;2;0) a p= (0;2;1) generuji vektorovy prostor R’.

2.7 Zjistéte, pro ktera meR vektory p=(-1;-2;3), ¢=(;0;2) a r=(I;~1;0) generuji vektorovy

prostor R*.
3. Matice
1 2 3
31 Urcete hodnost matice | 4 5 6 |.
7 8 9
321
3.2 Urcete hodnost matice |4 0 6 |.
9 8 7
2 1 3
) 1 2 -3 0 4 -1
Jsou dany matice A = , B= a C=|-1 3 1
2 51 1 -1 2
-1 0 2
33 Vypoctéte soucet matic A a B.
34 Vypoctéte rozdil matic A a B.
35 Vypoctéte soucin matic B a C.
3.6 K soucinu matic A a C prictéte matici B.

. . .. 53 2 1 1 -2
3.7 Urcete inverzni matici k matici: a) ,b) ,C) .
3 2 13 -2 4

3.8 Uréete inverzni matici k matici ( j v zavislosti na redlném koeficientu o .
o —
2 1 -3

3.9 Urcete inverzni matici k matici | -1 3 1
-1 0 2

4. Soustavy rovnic

4.1 V mnoziné R’ fe§te soustavu rovnic o neznamych x, y, z: x+y+z=1, x+2y+3z=0 a
3x+3y+z=-1.
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4.2 V mnozing R’ feSte soustavu rovnic o neznamych p, ¢, = p-q-r=1, —-p+qg-r=1 a
-p—q+r=1.

4.3 V mnoziné R’ feite soustavu rovnic o neznamych a, b, ¢: 3a+2b+c=-1, a+2b+3c=0 a
a+b+c=1.

4.4 V mnozingé R’ feSte soustavu rovnic o nezndmych k, I, m: k—-I-m=1, k+l+m=1 a
—k—-l-m=-1.

4.5 Urcete, pro kterd o.e R ma soustava rovnic o nezndmych ¢, d a e v mnoziné R’ pravé jedno feSeni a

toto feSeni uréete: ¢+3d —2e=2, c+4d —3e=0 ad—-e+2c=0.

4.6 V mnozing R’ uréete feseni zadané soustavy rovnic o nezndmych u, v a w v zavislosti na koeficientu
BeR:2u-w=3, 3u—Bv+3w=1a w+2v=2.

4.7 V mnoziné R* feite soustavu rovnic o neznamych w, x, y, zz w—x-y=2, x+y+z=1,

w—x—z=-2aw+x+y=—1.

5. Determinanty
. . 1 3
5.1 Vypoctéte determinant matice M = L3
y i x4
5.2 Reste v mnoziné realnych ¢isel rovnici 2‘ =0.
-2 3 1
5.3 Vypoctéte determinant matice A= -1 5 4
2 1 2
0 1 -1
5.4 Vypoctéte determinant matice Q= 1 2 3
-1 2 2
1 23
5.5 Reste v mnoziné realnych éisel rovnici |3 & 2[=15
-1 3 %k
r 2 1
5.6 Reste v mnoziné realnych éisel rovnici [4 » 1|=4.
2 3
u 3 =2
5.7 Reste v mnoziné realnych ¢isel rovnici [0 u 4 [=0.
u 6 u
I -1 1 2
. . 3 5 1 2
5.8 Vypoctéte determinant matice W = L2 1l
-1 2 1 2
1 4 12
. . 5 11
5.9 Vypoctéte determinant matice R = .
-1 1 2 3
-1 21 2
1 0 -1 2
) ) 1 -3 -1 1
5.10 Vypoctéte determinant matice K =
1 0 2 3
1 0 -2 2
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2 1 -1 3 4
4 0 0 -1 0
5.11 Vypoctéte determinant matice G={ -2 1 2 -3 0
01 0 2 3
30 0 01

6. Operace s vektory
Jsou déany vektory a = (-3;1;0), b= (-2-1;1), c= (52;-3) a d= (-132).

6.1  Vypoitéte ‘E‘ .

6.2 Vypodtéte ¢-d

6.3  Vypottéte axb.

6.4 Vypo&téte bxc-a .

6.5 Vypoctéte cdxb-a.

6.6  Vypoitéte ‘Zz dxch|.

6.7 Najdéte jednotkovy vektor ve sméru vektoru b.

6.8 Je dan rovnob&znik AHOJ body A =[1;-2;1], H =[-2;3;1] a O =[3;1;0]. UrCete obsah rovnob&zniku
AHOJ.

6.9 Clovék zavira okno volné otocné kolem panti. Ruka cloveéka ptisobi v misté, které je popsano
polohovym vektorem 7= (1,0,51,5)m, a vektor sily je F = (2;-1;0) N . Urcete vektor momentu sil a jeho
velikosti.

6.10 Elektron vleti rychlosti v= (L-1;2) 10°m-s™ do homogenniho magnetického pole popsaného
magnetickou indukci B= (—3; 2; 1) mT . Urcete vektor magnetické sily a vypoctéte jeji velikost. Jaky uhel svira
vektor rychlosti s vektorem magnetické indukce?

6.11  Proton urychlovany elektrickym polem sintenzitou £ =(3;2;-1)-10*V-m™ vleti rychlosti
v= (1; 0; —3) 10°m-s' do homogenniho magnetického pole popsaného magnetickou indukci
B= (—10; 10; 20) mT . Urcete vektor magnetické sily a vypoctéte jeji velikost. Jaky thel svira vektor rychlosti

s vektorem elektrické intenzity?

7. Parcidlni derivace
Vypoctéte parcialni derivace zadané funkce:

:-sin(:+x2)

7.1 f(x,y,z)=2y2—x~z+e ;
7.2 g(x,y,z)=2x-y2—x3~lnz4+y-cos(1n(x+2y));

7.3 h(x,y):sin(x+y2)~e"3—y~1n\/;.

7.4 Vypoctéte parcidlni derivace zadané funkce a ve sméru osy x najdéte body podezielé z lokalniho
minima: v(x, y)=x"-y"—4x-y+2:Iny.
7.5 Vypoctéte parcidlni derivace zadané funkce a ve sméru osy x najdéte body podezielé z lokalniho

minima: k(x, y,z)=2x-y’-x-y-z+In eFes2m)

8. Linearni diferencialni operdatory

zsin(z+xz)

8.1 Je déna funkee f(x,y,z)=2)y"—xz+e . Urete grad f .
8.2 Je dan vektor v(x, y,z)= (3x2 +XV; sin(x + yzz); 2x COS(\/;) + y) . Vypoétste divy .

3x 2y -z

8.3 Je dan vektor u(x, y, z) J . Vypoitéte rotu .

= ; ;
\/x2+y2+zz \/x2+y2+22 \/x2+y2+zz
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3y 2z —X

8.4 Je dan vektor w(x, y,z)= . Vypo&téte rotu .

JP+y 42 ’ J+ 7+ 2 ’\/x2+y2 +z°
8.5 Aplikujte na vektor a(x,y,z)= (xlny; ycos(zzx); x> +3y° —22) operitory rotace a divergence ve

spravném potadi.

2x+y

8.6 Aplikujte na skalarni funkci g(x, v, z)z ylogx+z-e"" -2z operatory gradient a divergence ve

spravném potadi.
8.7 Aplikujte na vektor l;(x, ¥, z) = (e" -ln(y . z); 2%’ -3y+z;z- sin(z2 +x- y)) operatory gradient a

divergence ve spravném potadi.
8.8 Vypoététe divergenci vektoru elektrické intenzity, ktery je v okoli bodového naboje O v prostiedi
. o , - k — - .. , . >
s relativni permitivitou ¢, definovan vztahem E :—~%r0 , kde r, je jednotkovy vektor. Vypocet provedte
g r

T

v kartézské soustavé soufadnic.
8.9 Vypoctéte gradient potencialu elektrického pole, ktery je v okoli bodového naboje O v prostredi

., — , k L , _ e
s relativni permitivitou ¢, definovan vztahem ¢ = K Q . Vypocet proved'te v kartézské soustaveé soutadnic.
g r

. . o . , K-M-m .
8.10 Vypoctéte gradient potencialu gravitacniho pole, ktery je definovan vztahem V' = —————, kde M je
r
hmotnost centralniho télesa, m je hmotnost télesa pohybujiciho se v centralnim poli a k je gravitacni konstanta.
Vypocet proved'te v kartézské soustave soufadnic.

9. Linearni diferencidlni operdatory 2

9.1 Odvod'te vztah pro grad(o ), kde o, B jsou skalary proménnych x, y a z.

9.2 Odvod'te vztah pro div( k\—/) ,kde A je skalar proménnych x, yaza v je vektor proménnych x, y a z.
9.3 Vypoctéte grad(a-B) ,kde o =xsiny—3zcosx a B=y—z-¢e".

9.4 Vypoététe div(k\—)) ,kde L= y—5zcosx a v= (x—yz; y—xz;z-xy).

9.5 Vypoitéte AS, kde §=1>-e" —2’sinx.

9.6 Je dana funkce f'(x(t),y(t),z(t),t)=x*(t)+sin(y(¢))+z(r)—£ . Vypottéte totalni derivaci funkce /

podle proménné ¢.

9.7 Vysvétlete fyzikalni vyznam Maxwellovy rovnice div D= Q.
9.8 Vysvétlete fyzikalni vyznam Maxwellovy rovnice div B=0.

: . —~ 0B
9.9 Vysvétlete fyzikalni vyznam Maxwellovy rovnice rot £ = T

. . — 0D -
9.10 Vysvétlete fyzikalni vyznam Maxwellovy rovnice rot H = vy +J.
t

10. Diferencidalni rovnice

10.1 Hmotny bod o hmotnosti m se pohybuje po usecce pod vlivem sily, jejiz velikost narlsta linearné
s Casem, tj. plati: F =k-¢, kde kje kladna konstanta. Najdéte zavislost urazené drahy, velikosti rychlosti a
velikosti zrychleni na Case, jestlize v Case #, = 0 s ma hmotny bod velikost rychlosti v, a jiZ urazenou drahu s, .

10.2 Hmotny bod o hmotnosti m se pohybuje po usecce pod vlivem sily, jejiz velikost klesa exponencialné
s Casem, tj. plati: F =F, e kde Fy a kjsou kladné konstanty. Najdéte zavislost urazené drahy, velikosti
rychlosti a velikosti zrychleni na Case, jestlize v ¢ase f, =0s ma hmotny bod velikost rychlosti v, a jiz

urazenou drahu s, .

10.3 Hmotny bod o hmotnosti m se pohybuje po tsecce pod vlivem sily, jejiz velikost klesa linearné
s velikosti rychlosti, tj. plati: F=—k -v(t) , kde k je kladna konstanta. Najdéte zavislost urazené drahy, velikosti
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rychlosti a velikosti zrychleni na Case, jestlize v ¢ase f, =0s ma hmotny bod velikost rychlosti v, a jiz
urazenou drahu s, .

10.4 Hmotny bod o hmotnosti m se pohybuje po usecce pod vlivem sily, jejiz velikost roste exponencialné

s velikosti rychlosti, tj. plati: /' = F; ) , kde Fj, a kjsou kladné konstanty. Najdéte zavislost urazené drahy,
velikosti rychlosti a velikosti zrychleni na Case, jestlize v ¢ase #, =0s ma hmotny bod velikost rychlosti v, a

Jjiz uraZenou drahu s,,.
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ResSeni iloh

1. Zakladni pojmy algebry

1.1 a) O zobrazeni se bude jednat, jestlize v kazdém klubu bude hrat maximalné jedna skupina. b)
Zobrazeni bude prosté, pokud v kazdém klubu bude hrat maximalné jedna skupina a soucasné kazda skupina
bude hrat maximalné v jednom klubu. c¢) O bijekci se bude jednat, pokud budou splnény podminky z ¢asti b) a
soucasné skupin i klubti bude stejny pocet.

1.2 Aby byl dany grupoid grupou, musi byt splnény Ctyfi zakladni vlastnosti: uzavienost operace na dané
mnozing, asociativni zakon, existence neutralniho prvku a existence symetrického prvku. Uzavienost na
mnozing jisté splnéna je - postavenim dvou kostek na sebe vytvorime stavbu, kterou 1ze z kostek realizovat. Pti
stavéni stejnych kostek na sebe 1ze postavit prvni, na ni druhou a az na né postavit treti, ale 1ze postupovat i tak,
ze na prvni postavime rovnou dvé pfedem na sebe postavené kostky. Neutrdlni prvek existuje - nepostavime
zadnou kostku. Symetricky prvek lze nalézt také - kostku z dané kostky sundame. Takze dany grupoid je grupa.
Vzhledem k tomu, Ze Ize kostky na sebe stavét v libovolném poradi, je tato grupa Abelovou grupou.

2. Vektory (linearni kombinace, zavilost, nezavislost, generdtory)

2.1 jsou linearné zavislé; ¢ =a—->b

2.2 jsou linearn€ nezavislé

2.3 a)G:S,gzéf—%E;b)c;ﬁS

24 ano, generuji
2.5 ano, generuji
2.6 ne, negeneruji
2.7 0o=-2
3. Matice
3.1 2
3.2 3
1 6 -4
3.3
3 4 3
1 2 =2
34
1 6 -1
-3 12 2
3.5
1 -2 0
3 11 -8
3.6
(—1 16 3]
3.7 2 2L 4P T o) neexdstui
. a ,b) — , C) neexistuje
-3 5 7\1 2 !
. o o . . 1 (2 1
3.8 pro o =—6 inverzni matice neexistuje, pro o # —6 je to matice
a+6la -3
6 -2 10
3.9 l1 1 1
4
31 7

4. Soustavy rovnic

4.1 0=D=R’, P={[4-5,2]}
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42  0=D=R’, P={-1-1-1])

4.3 O=D=R’, P=0

44  0=D=R’, P={[l;;-t];teR}

2—a 10-3a 14—501
; ; ;aelR
2 2

4.5 O:D:R3,P:{[ : =

4.6 O=D=R>, pro B=-9 je P=0, pro B=-9 je
P:{5(1“4);2(1—ﬁ+4j;—3+—5(6+4) ;BGR\{—9}}
2(p+9) 20 p+9 B+9

4.7 O=D=R*, P= F;O;—i;é}
2 2’2

5. Determinanty
5.1 6

52  0=D=R, P={6)

53 35
54 9
55 0=D=R, P={12}

56 0=D=R, P={-2,3)

57 0=D=R, P={0,-1-13,-1+13}

5.8 30
5.9 -8
5.10 15
5.11 -7

6. Operace s vektory

61 14
6.2 -1.

6.3 (1;3;5)
6.4 -8

65  (~18-36;54)

6.6 386

67 [ 6. o o
) 37 676
6.8 J395

6.9 M =(1,53;-2)N-m; M =3,9N-m
6.10  F=(-5-7;-1)-1,602-10" N; F=1,4-10"° N ; 109°

611  F=(6;30)-1,602-10" N; F=1,1-10" N 59,5°
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7. Parcidlni derivace

7.1 ai:—z+2e2'8i“(“z”).x.z.cos(x +z) al—4y, Z—ZZ—x+eZ'Si"("z”).(z.cos(xz+z)+sin(x2+z))
1 2 2y-sin(l 2

7.2 a—g:2y2—3x2.lnz4—y s1n(n ey ), a—g=4xy+cos(1n(x+2y))— 4 sm(n(x+ y))’

ox x+2y oy x+2y
Og __4x
oz z
7.3 %:e"3 -cos(x+y2)+3e"3~x2-sin(x+y )—% % 2e" 'y-cos(x+y2)—ln«/;
7.4 @:2x~y2—4y, @:2x2-y—4x+£,p0dezfelé body: v=2

Ox oy y y
7.5 %:2)/2—)1-2, %:4x~y—x-z—z-sin(y+22), %:x~y+cos(y+22)—22~sin(y+22),

Ox oy oz
podezielé body: y =0 nebo yzg
8. Linedrni diferencidlni operdtory
8.1 (—z+ 2x-z-ezsm(z+x2) ~cos(z+x2); 4y, —x+ ezsm(mz) (z-cos(z+ x2)+ sin(z + xz)))

X zsin(\/;)
8.2 6x+y+2xycos(x+xy2)——; z>0
z

8.3 3yz = —4xz = 4 = |3 (x; »;2)#(0;0,0)

\/(x2+y2+zz) \/(x2+y2+22) \/(x2+y2+zz)

2 2 2 2 2 2

8.4 —2x +xy—2y3; Y =3yz+z 3;—3x —2xz—3z3 (x5 y:2) % (0;0.0)

\/(x2+y2+22) \/(x2+y2+22) \/(x2+y2+22)
8.5 0
8.6 Y 5. x>0

x*In10

8.7 (y-cos(z2 —i—x~y)—2y~z2 -sin(z2 +x-y)+e“ -ln(y'z);iﬂ-x-cos(z2 +)c~y)—2x'z2 ~sin(z2 +x~y);
y

e’ 2 A3 a2 .
?+6z-c0s(z +x~y) 4z s1n(z +x y)j

88 0
8.9 kQx . kQy k0= ; (x5 352) #(0;0;0)

sr\/(xz +y° +zz)3 sr\/(xz +y° +zz)3 sr\/(xz +y'+z )3

8.10 K m-x K m-y : K m-z _ K m 3(x,y,z)=

\/(xz +y° +z2)3 ’ \/(xz +y° +z2)3 \/(xz +y° +z2)3 \/(xz +° +zz)

(x; y52) #(0;0,0)

9. Linearni diferencidlni operdtory 2
9.1 grad (o B) = o.gradB + B gradar

9.2 div(Av)=Adivy+v-gradh

10
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9.3 ((y—z-ex)(32~sinx+siny)+exz(3zcosx—xsiny); —3zcosx+x<y—z'e")cosy+xsiny;
—3(y—2z~e’*)cosx—x~ex siny)
9.4 4y —xz—15zcosx—5(z—xy)cosx+5z(x—yz)sinx

9.5 §=2e" (l+y2 +2x2y2)+zsinx(z2 —6)

9.6 %:(2x,cosy,1)-(%,d—y,£j—3t2
de de de de
x zsin(\/;)
9.7 6x+y+2xycos(x+xy2)——; z>0
z
10. Diferencidlni rovnice
2 3
01 a()=50 v =E s =E s,
F e F e F F -e* E E
102 a()="0 )= +v0+k'(;n,s(t):;;z—‘m+(vo+ﬁ)~t+so—ﬁ
*ﬁ-l k —Lt m ,ﬁ_[
103 v(t)=vye™, a(t)=—v0~;~e " s(t)z—vo-;-e "y, —+S,
1 k-F F,
10.4 t)=——-In| " ——2.¢ |, 1)= 0 ,
v() i n(e - j a() N (ekw k-F, tj
m
b F m-e " ln(ek'v0 £y t) -
s(t)=——| —t+1 ln[e’”" o j ” +s0+m Y€
m k-F, k-F,
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Sbirka neprosla jazykovou tpravou. Za pripadné chyby se omlouvam a prosim na jejich upozornéni.
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