Podoupnosti a ady

1. Posloupnosti a jegich viastnosti
Napisteprvnich p t len posoupnosti, ktera je dana takto:

3n 4 ny ¥ 2% 14 nn 2 1N
11 == 12221 13 5, 2 i 15 Zsn—

nil n nl
nl

1.6 Napiste prvnich 10 len nekone né podoupnosti Kk, ., ktera je definovana takto: k, 1, jeli n
prvo ido, k, 1,vpipad, enneniprvo iso.
Vyjéd ete dané podoupnosti vztahem pro n-ty len:
1.71-1,1,-1,1, ...
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Ur etet eti apaty len posloupnosti dané rekurentn :

111 1 113a 2, a, 1, 114
1.12 1 P
a 2, a, 2a 3 A 2% T a4, a,a a 1,a, logl0a,

1.15 Jedanaposloupnost a, , log3" . Vyjéd ete i rekurentn .

1.16 Jedanaposloupnost @, ., nn 1 . Vyjad eteji rekurentn .

1.17 Jedanaposoupnost a, Ll . Vyjad eteji rekurentn .
n nil

Zjist te, zda jsou dané podloupnosti rostouci, klesgjici, nerostouci nebo neklesgjici a omezené (zdola, shora):
118 — 119 M1 120 201 121 1"2n o ogp N

n 1 nil n nil n 2 nil " n 1 nil

2 2n 3 n 1.26 cos n
123 L ¢ 124 105 _+ 1 n1 g7 1

2 o1 n .1 n nn1l

n1il
1.28 Indick& Uloha: Jet eba vypo itat po et krav atelat ve stddu je ziskdme od jedné krévy za 20 let, vime-li,
e se ka dé krdv narodi po &kem ka dého roku jedno tele a ka dé tele dava stejné potomstvo, jakmile
doséhnev kut i let.

2. D kaz matematickou indukci

2.1 Jedanapodoupnost a, , rekurentn takto: a 2, a,, 3a,.Vyjad eteji vztahem pron-ty len.

2

2.2 Podoupnost &,  je dana rekurentn takto: a % a a.. Vyjad ete tuto posoupnost

nn 2’
vztahem pro n-ty len.

2.3 Pro v&chna pirozend ida n je sou e prvnich n len podoupnosti a,
nn l2n1
6
2.4 Doka te, eprovsechnap irozena idan plati: 6/ n’ 1in .

2
. ,» kde a n%, roven

. Doka te.

nn 1
25Dokate n 12 3 ...n 5
n2n 1 2n 1
2.6 Matematickou indukci doka te platnost tvrzeni: n = :1* 3 5 .. 2n 1° —
. . , nnln 2
2.7 Matematickou indukci doka te n 12 23 34 .. nn 1 f

2.8 Matematickou indukci doka te:  n 1 3 2n 1 n’.

5

. . , 1 1 1
2.9 Matematickou indukci doka te n —_ = — .. .
12 23 34 nnl n1l

2.10 Matematickou indukci doka te:  n B2 .
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2n

2.11 Matematickou indukci doka te, e provSechnap irozena idajevyraz 1 v dy celo iselny.

2.12 Doka te, esou indvou posob jdoucich p irozenych isd jed litelny dv ma.
2.13 Doka te, esou ett etichmocnint i posob jdoucich p irozenych isel jed litelny deviti.
2.14 Doka te matematickou indukci, esou int i posob jdoucich p irozenych isel jed litelny Sesti.

2.15 Doka te matematickou indukci, e ido Qn 5"! 6! jed litené islem 31 pro ka dé p irozené
idon.
10"
81
2.17 Postupn dosazujtedovyrazu Qn 22" 7 zan idaO0, 1, 2, 3 aformulujte hypotézu o jeho d litelnosti

2.16 Doka te matematickou indukci, e idoV n

g jeprovsdechnap irozend ida idocedé.

jistym p irozenym islem proka dé n N, . Hypotézu poté doka te matematickou indukci.
2.18 Matematickou indukci doka te, e n  :3/ n® 2n .

2.19 Vydovte hypotézu o po tu Uhlop i ek konvexniho n-Uhelnika (n  3) a poté ji doka te matematickou
indukci.

2.20 Vydovte hypotézu o sou tu vnit nich Uhl  konvexniho n-Uhelnika (n  3) a poté ji doka te matematickou
indukci.

2.21 Vydovte hypotézu o po tu &sti roviny, nan rovinu d Ii n r znych p imek, které le i v rovin a
prochazeji tym bodem. Poté tuto hypotézu doka te matematickou indukci.

2.22 VVydovte hypotézu o po tu p imek, jimi Izespgjit nbod vrovin , znich &adnétinde ivté ep imce
Poté tuto hypotézu doka te matematickou indukci.

2.23 V hogtinci konvexniho tvaru je lichy po et pistolnik . V dany okam ik ka dy vyst i na svého nejbli Siho
souseda, ktery je jednozna n ur en. Doka te, e p esto e se ka dy pistolnik strefi, z stane alespo  jeden z
pistolnik na ivu.

2.24 Matematickou indukci doka te platnost tvrzeni: n :28 2° 280 . 2" 22" 1.

nil
2.25 Matematickou indukef doka teplatnost tvrzeni: n :a° a' a? a .. a" 2 11,a lLa
a
2.26 Matematickou indukci doka te platnost tvrzeni:
n 0123 234 345 .. nn 1 n 2 1n nln?2n 3.
4
. . . . 1 4 9 n nn 1
2.27 Matematickou indukci doka te platnost tvrzeni: n —_ = = . .
13 35 57 2n 1 2n1 22n1
. . . . 1 1 1 1 n
2.28 Matematickou indukci doka te platnost tvrzeni: n —_ = = .. .
13 35 57 2n 1 2n1 2n 1
. . . . 1 1 1 1 n
2.29 Matematickou indukci doka te platnost tvrzeni: n —_ = .
14 47 7.10 3n 2 3n1 3n1
. . . . 1 1 1 1 n
2.30 Matematickou indukci doka te platnost tvrzeni: n — = .
15 59 913 n 3 4n 1 4n 1
2.31 Matematickou indukci doka te platnost tvrzeni:
n aahn 1
n 222 45 . 1" 1" 5
2.32 Matematickou indukci doka te platnost tvrzeni:
"' n 1x n
n :1 % % in — X 0,x 1.
X* X X X" x 1
2.33 Matematickou indukci doka te platnost tvrzeni:
) ) ) ) snx sin"x 1
n ;sinx sin’x sn®x .. sin""x —— x — 2k ,k
snx 1 2

234 Jeli a 1anpirozené ido, pak a" 1.Doka te.

235)klia 0,b 0,a banpirozené ido, pak a" b".Doka te

2.36 Doka te, eje 2" n proka dép irozené ison.

2.37 Nerovnost 2" 2n 1 plati provSechnap irozena idanv tSine 2. Doka te.
2.38 Nerovnost 2" n? plati provsechnap irozena isdanv ts ne 4. Doka te.

239Jli x 0, x Oanpirozené idov tsine 1,dokate eplai 1 x" 1 nx.
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3. Aritmetické posloupnost
Zjist te, jestli nadedujici posloupnosti jsou aritmetické i nikoliv:
31 2n 4 n 2n 3 34 3n 12 35 4n 1

1 32 — 33 1 _
ni,, n ., 3

n1il
3.6 V aritmetické posoupnosti a,  jedano: a; 10 a a, 22. Ur etediferenci této posloupnosti a leny
a, a a, . Vyjad etejgin-ty len.
3.7 Ur etesou et prvnich 100 len aritmetické posloupnosti n .
3.8 Ur etesou et v3ech lichych trojcifernych p irozenych isdl.
3.9 Ur etesou et prvnich 100 isd, kterap i d leni isem 5 davaji zbytek 1.
Ur etesou et prvnich 15 len aritmetické posloupnosti, v ni plati:
310a 6,a, 28 311a, 7,8 1 312a 2,s, 145 313s, 240,d 1

3.14 Vypo itgte prvni a podedni len aritmetické posloupnosti, kterd ma dvanact len , jeli d 3 a
s, 168.

3.15 Sou et prvniho a patého lenu aritmetické podoupnosti je 9, sou et t etiho a tvrtého lenu jeo % v tSi

ne sou et prvniho apétého. Ur eteprvnichp t len této posloupnosti.

3.16 V aritmetické posloupnosti sosmi leny je sou in obou krajnich len 100, sou et dvou prost ednich len
je29. Ur ete tuto posloupnost.

3.17 Aritmetickd podoupnost, jeii prvni len je 7 a diference 3, m& sou et len 420. Kolik len méa
posloupnost a jaky jejgi posedni len?

318 Mezi ida-5a4jet ebavio it dalsi leny tak, aby vznikla aritmetické posloupnost, jeji sou et je -6,5.
Kolik je novych len akteréto jsou?

3.19 Mezi ida4 a37vlo te idatak, aby sdanymi idy tvo ilaaritmetickou posloupnost o sou tu 246. Ur ete
po et vlo enych isd adiferenci takto vytvo ené aritmetické posloupnosti.

3.20 V aritmetické podoupnosti 3, 6, 9, ... vyhledgite len, ktery serovné polovin sou tu vSech p edchozich.
3.21 Existuje konvexni n-thelnik, jeho neimensi vnit ni Uhel mé velikost 126 aka dy dalSi uhel jev t&i o
4 ne p edchozi? Pokud ano, ur ete kolik métento n-ahelnik vrchal .

3.22 Pro ktera redlna isla x jsou ida log2”, log 2 1 alog 2* 3 ti posob jdouci leny aritmetické

posl oupnosti ?
3.23 Vdikaosti stran pravouhlého trojuhelnika tvoi po sob jdouci leny aritmetické podloupnosti. Desi
odv snamadéku 24 cm. Ur etevdikosti stran athl tohoto trojuhelnika.

3.24Co je v t8i a o kolik: sou et prvnich 50 lichych p irozenych isd nebo sou et prvnich 50 sudych
p irozenych isel?

3.25 &t s echy domu, kterou je t eba pokryt taSkami, ma tvar lichob niku. Do ady u h ebenu st echy se
vejde 85 tasek, do spodni ady u okapu se vgide 102 taSek. Tasky budou srovnany do ad tak, e do v ka dé
nésdedujici ad bude o jednu tasku vice ne v ad p edchozi. Kalik korun budou stét tasky na celou
uva ovanou &st st echy p i cen 15,- korun zajednu tasku?

326 Ve m st se buduje hledi& letniho kina pro p ibli n 1200 divék . Do prvni ady je planovano 40
sedadel, do ka dé nadedujici pak 0 4 sedadlavice. Kaolik ad sedadel bude mit hledist ?

3.27 Ocelové roury se skladaji do vrstev tak, e roury ka dé horni vrstvy zapadaji do mezer dolni vrstvy. Do
kolikavrstev sedo i 91 rour, je-li v posledni vrstv jen jednaroura? Kolik rour jev ngni §i vrstv ?

3.28 V podniku m li v lednu pi vyrob sou astek 20 kus zévadnych. Po et t chto zavadnych sou éstek se
ka dy m sic pravideln zmenSoval o 2 kusy. Kdy (ve kterém m sici) bylo v3ech zavadnych kus dohromady
98?

3.29 D&-li se na prvni pole Sachovnice 6 zrnek a na ka dé dalSi pole 0 4 zrnka vice ne nap edchézejici, kolik
zrnek bude na vSech 64 polich?

330V ad za sebou je 100 kamen vzdadenych od sebe 10 krok . Deset krok p ed prvnim kamenem le i
koSik. Sb ra maza ukol p enést postupn v3echny kamene do koSiku tim zp sobem, e od koSiku jde pro prvni
kamen a s nim se vraci do koSiku, poté jde pro druhy kamen a op t se vraci ke koSiku, .... Ur ete kalik krok
sb ra ujde.

3.31V zahrad je 30 zahonk (viz obr. 1). Ka dy
ma déku 16 m a & ku 2,5m. K zalévani nosi
zahradnik vodu ve v drech ze studny vzdadené
14m od zahrady, pi en obchazi zdhony po 1. 2. 3 e |29, 30.
mezich. Najednou p inese vodu na jeden zahon.
Kolik metr ujde, ne zalije vSechny zahony,
pokud cesta za inaakon i u studny?
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obr. 1

3.32200 K za nu prodévat tak, e prvni korunu prodam za halé, druhou za dva halée, t eti za ti, ...
Vyd I&m nebo prod I&m natomto obchodu?

3.33 P atelé s vyprav li o svych rodinach. Kratkému se vysmivali, e sechovéjako jedina ek, aleon jim nato
odpov d I: ,Mylite se, ja jsem nejstarSi z patnacti d ti. Jsem préav osmkrat stars$i ne m j ngmladsi bratr.
Ka dy dal§i bratr se narodil p Idruhého roku po svém p edch dci.“ Kalik let je Krdtkému a jeho ngimladSimu
bratrovi?

3.34 Jakou dréhu urazi jehla gramofonové p enosky na standardni desce, méli deska 260 zavit , vn jSi
polom r spiraly je50 mm avn j§ polom r spirdly je 120 mm?

3.35 Egyptska Uloha: Stom r zrni semarozd lit mezi p td Inik tak, aby druhy d Inik dostal o tolik m r vice
ne prvni, o kalik t eti dostal vice ne druhy, tvrty ne t eti a pdty ne tvrty. Krom toho maji prvni dva
d Inici dostat dohromady sedmkré mén m r zrni ne ostatni t i. Kolik m r zrni dostali jednatlivi d Inici?

3.36 _inskd Uloha: Klusdk a herka vybihaji z jednoho mista v tém sm ru. Klusdk prob hne za prvni den
193li, ka dy nadedujici den o 13li vice. Herka ub hne za prvni den 971i a ka dy dal§i den o polovinu li

meén . Pro prob hnuti 30001i seklusak vraci zp t anazpéte ni cest potkava herku. Zakalik dni po vyb hnuti

se setkaji? (Poznamka: li je stard inska jednotka délky)

3.37 V roce 1975 nato ila re isérka V ra Plivova - Simkova na motivy knihy Marka Twaina Dobrodru stvi
Toma Sawyera film Pani kluci. V tomto filmu je scéna, v ni ma Tomas nat it za trest plot kolem zahrady své
tety Apoleny. Diky své Skovnosti a vymluvnosti mu ho ale pomohou nat it kamarédi i nep atelé, zaco Tomas
pouze inkasuje r  ové liste ky, které mu maji dopomoci k vyh e, kterou p eda zemsky Skolni inspektor a pan
editel (v nenapodobitelném podani Petra Naro ného). Uva ovanou scénu z filmu lehce pozm nime pro své
pot eby: p edpokladgime, e TomaSova teta vlastni zahradu, na jeji oploceni je t eba 65m plotu, ktery je
tvo en z 10cm S&rokych plan k, mezi nimi  je mezera 10cm (i v rohu zahrady se & ida praviden pla kaa

mezera). Kolik plan k maplot? ToméSp vodn plénoval natirani plotu tim zp sobem, eprvni den nat e jednu
pla ku (aby se nep ed d a aby mohl jit s kamarédy ven) a ka dy nasdedujici den o jednu pla ku vice ne

p edchozi (aby teta Apolena p iliS§ nehubovala). Na kolik dni by TomaSovi timto zp sobem préce vydr ela?
Prvni den, kdy se cht | pustit do préace, p iSi kamaréadi, kterym Tomas po dlouhém (a hraném) zdrahani
natiréni plotu sv il. Zapati ny po et r ovych liste k , pochopiteln ! Kamaradi pracovali tak, e prvni den
nat €i 10 plan k a ka dy nasedujici den v dy o stejny po et vice ne den p edchozi. Za 10 dni byli chlapci
hotovi. O kalik plan k nat €li ka dy den vicene minuly den?

3.38 Jeden eb ik m 150 p i li. Naprvnim sed | jeden holub, nat etim dva, na patémt i, nasedmém ty i, ...
Kolik holub sed lona49. p i li?Kolik holub bylona eb iku celkem?

4. Geometricka podoupnost
Zjist te, jestli nadedujici posloupnosti jsou aritmetické, geometrické i jiné

41 n® n 4. 2n 3 44 10 6n
s 4.2 5.% 33, nt 45

n1il

4.log10" *
5

4.6 Geometricka posloupnost je dadnatakto: a, 4 aq % Ur ete g aa,.

4.7 V geometrické posloupnost je a, 6 aa; 48. Ur etekvocient této podoupnosti a a,, a, a a,,.
4.8 Zjist te, ktera z isdl 18, 12, 6, 0, -2 a -6 jsou leny geometricke posloupnosti &, ., vni a 27 a

q 2
3

4.9 Zjist te, zda ida 5 1, /3 ag J5 1 leny n jaké geometrické posloupnosti. Pokud ano, ur ete jgi

kvocient.

4,10 Prvni len sedmi lenné posloupnosti se rovna 2, posledni len 1458. Vypo itejte kvocient a sou et len

posloupnosti.

4.11 Sou et prvnich n len geometrické posloupnosti je 62, prvni len je 2 a podedni 32. Ur ete po et len

posloupnosti a kvocient.

4,12 V geometrické posloupnosti jet eti len 32 a paty 512. Vypo itgte, kolik len ma tato posloupnost, je-li

jei podedni len 8192.

4.13 Kterd4 geometricka posloupnost ma tu vlastnost, e sou et prvnich 10 len je 33krat v tSi ne sou et
prvnichp ti len ?

4,14 Mezi ida2a486vlo te4 idatak, aby vznikla geometricka posoupnost.

4.15 Ur ete geometrickou posloupnost, v ni  rozdil t etiho a druhénho lenu je 12 arozdil tvrtého at etiho
lenu je 36.
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4.16 V geometrickeé posoupnosti a,  jedano q 3, a, 1215. Kolik prvnich len této posoupnosti
davasou et 9157

4.17V geometrické posloupnosti plati: a a, 15 a a, a 15. Ur ete sou et prvnich pti len té&o
posloupnosti.

4.18 Ur etevsechny leny geometrické posloupnosti @, ,,vni plati: s, 15 azérove a a, 9.

419 ida a, a,, a,, a,, a, maji tu viastnost, e prvni t i tvo i geometrickou posloupnost a podedni ty i
posloupnost aritmetickou. Ur etetato ida, jestli eplati: a, a, a, a;, 4 azarove a8, 8.

420Pi temetoté idok id m2,7al7 dostanemeprvniti leny geometrické posoupnosti. Vypo t tetoto
ido a geometrickou posloupnost ur ete vzorcem pro n-ty len.

4,21V néadob je ur ité mno stvi radonu. Jaké mno stvi z p vodniho zbude v nadob za 36 dni, je-li polo as

jeho p em ny 4 dny?

4.22 Kolik korun je t eba ukladat po dtkem ka dého roku po dobu 10 let, chceme-li mit koncem desatého roku

nast 404ano 10000 K p i 2% slo eném drokovani a 15% dani? Urokovaci obdobi je jeden rok.

4.23 Kalik korun budeme mit na U tu s Grokem 5% na konci sedmého m sice, budeme-li po dtkem ka dého

m sice ukladat astku 100 K . Po itgte s dani 15% a Grokovacim obdobim jeden m sic.

4.24Vem ¢ ilonapo atku roku 2000 25000 obyvatel. Kolik obyvatel bude mit m sto na za atku roku 2005,

odhaduje-li sero ni p ir stek na 1,5%7?

4.25 Kalik korun bude mit zap t let na G tu ku &k, ktery serozhodl p estat kou itam si n uspo enou astku

za nakup cigaret 1000 korun ulo i do banky na U et s Urokem 4 % a dani 15 %? P edpokladgjte, e Urokova

mira se b hem celého uva ovaného obdobi nem ni a euspo enou astku ukladaku &k nau et v dy naza atku

m sice. eSteprop ipad m si niho Urokovaciho obdobi.

4.26 Za kolik let vzroste jistina 1000 korun p i Uroku 3 % na 1500 korun. Po itejte s dani 15 % a uva ujte a)

ro ni, b) m si ni Urokovaci obdobi.

4.27 Jaky je Urok banky, bylo-li ulo eno 800 korun, které po 6 letech vzrostly na 1000 korun. Po itgjte s

m si nim drokovacim obdobim a eStepro p ipad @) dan 15 %, b) bez dani.

4.28 *** Podnikatel si vyp j il 100000 a zavazal se, ep j ku splati dv ma stejnymi splatkami, z nich jedna

bude splatna za 2 roky, druha za 4 roky ode den vyp j eni. Jak velké budou tyto splétky p i Uroku 4 %7?

4.29 Kalik z stane na vkladni kni ce z vkladu 12000 korun, vybiréa-li se a) za atkem, b) koncem ka dého roku

1200 korun po dobu 10 let? Urok je 1,5 %, da 15% a Urokovaci obdobi jeden rok.

4.30 Vkladatd s ulo il naterminovany vklad na dobu 5 let na za atku roku 10000 korun. Ro ni Urokova mira

je 11,5 %, da 15%. Jakou éastku bude mit na konci patého roku, jestli e za celou dobu trvani vkladu nebylo z

vkladu nic vybrano? este pro p ipad: a) ro niho Grokovaciho obdobi, b) pololetniho drokovaciho obdobi, c)
tvrtletniho Urokovaciho obdobi ad) m si niho Urokovaciho obdobi.

4.31***Mno stvi d eva v ur ité lesni oblasti se odhaduje na 1,5.10° m* aro ni p ir stek je 2 %. Jaky bude
pibli n stavpo10letech,t i-liseron 2.10' m® d eva?

4.32 Jednim ta enim se zmenSi pr m r drétu o 10%. Jaky pr m r bude mit drat s p vodnim pr m rem 6 mm
po osmi ta enich?

4.33 Kupec cht | dat okovat kon . Kova &dal tento zp sob placeni: ,,Na vSechny podkovy pot ebuji 24
h ebiky. Za prvni h ebik mi zaplatiS 1 halé , za druhy 2 halé e, zat eti 4 halé e, v dy za ka dy dalSi h ebik
zaplatis dvakrat tolik.“ Kupec radostn souhlasil, pozd ji toho v&ak litoval. Kolik musel zaplatil jen za pos edni
h ebik?

4.34 Kalif z Bagdadu dovoalil jednomu matematikovi, aby s p al, co chce. Matematik se zatva il nevinn a ekl:
,Veky Kalife, mdm skromné p ani. Odm m pSeni nymi zrny a to takto: Degj mi tolik pSeni nych zrn, kolik
jich bude muset byt na poslednim pali Sachovnice, jestli e na prvni polo ime jedno zrno a naka dé nasledujici
dvojnasobek toho mno stvi, které bude na p edchazejicim poli.“ Kalif se zasma a ochotn souhlasil. Domnival
se, e matematik nedostane ani tolik zrni, aby s mohl upéci bochnik chleba. Velmi se viak podivil, kdy mu
matematik vypo ital, ejeho p ani se neda spinit. Jak jeto mo né? Pokuste se p evést mno stvi pSeni nych zrn,
které vam vyjde, na vhodné jednotky, aby vzniklarealn jSi p edstava o mno stvi zrn.

4.35 List papiru rozd Ite nap |, jednu polovinu op t nap I, ... Kalik d leni jet eba, abyste ziskali é&ste ky o
hmotnosti atomu? Hmotnost atomu uva ujte 10 ¥ kg , hmotnost listu papiru 19 .

4.36 Zahradnik prodal prvnimu kupujicimu polovinu vSech jablek a p | jablka, druhému kupujicimu polovinu
Zzbytku a jet p | jablka, t etimu polovinu dalSiho zbytku a jest p | jablka, ... Sedmému kupujicimu prodal
polovinu zbytku até p | jablkaanez stalo mu ani jedno jablko. Kalik jablek m | na za &ku obchodu?

4.37 Uloha z Ahmesova papyru (2000 let p . n. 1.): Ka dy se sedmi lidi ma 7 ko ek, ka da ko ka chyti 7 my3,
ka da mys se ere 7 klas je mene, z ka dého klasu je menem e vyr st 7 v der zrna. Kalik v der zrna se
zachrani zasluhou ko ek?

4.38 Kral na idil svému suhovi sebrat ze t iceti vesnic vojsko takovym zp sobem, e z ka dé vesnice vezme
tolik mu , kolik do ni vstoupilo. Do prvni vesnice 8 duha sam. Kolik mu  m lo vojsko po opust ni t icaté
vesnice? Kolik mu  bylo sebrano v podedni vesnici?
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5. Limita pos oupnosti

5.1 Doka te, epodoupnost a, ., @, n2 je konvergentni.
n

Zjist te, které podoupnosti jsou konvergentni a které divergentni. Pokud to jde, ur etejgich limitu:

52 20 53 1" 54 1°% 55 cos LN
1n,, n i n ., n "1
2
56 20 7 57 n1 58 — N _ 59 L1
13 ., n? 4 . 2n° 3n n®
5 1"n 3n 4 2n 1 512 05" 2 79 "
510 ——— 511 —— —— n1 513 — 1
nb5 n 2 4 8 1
ni ni n
4 3 n
514 n - 515 n 1nl 516 cos 1" n . 517 =
n n

6. Nekone né ady

11.Vy§etete podoupnost s, ., S, & & .. &
n

napiste vzorec pro n-ty len této podoupnosti (na zéklad hypotézy, kterou doka ete) a ur ete jgi limitu. Je
posloupnost s, , konvergentni?

6.1 Je dana nekone na ada a,

ni’ a”

6.2 Ur etesou et nekone né ady 10 ".

nil
Ur ete, které z nddedujicich ad jsou konvergentni. Pokud jsou konvergentni, ur ete jgich sou et:

nil
3 1 64 3 1" 65 21 6 V5 67 Y31
ni1 ni1 n1 N 2"t ’ - \/E

6.3

eSte rovnice snezndmu x

68 log Jx 2 69 2 X3 10 2" 1 611 sn®?x 2tgx
ni1 n1 X 3 4 ni ni1
2
6.12 Vypo t te — = .
n1 205
6.13V mno in redlnych isd esterovnici: 1 3 % Z—Z 8 .
X X X x 10
. e . . X X2 X )
6.14V mno in redlnych isd eSterovnici: 1 5 .. X° 5.
x1 x1*° x1°

6.15Vypo t te xﬁf/??/;

Napiste ve tvaru zZlomku s celo iselnym jmenovatelem i itatelem ido:

6.16 0,324 6.17 0,5 618257 6190123 6200123 6.21 0123 6.22 6,324 6.23 8,02
6.24 Po kmeni stromu leze p imo vzh ru k ngbli §i v tvi housenka. Housenka je z gm velmi unavend,
proto e za prvni minutu urazi 5dm, zadruhou 2,5dm, zat eti 1,25dm, ... Vzdalenost k prvni v tvi, nani
ma housenka potravu, je o zlomek centimetru v tSi ne jeden metr. Za jak dlouho doleze housenka k této v tvi?
6.25 Do rovnostranného trojuhelniku AB,C, o délce strany 2cm je vepsan druhy trojuhelnik A,B,C, , jeho
vrcholy jsou ve st edech stran trojuhelniku ABC,. Do tohoto trojuhelniku A,B,C, je vepsén steinym
zp sobem trojuhelnik AB,C, . Vypo itgtesou et obvod asou et obsah v3ech takto vzniklych trojuhelnik .
6.26 Do tverce ABCD o stran délky 3cm je vepsan tverec ABC,D, tak, ejeho vrcholy le i ve st edech
stran tverce. Analogicky vepiseme do tverce ABCD, tverec AB,C,D,, ... Vypot te sou e obvod a
obsah v&ech takovych tverc .

6.27 Do rovnostranného trojuhelniku o déice strany a je vepsan kruh, do kruhu je vepsan rovnostranny
trojuhelnik, do tohaoto trojihelniku je vepsan dal§i kruh, ... Vypo t te sou et obsah vSech takto vzniklych a)
trojuhelnik , b) kruh .
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6.28 ,Spirda‘ se sklada z nekone n mnoha p Ikru nic. Pitom polom r ka dé
nadedujici polokru nice je dvakrdt mensi ne polom r p edchozi polokru nice. A A

Ur etedédku ,spirdly“, je-li polom r prvni polokru nice 5cm.

6.29 V roce 1904 Svédsky matematik Helge van Koch poprvé popsal plosny Gtvar,
ktery dodnes nese jeho jméno - Kochova vio ka. Tento Utvar je mo né ziskat takto: k
prost edni t etin  ka dé strany rovnostranného trojuhelnika p ipojime dalsi
rovnostranny trojuhelnik. K prost edni t etin  ka dé ze vzniklych stran Gtvaru nyni
p ipojime op t rovnostranny trojuhelnik - viz obr. 2. Timto zp sobem se pokra uje v
konstrukci Utvaru dale. Ur ete obvod a obsah takto vzniklého Utvaru, méli strana
ngv tSiho trojuhelnika délku a. Kru nice opsana p vodnimu trojuhelniku vymezi obr. 2

kruh. Jaka ast kruhu je zapln na Kochovou vio kou?

6.30 Na obr. 3 je zndzorn n ,hadek”, ktery vznikl postupnym spojovanim podobnych asti. Podle ozna eni z

obrézku plati: |AB| |[BC| |CD| a, |DE| |EF| |Fg %|AB| a |GH| [HI| 19| %|FG|, .. (,hédek

pokra uje stdle ddle do menSich rozm r jednatlivych ,, lank svéhot la‘). Ur ete kolik papiru jet eba najeho
zhotoveni.

6.31 Jedanap imkap, nani jsoudany body A, A, ... tak, eplati: [AA| a, |AA)] g, |AA %,

Nad ka dou z GUse &k AA,, AA,, ... je sestrojen rovnoramenny pravodhly trojdhelnik (viz obr. 4). Ur ete
ddkulomené ary AX,AX,AX,A,... aobsah obrazce, ktery je ohrani en touto lomenou arou ap imkou p.

1 Aq Ay A, P

obr. 3

6.32 P edstavme s t leso ve tvaru jakéhos ,,teleskopického dalekohledu”, které je o eno z nekone n mnoha
vélc . Polom r podstavy ngjv tSiho vélce je roven a, polom r podstavy ka dého dalSiho vélce je polovi ni ne
p echazgici. Vyska ngv tSiho valce je 4a a vyska ka dého dalSiho valce je oproti p edchozimu dvojnasobna.
Ur ete objem tohoto t lesa a povrch jeho plast .

6.33 Je dan tverec ABCD o stran délky a. Bod L, je patou kolmice vedené z vrcholu A daného tverce k
Uhlop i ce BD. Bod L, je patou kolmice vedené z bodu L, na stranu AD tverce ABCD. Bod L, je patou
kolmice vedené z bodu L, k thlop i ce BD. Ur ete délku lomené &y ALL,L,..., jgi konstrukce probih&
podl e popsanych pravidel.

6.34 Je dan ostry Uhel o vdikosti 60 . Na jednom jeho rameni le i bod A, ktery je ve vzdalenosti a od
vrcholu Uhlu. Z bodu A je spu&t na na druhé rameno kolmice, z jgji paty dalSi kolmice na prvni rameno, ...
Ur etesou et délek t chto kolmic.

6.35 V rovnostranném trojuhelniku ABC, jeho strana ma velikost a je vedena vySka CD. Z jgi paty je vedena
kolmice na stranu AC, z jgi paty je vedena kolmice navysku CD, ... Ur ete délku takto vzniklélomené ary.
6.36 Do tverce o stran a je vepsan kruh, do n ho zase tverec, don ho op t kruh, ... Ur ete sou et obsah
viech tverc avsech kru nic.

6.37 Do rovnostranného ku ele o stran  ezu s je vepsana koule, nad ni druh, t eti, ... Jaky je sou et objem
v&ech vepsanych kouli?



ESENI

1. Podoupnosti a j€jich viastnosti

11510
2 9 225
1.24,0,4,0,4

13-3, g % a, a a; neexistuji

143,8,15,24,35

151, 0, 1,0,1
3’75

161,-1,-1,1,-1,1,-1,1,1,1
17 a, _,a 1"° 1" 1"
3n
n1l

1 14
nl’an 1 7
Nt 1
110 a °

aT"nl a” n 2
111a, 5,a 17

18 a, ,, &,

7

19 a,

2. D kaz matematickou indukci
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2 5

112 a, 5,35 3

1133, a 1

11448, a 1

115a log3, a,, a, log3

116 2,a,, a 2n 1
1 n

117 g E,a“ —

1.18 rostouci, omezena

1.19 klesgjici, omezena zdola

1.20 rostouci, omezena

1.21 ani rostouci ani klesgjici, neomezena
1.22 rostouci, omezena

1.23 rostouci, omezena zdola

1.24 klesgjici, omezena

1.25 ani rostouci ani klesgjici, omezena
1.26 ani rostouci ani klesgjici, omezena
1.27 klesgjici, omezena

1.28 2745 krav atelat

Ulohy v tomto odstavci jsou ur eny na procvi eni d kazu matematickou indukci. Ve v t&n z nich to

znamend ovladat zékladni Gpravy algebraickych vyraz .

3. Aritmeticka pos oupnost

3.1 ano
3.2ne
3.3ne
3.4 ano
3.5ano
36d 3,a 16,a, 70,a, 5 3n
3.7 s, 5050
3.8 s, 247500
39 s, 24850
310 s, 300
31ls, 15
3.12 s %
3.13 s %
5 61
314 a > a, >

3.154; 4,25; 4,5; 4,75, 5

3.16 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22, 25 nebo 25, 22, 19, 16,
13,10, 7,4

317 n 15, a, 49

318jetebavioit 11 isd: -4,25; -3,5; -2,75; -2; -
1,25; -0,5; 0,25; 1; 1,75; 2,5; 3,25

4. Geometricka podoupnost
4.1 ani aritmeticka ani geometricka

3.19vlo enych isd jel0, d 3

3.20 jednaseopéty len: a;, 15

3.21 jedna se o0 10ti uhelnik

3220

3.2318cm, 24cm, 30cm, 36,87 , 5313 , 90

3.24V t§i je sou et sudych ato o 50.

3.25 25245 korun

3.26 17 ad

3.27 13 vrstev, 13 rour

3.28 V&ech zévadnych sou astek bude dohromady 98 v
ervenci.

3.29 8448 zrnek

3.30 119000 krok

3.31 4125m

3.32 Vyd lam 1 korunu.

3.33 Kratkému je 24 let, jeho ngmladSimu bratrovi

jsou 3 roky.

3.34 138788 mm 138,8m

3.35 12, 10§, 20, 29£, 381 m r zrni
3 6 6 3

3.36 potkaji se 16. den (15,7 dne)
3.37 325 plan k, 25 dni, ka dy den 0 5 vice
3.38 25 holub , 325 holub

4.20 neznamé idoje3, a, 52"*



4.2 geometricka

4.3 geometricka

4.4 aritmeticka

4.5 aritmeticka

46a 8,a, 1

47 a, 24,a, 1536, a, 6144
4.8 ido12

49 q ?Jé 1

410 g 3,s, 2186

411 q 2,n 5

412 n 7

4.13 posloupnosts q 2, a libovolné

4.14 6, 18, 54, 162
415a 2,q 3

416pt
417 s, 155
418 a, 2"'neo a, ;—?

4198,4,2,0,-2

5. Limita pos oupnosti
51 lima, 1

5.2 -2, konvergentni
5.3 neexistuje, divergentni
5.4 neexistuje, divergentni
5.5 -1, konvergentni

5.6 é , konvergentni

5.7 1, konvergentni
5.8 0, konvergentni

6. Nekone né ady

6.1 s, Ll lims, 1, konvergentni
n n

62
9
6.3 , divergentni
6.4 neexistuje, divergentni
6.5 , divergentni
6.6 24/5, konvergentni

2

6.7 ——————, konvergentni

V2 V31
6.8 O ,D 0 ,P 10
6.9 O , D 2 2 ,P 6
6.10 O , D ;0, P 1
6.11 O , D 1 2k 1 —;k
P 1— k;k

#4 $
6.121

2
6.13 O , D ;3 3 P 6, 4
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121
2° 512

4,22 910,40 korun
4,23 710 korun
4.24 26932 obyvatel
4.25 65486,20 korun
4.26 a) 16,1 let; b) 15,9 let
4.27 a) 4,38 %; b) 3,72 %
4.28 56200 korun
4.29 a) 746,30 korun; b) 908,40 korun
4.30 a) 15941 korun; b) 16115,30 korun; c) 16207,25
korun; d) 16270,50 korun
4.31 1,6.10° m®
4,32 2,58 mm

4.33 8.10* korun (p esn 83886 korun)

4.34 8.10® zrn, tj. 4,5.10"° vagén po 10 tunach
43579

4.36 127

4.37 16807 v der zrna

4.38 celkem 10°, v posledni vesnici 5.10°

5.9 0, konvergentni

5.10 neexistuje, divergentni
5.11 6, konvergentni

5.12 2, konvergentni

5.13 , divergentni

5.14 , divergentni

5.15 , divergentni

5.16 neexistuje, divergentni
5.17 0, konvergentni

621 —=
333

622 6200 2087

330 330

62382

99 99
6.24 nikdy
6250 6a 12cm,

S gaf 4—\3/§cm2 2,3cm’

6260 43 2 V2 122 V2 cm 4icm,
S 2a’ 18cn¥

NE]
6.27 Srojuhelnik ?az, Skruh 532

6280 2r 10 cm 3lL4cm

6.29 S 2—\/§a2, o] , @,tj.66,2%
5 5
630S @&

2

631 d 2a/2. S %



6.14 O

6.15 x*

616
330

6.17 —

6.18 2E
33

619 oL
300

620 =
495

, D

(o]
(@31

632V 8 &, Syx
633d a2 1

634d a3
6.35 d %a 2 3
a2
636 S,., 23, S, -
3
637 S —2 V3
52

10
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