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1. Uvod
Nékteré hodiny fyziky i matematiky lze ptileZitostné ozivit riznymi aktivitami, které
mohou zvysit pozornost zakl, rozptylit monotéonni béh hodiny nebo rozsifit védomosti,
znalosti a dovednosti zadki nad rdmec toho, co bézné¢ v hodindch fyziky a matematiky
probiraji. Uvedené Glohy jsou pouze naméty, jak s nimi naloZi jednotlivi vyucujici je na jejich
uvazeni, znalosti zakl, metodé vyuky, ...
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2. Ulohy reSené geometricky

Aktivity popsané v této kapitole jako geometrické ,,dikazy* nejsou ditkkazy v pravém
matematickém smyslu. Aktivity jsou totiz provedeny pro jednu konkrétni volbu trojihelnika
(pro jeho konkrétné zadané rozmeéry), pro n€jz chceme ukazat platnost Pythagorovy véty resp.
pro jednu konkrétni volbu obdélnikli, pomoci kterych chceme ukazat platnost algebraickych
vztahl. Dale je tfeba vzit v ivahu skute¢nost, Ze pokud si budou zici tyto aktivity skute¢né
samostatné zkousSet, nemuseji pfislusné geometrické obrazce (diky nenulové tloust’ce Car,
moznému zkresleni pii tisku, ...) zcela pfesné¢ odpovidat zobrazené siti, do které je budeme
skladat. I pfes tato omezeni mohou dale popsané aktivity pfispét k pevnéjSimu pochopeni
,»dokazovanych* tvrzeni.

Miru komentéafe vySe uvedené¢ho zaklim ponechavam na rozhodnuti a zodpovédnosti
ucitele. Musi zvazit vék zaki, typ studované skoly, ..., do jaké miry méa smysl aktivity
komentovat.

2.1 Pythagorova véta

Jednim ze zakladnich poznatki matematiky je i Pythagorova véta. Tu znali patrné jiz
stafi Egyptané, ktefi na zakladé trojuhelnika o strandch délky 3 jednotky, 4 jednotky a
5 jednotek vymeétovali pravé thly. Formélni diikkaz platnosti této dulezité véty provedli az
pythagorejci.

Dukazli Pythagorovy véty existuje cela fada — at’ uz to jsou geometrické dikazy nebo
algebraické dikazy. Geometricky dikaz je dikaz, ktery je zalozen na operacich
s geometrickymi objekty (Ctverce, obdélniky, jejich obsahy, ...). Algebraicky diikaz je veden
pomoci uprav algebraickych vyrazi. Nékolik dikazl platnosti Pythagorovy je uvedeno nize.
Se Zaky je vhodné postupovat tak, ze vystithneme pfislu§sné utvary z papiru a zici je
samostatné skladaji, a tak sami dikaz objevi nebo vymysli.

Jednim z diikazl je dlikaz, ktery lze postupné sledovat na obr. 1 a obr. 2. Na obou
obrazcich je zobrazen ve ¢tverci PQRS pravouhly trojuhelnik ABC. A pravé tento pravouhly
trojuhelnik je ten, pro ktery se budeme snazit dokazat platnost Pythagorovy véty.

Na obr. 1 je dale sestrojen ¢tverec AEFC, ktery je sestrojen nad pfeponou pravothlého
trojuhelnika ABC, tj. jedna strana tohoto ctverce lezi na pfeponé tohoto trojuhelnika.
VétSinou se Ctverec nad prislusnou stranou trojuhelnika sestrojuje tak, ze je vné uvazovaného
trojuhelnika, ale v tomto piipadé€ je zamérné sestrojen ,,pres trojuhelnik. Ditvody této volby
budou ziejmé.

5 C’ 7
A
b
7
P f5 @
obr. 1
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Z obr. 1 vyplyva, ze ¢tverec AEFC mtzeme doplnit ¢tyifmi shodnymi pravouhlymi

trojuhelniky APE, EQF, FRC a CSA na ¢tverec PQRS. Pfitom tyto trojuhelniky jsou shodné i
s trojihelnikem ABC.

5 & 7
A K
Bl
P L i
obr. 2

C A K
obr. 3

Na obr. 2 je zobrazen tentyz ¢tverec PQRS a tentyz pravouhly trojuhelnik ABC. Nad
odvésnami AB a BC tohoto trojuhelnika jsou sestrojeny ¢tverce PLBA a BKRC. Tyto dva
¢tverce mizeme doplnit Ctyfmi shodnymi pravothlymi trojihelniky ABC, CSA, BLQ a QKB
na ¢tverec PQRS. Vzhledem k tomu, ze trojuhelniky ABC, CSA, BLQ a QKB jsou shodné
s trojuhelniky APE, EQF, FRC a CSA, kterymi jsme doplnili ¢tverec AEFC rovnéZz na ¢tverec
PQRS, musi mit ¢tverec AEFC stejny obsah jako je soucet obsahii ¢tverci PLBA a BKRC.
Jinymi slovy: Obsah Ctverce sestrojeného nad preponou pravouhelného trojuhelnika ABC je

roven souctu obsahtl ¢tverct sestrojenych nad obéma odvésnami tohoto trojuhelnika.

5
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A to je znéni Pythagorovy véty, ktera byla timto dokdzana.

Dalsi diikaz platnosti Pythagorovy véty je velmi podobny. Do ¢tverce CKLM je vepsan
pravouhly trojuhelnik ABC, pro ktery chceme dokazat platnost Pythagorovy véty, Ctverec
BAEF a tii navzdjem shodné pravouhlé trojuhelniky EAK, FEL a BFM, které jsou shodné
s trojuhelnikem ABC (viz obr. 3). Shodnost trojuhelniki vyplyva zjejich konstrukce a
z pomocné sité zobrazené na obr. 3. Ctverec BAEF je pfitom ¢tvercem, ktery je sestrojen nad
pieponou trojihelnika ABC. Dals$i kroky dikazu jsou pro vétsi piehlednost zakresleny na
dalSich obrazcich.

Na obr. 4 jsou zakresleny (a barevné vyznaceny) ¢tverce AKUV a CAPQ, které jsou
sestrojené nad odvésnami pravothlého trojuhelnika ABC. Ctverec CAPQ neni sestrojen vné
trojuhelnika, jak byva zvykem, ale pfes tento trojuhelnik. Nyni se budeme snazit dokazat, ze
soucet obsahu ¢tvercit AKUV a CAPQ je roven obsahu ¢tverce BAEF. To lze dokazat napft.
tak, ze se nam podaii preskladat ¢asti ¢tverch AKUV a CAPQ, které¢ lezi mimo Ctverec
BAEF, do tohoto ¢tverce.

M F | L
Q

N : v U
C ' A K

obr. 4

Pro ptesnéjs$i popis preskladani ctverct jsou na obr. 5 popsdny zbyvajici body, se
kterymi budeme déle pracovat.

Z obrazku obr. 5 a zobrazené sité¢ je ziejmé, Ze lichob&ézniky AKUX a FMQY jsou
shodné. Proto lze lichobéznik AKUX pfemistit na misto lichobézniku FMQY. Tim ziskame
trojuhelnik BFM, ktery je shodny s trojihelnikem ABC. Trojuhelnik BFM lze umistit do
¢tverce BAEF na pozici trojuhelnika EFZ, ktery je snim shodny. Trojuhelnik AXV
pfemistime na pozici trojuhelnika FYZ. Na misto trojihelnika AEP pfemistime trojihelnik
ABC. Tim se nam podatilo ¢tverce CAPQ a AKUYV sestrojené nad odvésnami pravouhelného
trojuhelnika ABC premistit do ¢tverce BAEF sestrojeného nad ptfeponou trojuhelnika ABC.
Pythagorova je tedy dokazana.

Dalsi typ dikazu Pythagorovy véty vyuziva vlastnosti geometrickych utvart.
Tentokrate sestrojime ¢tverce nad stranami pravouhlého trojuhelnika ABC tak, jak je zvykem,
tj. vné tohoto trojuhelnika (viz obr. 6).
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M F L

obr. 5

M N
obr. 6

Nyni sestrojime usecky LB a CM a bodem C vedeme kolmici na stranu AB; tak
ziskame dalsi dva body X a Y (viz obr. 7). Nyni si uvédomime, ze trojuhelniky LAB a CAM
jsou shodné, protoZe maji navzdjem shodné vSechny tii odpovidajici si strany. Usecka AC je

7
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kolma na tsecku LA, a tedy tseCka AC je vyskou trojuhelnika LAB. Proto je obsah
trojuhelnika LAB polovi¢ni ve srovnani s obsahem c¢tverce LACK. Analogicky je usecka AM
kolma na usecku AX, a proto lze tisecku AX povazovat za vysku v trojuhelniku CAM. Proto
je obsah trojuhelnika CAM polovi¢ni ve srovnani s obsahem obdélnika AMYX. Vzhledem ke
shodnosti trojihelniki LAB a CAM je obsah ¢tverce LACK stejny, jako je obsah obdélnika
AMYX.

Q

obr. 8
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Nyni vyznac¢ime v zadaném trojuhelniku a ptivodnich ¢tvercich usecky AP a CN (viz

obr. 8) a provedeme analogicky diikaz, jako byl proveden vyse, pro ¢tverec BPQC a obdélnik

NBXY. Pomoci shodnych trojuhelniki BPA a BCN dokazeme, Ze obsah ¢tverce BPQC je

stejny jako obsah obdélnika NBXY. To ovSem znamend, ze soucet obsahu ¢tvercii LACK a

BPQC je stejny jako obsah ¢tverce MNBA, ktery je roven souctu obsahli obdélniki AMYX a
NBXY. Tim je Pythagorova véta dokézéna.

2.2 Algebraické vztahy

S vyuzitim geometrie lze také dokazat platnost n€kterych algebraickych vztaht.
Platnost vztahu, ktery v soucasné dob¢ zapisujeme ve tvaru
(a+b) =a®+2ab+b*, (1
lze dokazat s vyuzitim obr. 9. Na ném je zobrazen ¢tverec ABCD o strané délky a + b; jeho
obsah tedy je (a+b)2. Do tohoto Ctverce je vepsan dalsi ¢tverec a Ctyfi shodné pravouhlé
trojuhelniky. Obsah ¢tverce EFGH pfitom je o +b* — tento tverec je totiz sestrojen nad
pfeponou jednoho ze Ctyt pravouhlych trojuhelnikit HAE, EBF, FCG nebo GDH. VSechny
tyto pravouhlé trojihelniky maji odvésny o délkach a a b. Podle Pythagorovy véty je pak
délka jejich pfepon rovna +a* +b* , a tedy obsah &tverce sestrojeného nad touto pieponou je

roven o’ +5b*. Obsahy uvedenych &tyi shodnych pravothlych trojuhelnikii jsou pfitom rovny
obsahu dvou obdélnikil o stranach délky a a b.

0 7 2
H
7
A a E 5 B
obr. 9

Obsah ctverce ABCD tedy miizeme psat bud’ ve tvaru (a+b)2 nebo v ekvivalentnim
vyjadieni jako soucet obsahu ¢tverce EFGH a ¢tyi shodnych pravouhlych trojuhelniki, tedy
a* +b*+2ab.

Tim je platnost vztahu dokazana.

Analogicky lze dokazat platnost vztahu, ktery v soucasné dobé zapisujeme ve tvaru

(a—b)2 =a® —2ab+b*. (2)

Na obr. 10 je zobrazen &tverec KBEH o strané délky a - b, a tedy o obsahu (a-b)’.
Obsah tohoto Ctverce pritom mulzeme vyjadiit také pomoci obsahu ¢tverce ABCD, obsahu
ctverce EFGC a obsaht dvou obdélniki AKLD a HFGL. Obsah ¢tverce ABCD, jehoz strana
ma délku a, je . Obsah ¢tverce EFGC o strané délky b je »*. Kazdy z obdélnikit AKLD a
HFGL ma strany délky a a b, a proto obsah kazdého z nich je ab.
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Pfitom obsah c¢tverce KBEH je roven souctu obsahi ctverci ABCD a EFGC

zmenSenému o obsah obou obdélniki AKLD a HFGL. Tim je platnost uvedené¢ho vztahu
dokézana.

D L & 5
H
E &
A b K B
a
obr. 10
Také vztah, ktery se v soucasné dob¢ zapisuje ve tvaru
a® —b* =(a+b)(a=b), 3)

1ze dokazat geometricky. Na obr. 11 je zobrazen gnomon BCEFGH, ktery vznikl ze ¢tverce
ACEF o stran¢ délky a vyfiznutim ¢tverce ABHG o stran€ délky . Obsah gnému BCEFGH
proto je a* —b*.

F )

2

obr. 11

Gnémon BCEFGH lze ovsem pieskladat do obdélnika DEJK zobrazeného na obr. 12,
pricemz tento obdélnik ma stejny obsah jako ptvodni gnoémon. Obdélnik DEJK ma pfitom
strany délky a - b a a + b, tj. jeho obsah je (a+b)(a-b).

Tim je platnost vztahu dokazana.

10



Matematické hratky, Jaroslav Reichl, SPSST Pansk4, Praha, © 2016
J F £

obr. 12

Analogicky by bylo mozné dokdzat také platnost vztahli, v nichz se vyskytuji treti
mocniny. K tomu by bylo ale zapottebi modeli krychli a hranolt.

11
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3. Zlaty rez
3.1 Teoreticky popis

V celé¢ matematice je malo Cisel, kterd vzbudila takovou pozornost v celych déjinach
nejen matematiky. Kromé ¢isla m, které udava pomeér délky kruznice a jejiho priméru a které
pozdé¢ji veSlo ve znamost jako Ludolfovo cislo, je snad podobné zndmé uz jen &islo o
charakterizujici tzv. zlaty fez. Dulezitost Cisla m pro matematiku a jeho popularitu mezi
matematiky lze snadno vysvétlit: pfesnd hodnota tohoto ¢isla dovoluje na zakladé znalosti
poloméru kruznice (resp. kruhu) ur¢it jeji délku (resp. obvod kruhu nebo jeho obsah). To byly
dilezité vypocty i pro praktické vyuziti.

Ale u Cisla ¢ tato praktickd stranka vyuziti neni na prvni pohled vidét. Geometricky
pfedstavuje toto ¢islo pomér dvou usecek. Ale pro¢ je tento pomér tak zvlastni? Pro€ jej
matematici stale studuji? Jednou z moznych odpovédi je pravdépodobné fakt, ze pomér
zlatého tezu se vyskytuje v fad¢ oblasti, a to nejen v matematice. Velmi Casto se se zlatym
fezem miizeme setkat 1 v oblastech, ve kterych bychom jej na prvni pohled velmi té¢Zko cekali:

1. pomér stran v pentagramu (resp. pétithelniku) je v poméru zlatého fezu;

2. okvétni platky rizi, které jsou vtadeé kultur velmi cenéné, a usporadani listh
rostlin se fidi matematickym pravidlem spojenym se zlatym fezem;

3. stavba ulit meékkyst ve tvaru spirdlovité struktury se fidi Cislem, které je dano
prave zlatym fezem;

4. fada umeleckych dél (stavby, obrazy, ...), ale i geometrické utvary a geometricka
télesa maji ve své struktute zlaty fez uréitym zplisobem ,,zakddovan®;

5. fotografové vyuzivaji zlaty fez pti kompozici fotografie;

6. ...

Nyni je ziejmé, ze zlaty fez je skutecné velmi zajimavy, a proto je nutné se na n¢j
podivat podrobnéji.

REKNEME, ZE BOD C DELi USECKU AB V POMERU ZLATEHO REZU,
JESTLIZE PRO DELKY UVAZOVANYCH USECEK PLATI VZTAH

|AB|:|AC|=|AC]:|CB], 4)
POMER DELEK CELE USECKY A JEJi DELSi CASTI JE TEDY ROVEN POMERU
DELEK JEJi DELSI CASTI A KRATSI CASTI.
s

A X (o B
obr. 13

Po oznaceni délky tsecky AB pismenem a a délky jeji delSi ¢asti pismenem x, ziskdme
uméru ve tvaru

ax=x:(a-x). (5)
Vyjadtime-li améru (5) pomoci zlomkd ve tvaru £=—"—, miZeme pomérné snadno
X a—x
dojit ke kvadratické rovnici
X’ +ax—a’ =0. (6)

Vyftesime-li rovnici (6) souCasnymi metodami, ziskdme postupné feSeni ve tvaru

. Po ¢asteéném odmocnéni ziskame feSeni ve tvaru

145 (7)

12
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~1++5 ~1-5

2

Je zfejmé, Ze teSeni x, = a je kladné a feSeni x, = a je zaporné. Symbolem

. . ey . . . RN 1 «r
¢ a nazvem zlaty Fez se oznacuje pievracena hodnota kladného feseni, tj. o=—. V dal§im
X
textu budeme uvazovat jednotkovou délku usecky AB.
Oznaceny pomér nyni upravime a usmérnime:
ool 2 2 -5 2(1-5)
X —14+5 145 -1-+5 —4

. Dostavame tak pro zlaty fez vztah

1++5 (8)
>
Hodnota tohoto cisla je ¢=1,618033988... a patfi mezi iracionalni ¢isla. Hodnota
kladného kotene rovnice (6) je x=x, =0,618033988....

Délka usecky AC na obr. 13 je geometrickym primérem délek usecek AB a CB. Proto
je obsah ctverce sestrojeného nad delsi ¢asti useCky AB (tj. nad casti AC) roven obsahu
obdélnika, jehoZ strany maji délky stejné jako je délka celé usecky AB a délka jeji kratsi ¢asti
(. délka usecky CB) - viz obr. 14.

Rovnici (6) totiz miZzeme piepsat ve tvaru x*

=a’ —ax, Cili x> =a(a-x). Tento tvar ale
pfesné odpovidd geometrickému zndzornéni problému na obr. 14: obsah ¢tverce se stranou
rovnou délce tsecky AC (tj. x) je roven obsahu obdélnika o strandch stejnych délek, jako maji
usecky AB (1. a) a CB (. a - x).
V tomto smyslu je zlaty fez prezentovan i v Eukleidovych Zakladech.
a

obr. 14
Pii hledani zlatého fezu vlastné hledame takovy obdélnik BCEF (obr. 15), ktery ma
zajimavou vlastnost. Sestrojime-li nad jeho delsi stranou EF ¢tverec FEDA, ziskdme obdélnik
ABCD, ktery je obdélniku BCEF podobny. VSechny obdélniky s touto vlastnosti jsou si
navzajem podobné. Délky jejich stran jsou pak v poméru zlatého fezu.

Podle obr. 15 mizeme pro podobnost obdélniki ABCD a BCEF psat: %=%. Po

7 s r v , , v ;oo v a X ;. ’,
dosazeni pomoci délek uvazovanych useek dostavdme pomér —=-— ktery je shodny
X a—x

s defini¢nim pomérem zlatého fezu vyjadienym vztahem (5).
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0 x E it &

x

A F B
obr. 15

Jednu z konstrukeci zlatého fezu mizeme sledovat podle obr. 16:
1. Sestrojime ¢tverec ABCD o strané délky a.

2. Najdeme stied S GsecCky AB.
3. Z bodu S opiSeme kruznici o poloméru rovném délce usecky SC.
4. Prisecik této kruznice a poloptimky AB je bod E.
5. Zbodu E vzty¢ime kolmici o délce a kpolopiimce AB. Tak ziskdme na
polopiimce DC bod F.
6. D¢lka usecky AE je rovna oa, tj. je ¢ krat delsi, nez je délka strany Ctverce
ABCD.
I, a o F
@
A hy pa B E
obr. 16

Zdavodnéni vySe uvedené konstrukce vyplyva z Pythagorovy véty aplikované na
trojuhelnik SBC. Pro délku usecky SC (tj. pro polomér kruznice sestrojené z bodu S)

2
postupné dostavame: [SC|=/|SB[* +|BC|” = /[%) +a’ = ‘&az =%x/§ . Uvédomime-li si, ze délky

useCek SC a SE jsou navzijem stejné, pak pro délku tsecky AE mulzeme psat:

|AE|:|AS|+|SE|:|AS|+|SC|:%-i-% 5:1+2\Ea. S vyuzitim vztahu (8) tedy mulzeme psat
|AE|:1+2\/§a:q)a.

14
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Je tedy zifejmé, ze délky stran obdélnika AEFD jsou v poméru ¢a:a=¢:1. Délky stran

obdélnika BEFC jsou v poméru a:((pa—a)zl:((p—l)zl:l:(p:l, pfi¢emz piedposledni krok
¢

v rovnosti pomért byl u€inén na zéklad¢ ¢iselné vlastnosti zlatého fezu popsané vztahem (9).
Oba tyto obdélniky jsou proto tzv. zlaté obdélniky.
Zlaty fez ma nékteré zajimavé matematické vlastnosti:

o-Lo1, )
¢

¢’ =1+¢, (10)

o = 9t! (11)
¢-1

a fadu dal$ich. Dtikaz téchto vlastnosti 1ze provést algebraickymi ipravami.
Dalsi konstrukce a dalsi vlastnosti zlatého fezu jsou popsany napi. v [1].

.2 Aktivita spojena se zlatym rezem

Zakam lze problematiku zlatého fezu piibliZit jednoduchou aktivitou, kterou lze ukézat,
ze zlaty tez skutecné ¢lovek intuitivn€ vnima.

Budeme potiebovat pracovni list, na kterém jsou zobrazeny obdélniky (viz obr. 70 az
obr. 77). Zakam tyto obdélniky ukdZeme (napf. promitneme ze souboru dataprojektorem) a
zaci maji za ukol napsat ¢islo obdélnika, ktery se jim nejvice libi, ktery vypada jako typicky
obdélnik.

S rostoucim poctem zakii (respondentit), ktefi se tohoto experimentu zucastni, poroste
procento téch, ktefi vyberou obdélnik ¢islo 4. Tento obdélnik ma strany v poméru zlatého
fezu a pro vnimani lidskym okem je to ten ,,nejpfirozenéjsi* obdélnik.
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4. Model osmisténu

Otevieny model osmisténu, ve kterém jsou pozorovat thlopficné roviny lze sestavit ze
Sesti ¢tvercovych listd papirového Spalicku (viz obr. 17). Pro ndzornost a piehlednost pii
skladani bylo v popisovaném piipadé zvoleno vice rtiznych barev jednotlivych listt, ale neni
to podminkou.

Vsechny listy postupné piehneme podé¢l obou thlopti¢ek na polovinu (viz obr. 18). Poté
piehneme jesté kazdy list dvakrat na polovinu podél kolmic ke strandm daného listu. Poté
uhlopfi¢né sklady prehneme tak, aby tvotily vrcholy, a dalsi sklady pfehneme tak, aby tvotily
,udoli* (viz obr. 19). Sted listu, ve kterém se vSechny ¢tyti sklady protinaji, bude tvotit vzdy
jeden z vrcholii osmisténu.

obr. 17 obr. 18

obr. 19 e,
obr. 20

Nyni zacneme skladat vlastni model osmisténu. Zejména zavérecné faze skladani se
budou zdat komplikované, protoze papir se bude mackat. Ale pii opatrném postupu se podari
model zdarné slozit.

Mame tedy Sest Utvard, z nichZ jeden je zobrazen na obr. 19. Tyto utvary slozime bez
lepeni k sobé tak, ze z kazdého tohoto tvaru bude vidét jen polovina. Bude tedy vidét jen
jeden uhlopti¢ny sklad. Druhy uhlopticny sklad kazdého ttvaru bude zakryt dalS§imi t€mito
utvary.

Skladani tedy zacneme se tfemi Utvary. Postup budeme sledovat na obr. 20, podle
kterého budeme charakterizovat jednotlivé skladané utvary barvou. Za¢neme napft. Cervenym
utvarem, jehoz jeden thlopficny sklad postupné zakryjeme thlopficnym skladem zlutého a
zeleného utvaru. Pod viditelny Cerveny sklad vsuneme thlopticny sklad oranzového tutvaru;
soucasné ale druhym uhlopficnym skladem tohoto oranzového Utvaru zakryjeme jeden
uhlopficny sklad zeleného utvaru a Zlutého ttvaru.

Uvedenym postupem pokracujeme ve skladani déle. S rostoucim poctem do sebe jiz
zaklesnutych utvarii poroste slozitost zasunout dalsi uhloptiény sklad na své misto. Ale pfi
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troSe trpelivosti (1 za cenu ¢asteCného povoleni k sobé jiz ptitazenych slozenych Casti) se
podaii sloZit model osmisténu, ktery je zobrazen na obr. 21.

obr. 21

Model osmisténu mizeme pouzit nejen k tomu, aby zaci ziskali méné¢ obvyklou
pfedstavu tohoto télesa, ale také k netradicnimu pohledu na krychli. Vytvoifeny model
osmisténu je totiz vepsan do krychle.

Po popsani zakladnich vlastnosti télesa (pocet stén, pocet hran, pocet vrcholi, typ stén,

..) lze se zaky tesit napt. tyto ulohy:
1. Jaka je délka uhlopticky zékladniho Etvercového listu, z nichZ je model sloZen, je-
li délka jeho strany rovna a?
Jaky je objem plného osmisténu, ktery je reprezentovan sloZenym modelem?
Jaky je povrch plného osmisténu, ktery je reprezentovan sloZzenym modelem?
Jaky je celkovy povrch vytvoreného modelu?

whwD

Jaka je délka hrany krychle, do niz je uvazovany osmistén vepsan?

.‘-"\

Kolik procent objemu krychle zabird uvazovany osmistén?
Reseni uvedenych otazek uvedeme postupnd.
1. Je-li délka strany Ctverce a, pak délka jeho uhlopficky je na zékladé platnosti
Pythagorovy véty rovna
u=av2. (12)
2. Osmistén si mizeme piedstavit tak, ze je slozeny ze dvou pravidelnych ctyrbokych
jehlanil. Pfitom délka podstavné hrany dan¢ho jehlanu je rovna 0,5uz a vyska tohoto jehlanu je

rovna 0,5a. Objem osmisténu tedy miZeme psat ve tvaru V=2%~Sp-v. Po dosazeni

dostaneme: V =2 %%%a . Po dosazeni ze vztahu (12) a dalSich tpravéach pak dostaneme:

[ (13)

V==-0a.

3. Povrch plného osmisténu uré¢ime na zékladé stejné tivahy, jako byla tvaha pfi
uréovani objemu osmisténu. Pro vypocet povrchu plasté bude nutné znat jesté¢ vysku v, jedné
trojuhelnikové stény. Na zéklad€ obr. 22, na kterém je zobrazen pravidelny ctyfboky jehlan,

2
je zfejmé, Ze miZeme pomoci Pythagorovy véty psat: v, =,|v +(b) Po dosazeni za vysku

jehlanu v, za stranu b a ze vztahu (12) dostaneme: v, = a\/_ 1/ 21‘16 2J6 . Pro

povrch celého osmisténu tak nyni miZeme psat: S=2-Spl, po dosazeni dostaneme:

S= 2~4-%-%~vl. S vyuzitim pravé odvozeného vztahu pro vysku v, a vztahu (12) dostadvame:
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S=2-a>-3. (14)

b

obr. 22

4. Pred pocitanim celkového povrchu slozeného modelu je nutné védét, ze povrch
modelu je tvofen 24 pravouhlymi rovnoramennymi trojuhelniky. Délka ramen téchto

trojuhelnikll je pfitom rovna poloviné strany piivodniho ¢tvercového listu, ze kterych byl

modle sestaven. Proto pro celkovy povrch modelu mizeme psat: S, = 24%%% Dostavame

tedy:
S =3a’. (15)
Celkovy povrch modelu je tedy roven plose tii zékladnich listi. Pokud bychom se o tom
chtéli presvédcit experimentalné, je mozné vzit dalsi tfi barevné listy, rozdé€lit je na Ctyfi
pravouhlé rovnoramenné trojihelniky (poskladanim podél thlopticek a podél os jednotlivych
stran ¢tvercového listu), nastiihat a postupné pftilozit ke slozenému modelu.

5. Na zaklad¢ obr. 23 je ziejmé, Ze délka hrany krychle je rovna dvojnasobku délky
ramene rovnoramenného pravouhlého trojuhelnika, se kterym jsme pocitali v minulé tloze.
Pro délku @, hrany krychle tedy plati

a_ . (16)

ak:2-—:a’

délka hrany krychle je tedy stejnd jako délka strany listu, ze kterych je model osmisténu
slozen. To Ize experimentdlné¢ dokéazat tak, ze ze zbylych c¢tvercovych listi osmistén
obestavime a sestavime tak krychli osmisténu opsanou.

24N

obr. 23
6. S vyuzitim vztahu (16) lze pro objem krychle psat
V.=a'. (17)
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S vyuzitim vztahu (13) pak miZzeme psat: VK-loo % :%-a3 -%-100 %=17% . Objem
a

k
osmisténu tedy tvoii ptiblizné 17 % objemu krychle.
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5. Geometrie papiru formatu A4

S béznym papirem formatu A4 lze modelovat n¢kolik plosnych pravidelnych ttvart a
model jednoho télesa. Pro lepsi zietelnost pii pofizovani fotodokumentace byl pouzit papir
formatu A4 slepeny ze dvou barevnych listli. Pii vlastnim skladani je vhodné pouzit pouze
jeden list, protoze se 1épe sklada.

Zacneme s papirem formatu A4 (viz obr. 24), ktery podéln¢ ptelozime na polovinu (viz
obr. 25); tento sklad je pouze pomocny. Nyni pieloZzime papir tak, aby se jeden vrchol
puvodné obdélnikového papiru dostal na pravé vytvotreny pomocny sklad, a pfitom aby novy
sklad zacinal v sousednim vrcholu (viz obr. 26).

obr. 24 - obr. 25

Nez budeme pokracovat dale, je mozné se velmi jednoduse presveédcit, ze nejmensi tthel
pravé vytvorené¢ho trojihelnika (na obr. 26 je tento trojuhelnik zobrazen cerven¢) je roven
ttetiné pravého uhlu - tj. Ze hodnota tohoto tihlu je 30°. Staci podél delsi odvésny takto
vytvofeného trojihelnika pfehnout zbyvajici €ast papiru a zjistime, Ze se nam podaftilo
rozlozit piivodné pravy uhel na tfi shodné ¢asti (z nichz kazda mé tedy 30°).

Dalsi sklad, ktery provedeme po navraceni papiru do stavu zobrazené¢ho na obr. 26,

bude kopirovat kratsi odvésnu vytvoreného trojuhelnika; po ptelozeni ziskdme tvar zobrazeny
na obr. 27.

obr. 27

Nyni sta¢i zalozit Cast, kterd je zobrazena na obr. 27 vlevo nahote, podél hrany
ptuvodniho obdélnika dospod. Ziskdme tak rovnostranny trojuhelnik zobrazeny na obr. 28.
Ditikaz, Ze se jedna skute¢né o rovnostranny trojuhelnik, Ize provést pomoci ivah o hodnotach
vnitinich uhli trojuhelnika zobrazeného na obr. 28: v§echny uhly maji hodnotu 60°.

V praveé slozeném trojuhelniku si vyzna¢ime pomocnym pielozenim alesponi dvé jeho
vysky (t€Znice, osy stran, osy uhlil), abychom mohli pokracovat v dalSim skladani (viz obr. 29
a obr. 30). Dalsim krokem je sloZeni vrcholl trojuhelnika tak, aby se vSechny vrcholy setkaly

vty

Nyni vytvotfeny Sestitthelnik rozlozime na trojuhelnik (viz obr. 30) a ¢asti u vrchold
tohoto trojihelnika pfelozime podél jeho stiednich pficek opacnym smérem, nez byly
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provedeny sklady vedouci k Sestithelniku zobrazenému na obr. 31. Ziskame tim trojuhelnik,
jehoz délka strany je poloviéni ve srovnani s trojuhelnikem zobrazenym na obr. 28 a ktery je
zobrazeny na obr. 32.

obr. 28 obr. 29
obr. 30 obr 31

obr. 32 obr. 33

Pokud nyni rozlozime trojuhelnik ziskany v minulém skladu, ziskdme ptvodni ,,velky*
trojahelnik (viz obr. 33). Pokud ho slozime podél dvou skladi, které vedly ke slozeni
Sestithelniku (zobrazenému na obr. 31) a malého rovnostranného trojuhelnika (zobrazeného
na obr. 32), ziskdme Sesticipou hvézdu, ktera je zobrazena na obr. 34.

Tim jsme vycerpali moznosti plosSnych utvard. Pokud se nyni vratime k,,malému‘
rovnostrannému trojuhelniku (viz obr. 32), mizeme vytvofit model pravidelného tfibokého
jehlanu (tj. Ctyfsténu), ktery je zobrazen na obr. 35. Pro dosazeni lepSiho vzhledu Ctyisténu je
vhodné jeho ¢tvrty vrchol pfidrzet prsty.
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obr. 34 obr. 35

Se zaky muzeme feSit ulohy zaméfené na vypocet obvodi a obsahli vytvorenych
modell plosnych obrazcti nebo povrchu a objemu modelu ¢tyisténu. Je vhodné vychazet ze
strany ,,velkého* trojuhelnika, kterou ozna¢ime symbolem a. Pak ,,maly* trojihelnik bude mit

délku strany 0,5a, Sestithelnik bude mit délku strany rovnou %, Sesticipa hvézda bude mit

délky stran jednotlivych usekii rovné % a délka hrany Ctytsténu bude rovna 0,5a.
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6. Skladani Ctvercii
Geometrické ttvary, které jsou zobrazeny na obr. 36, vytiskneme na papir formatu A4
tak, aby kazdy zak (resp. kazda skupinka zaki) méla od kazdého ze zobrazenych utvart dva
kusy. Z téchto ¢asti maji zaci za ukol postupné slozit:
1. ¢tverec tak, aby kazdy utvar kromé ¢tverce pouzili prave jednou;

2. Ctverec tak, aby kazdy utvar (véetné Ctverce) pouzili prave jednou;
3. ctverec tak, aby kazdy utvar pouzili dvakrat.

obr. 36

Pokud chceme pro kazdého zéka piipravit jeho sadu pfedem, je vhodné rozstiihat na
jednotlivé ¢asti Gtverec zobrazeného na obr. 39. Zakam tento Utvar ale nesmime ukézat,
protoze piedstavuje feSeni jedné z vySe uvedenych tloh.

Reseni zadanych uloh je zobrazeno na obr. 37 az obr. 39.

obr. 37

obr. 39
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7. Geometricky hlavolam

Z péti Casti zobrazenych na obr. 40 je nutné slozit rovinny utvar, ktery je osové i
sttedové soumérny. Proto je nutné tyto ¢asti vytisknout na papir a vystiihnout. Pokud budou
mit zéci se skladanim problémy, 1ze napovédét, ze v Gitvaru je otvor.

Slozeny tutvar je zobrazen na obr. 41; z tohoto obrazku je vhodné tutvar vytisknout a
nastfihat pro samostatnou praci zaku.

obr. 40

obr. 41
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8. Tangram

Tangram je puzzle sloZzené ze sedmi rovinnych ttvard, které se nazyvaji tans (viz [2]).
Hlavolam byl objeven v Ciné b&hem vlady dynastie Song (960 - 1279) a do Evropy se dostal
béhem 19. stoleti. Cilem je jednotlivé utvary poskladat do urcitych tvart, které mohou
pifestavovat riizné motivy, siluety osob, zvifat, ... tak, aby bylo pouZito vSech sedm ¢ésti a
z4dné znich se navzijem nepiekryvaly. V nejjednodussim piipadé lze jednotlivé casti
tangramu ziskat tak, ze je vystfihneme ze Sablony zobrazené na obr. 42. Pokud Sablonu
vytiskneme dvakrat a jednotlivé ¢asti k sobé slepime, budeme mit jednotlivé ¢asti obarvené
z obou stran, ¢imZ se zvySi moZnosti pouZiti zejména rovnobézniku pii skladani rtznych
obrazci. Jediny rovnobéznik se totiz pti otoceni licem dolit zméni. Se zaky ve Skole Ize pii té
prilezitosti hovoftit o pfimé shodnosti a nepiimé shodnosti.

obr. 42

Nameéty pro skladani pak lze Cerpat na internetu (napft. [3]). Tangramy lze skladat i on-
line (napt. na webové strance [4]), kde jsou pfipraveny obrazky na kazdy den.
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9. Preskladani trojuhelnika na ¢tverec

Velmi snadno vyrobitelnou, a pfitom zajimavou aktivitou je puzzle, jehoZ cilem je slozit
ze Ctyf zadanych casti rovnostranny trojuhelnik (viz obr. 43) a potom i ¢tverec (viz obr. 44).

ey e

zaky predem vytisknout Sablonu zobrazenou na obr. 43 a vystfihnout ji, aby nevidéli, jak patii
jednotlivé dily k sobé.
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Z hlediska matematiky je nutné nyni zjistit, jak je piivodni trojahelnik zobrazeny na obr.
43 rozdeleny, a piesvédcit se, Ze jednotlivé dily lze preskladat do tvaru Ctverce.
Na obr. 45 je zobrazen rovnostranny trojihelnik ABC s délkou strany a a vyskou v, pro
jejiz délku plati:
3 (18)

V=a-cosa, :a-cos60°:7a.

C

A

Obsah tohoto trojuhelnika tedy je
a-v ﬁ 2 (19)

S = —_—
2 4
Vzhledem k tomu, Ze mame trojuhelnik ABC pteskladat na Ctverec, musi mit tento

¢tverec stejny obsah, jako ma trojuhelnik ABC. Délka strany ¢tverce tedy musi byt rovna
4
0 =5 = @ |

Nyni jiz rozdélime zadany trojuhelnik na pozadované ¢asti a to takto:
1. sestrojime stfedy stran AC a BC — ziskdme tak body S a R;
2. sestrojime usecku RP, kterd ma délku a, (viz vztah (20));

(20)

3. sestrojime bod Q tak, ze tiseCka PQ ma délku % ;

4. sestrojime body X a Y tak, Ze z bodli S a Q sestrojime kolmice na tse¢ku RP.

Popsané konstrukce jsou zobrazeny na obr. 46; naznacené spojnice urcuji rozdéleni
trojuhelnika na Ctyfti ¢asti, ze kterych je mozné sestrojit Ctverec.

Abychom se ptesvédCili, Ze z Casti trojuhelnika zobrazenych na obr. 46 lze slozit
¢tverec, musime urc¢it délky vSech usecek, které vymezuji jednotlivé cCasti trojuhelnika.
Oznacme proto tthel RPB symbolem o (viz obr. 47). Stejnou velikost pak ma i thel ARS.
Vzhledem k tomu, ze tsecka SR je stiedni pfiCkou trojuhelnika, je rovnobézna se stranou 4B
trojuhelnika; hly RPB a ARS jsou tedy uhly stfidavé a maji tedy stejnou velikost.

sino. _ sina,

Pro trojuihelnik PBR Ize na zdklad¢ sinové véty psat: w = |R—P , kde o je tthel RPB.
. o . _|rB| . .
Odtud je mozné vyjadfit sinus nezndmého thlu o sina = ﬁsm a,. Po dosazeni miizeme dale
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a

y 5 NEREENE] . y
ostupné psat: sina = —2—sin60° = — .32 _ . Po posledni upravé dostaneme:
pospREP B " TR 2 s PR
2
B E) (21)
smo=——-—.

obr. 47

Vzhledem k tomu, Ze |PQ|:|SR|:%, jsou trojuhelniky PQY a RSX shodné (maji

shodnou jednu stranu a vSechny tii vnitini uhly). Proto |QY|=|SX|:%sina. Po dosazeni ze

vztahu (21) dostaneme:

s (22)
.
Porovndme-li délky useCek QY a SX (danych vztahem (22)) s délkou strany aq,

hledaného c¢tverce, ktera je definovana vztahem (20), vidime, ze plati
28
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23
Qv]-fsx| =% =
Usecky QY a SX tedy budou tvofit jednu stranu hledaného &tverce.

Ze shodnosti trojihelnikti PQY a RSX dale vyplyva rovnost délek stran PY a RX. Pro
délky téchto stran lze na zakladé Pythagorovy véty (s vyuzitim vztahu (22)) psat:

2 4 2
|PY|=|RX|= (ﬁj —(a'ﬁ] . Po upravé pak dostavame:

2 4
24
|PY|=|RX|:%,/1—g. @4

Vzhledem k tomu, Ze (podle obr. 47) plati [PY|=|PX|+|XY| a také |RX|=|RY|+|XY| a déle
také plati vztah (24), pak plati
|PX|=|RY]. (25)
Soucasné plati |[PX|=|PR|-|RX]|, pfi¢emz délka usecky PR je rovna délce strany a,
hledaného ¢tverce. Proto miizeme psat:
|PX| = a, —[RX]. (26)
Posledni vlastnost, kterou je nutné si uvédomit, se tyka rozdéleni strany AB

trojuhelnika ABC. Urcité plati |AP|+|PQ|+|BQ| =|AB|=a . Vzhledem k tomu, Ze |PQ|= g , pak

|AP|+[BO) = Pg| = £.

obr. 48

Nyni jiz mizeme popsat, jak bude vytvofen Ctverec, ktery ma vzniknout pieskladanim
trojuhelnika zobrazeného na obr. 46. Tento Ctverec je spolu s plivodnim trojihelnikem ABC
zobrazen na obr. 48; na tomto obrazku je zamérn¢ vice bodd popsano stejnymi pismeny, aby
byla patrna souvislost ¢tverce s pavodnim trojuhelnikem. Jednotlivé strany ctverce vznikly
takto:

1. strana XYRY je tvotfena tiseCkou slozenou z tiseCek RX a PX (viz vztah (26));
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2. strana YQY je tvofena tuseckou sloZzenou ze dvou usecek QY (viz vztah (23));

3. strana YPX je tvofena useckou slozenou z useCek PY a PX (viz vztahy (24) a
(26));
4. strana XSX je tvofena useckou slozenou ze dvou usecek SX (viz vztah (23)).

Vnitini thly nalezeného Ctyfuhelniku jsou pravé (takze se jednéd skute¢né o ctverec),
protoze thly u bodi X a Y v trojuhelniku ABC jsou pravé na zéklad¢ konstrukce usecek SX a
QY.

Ctverec lze z trojiihelnika ziskat nejen preskladanim &ty Gasti, na které je trojuhelnik
rozdélen, ale také jejich pouhou rotaci. Staci si predstavit, Ze jednotlivé Casti trojuhelnika jsou
vbodech R, Q a P spojeny ksobé otocnymi klouby. Pokud zacneme tfi spodni Casti
trojuhelnika otacet v kladném sméru kolem bodu R, postupné splynou usecka CR s tseckou
RB, tsecky BQ a AP s useckou PQ (viz vztah (27)) a usecka AS s useckou CS.

Pokud bychom chtéli matematicky popis zjednodusit (piipadné jej zcela vypustit - napf.
pro mladsi zéky zakladnich Skol), je mozné zakladni konstrukci bodi P a Q provést jinak.
Staci vést kolmice k tise¢ce AB v bodech S a R. Usecka RP nebude mit v tomto piipade délku
P a

danou vztahem (20). Délku tsecky RP ur¢ime na zékladé podminky |RP|= =7
cosa COS(X,

Uhel o piitom uréime na zakladé podminky tga = 0,5v :l-ﬁa-2 \f . Odtud a=arctg| — \B
PQl 2 2 a 2
a tedy dostavame:
" 2.cosa [ (\/5 J]
2-cos| arctg| —
2
Podilem vztahii (20) a (27) dostaneme: E = a4 2 V7 =1,0052, tedy
a

2. cos[arctg({D a\f 243

chybu v urceni délky Gsecky RP pfiblizné 0,5 %. Tato chyba se pii preskladavani trojahelnika
na ¢tverec (pfi vystiiZzeni trojuihelnika z papiru formatu A4) neprojevi.
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10. Vlajky

Zajimavé souvislosti 1ze nalézt na norské vlajce (viz obr. 49) a na zakladé nich fesit
rizné matematické ulohy zamétené na obsahy geometrickych obrazcu.

_|
il

Norské vlajka je podle [5] obdélnik, jehoz strany a a b jsou v poméru a:b=8:11,
pficemz poméry barev ¢ervena, bild a modra jsou:
1. Cervena : bila : modra : bila : Cervena=6:1:2:1 : 6 na Sifku;
2. Cervend : bild : modra : bila : Cervena =6 :1:2:1:12 na délku.

Na norské vlajce lze pfitom nalézt pfi vhodném thlu pohledu i statni vlajky dalSich
statli, jak je zobrazeno na obr. 50. Shora doli a zleva doprava na norské statni vlajce lze
nalézt statni vlajky téchto stath:

1. Indonésie;
Polsko;
Nizozemsko;
Finsko;
Francie;
Thajsko.

SRR I

Nizozemsko

Indonésie Thajsko

—

Polsko

I]Francie

obr. 50

Umist'ovani statnich vlajek uvazovanych stat na norskou vlajku je ptfitom déno Sitkou
jednotlivych barevnych pruht na norské vlajce, Siftkou pruhli na vlajkach dalSich statt a
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pomérem stran obdélnikd, které jsou tvarem statnich vlajek danych stati. Vlajky, které Ize
nalézt na norské vlajce, jsou obdélnikové, ale nemaji shodné poméry svych stran.

Indonéska statni vlajka (podle [10]) je obdélnik se stranami v poméru 2 : 3 (muze se
pouzit i pomér 4 : 5, ale ten v této Uloze pouzit nebyl). Vzhledem k tomu, Ze indonéska statni
vlajka je tvofena dvéma stejné Sirokymi vodorovnymi pruhy cervené a bilé barvy, je jeji kratsi
strana na norské vlajce stejné dlouhd, jako dvojnasobek S$itky bilého pruhu norské vlaky. Na
zéaklad¢ toho lze dopocitat délku indonéské vlajky. Jeji umisténi (tj. vodorovnad soutadnice
levého dolniho rohu indonéské vlajky) je voleno tak, aby se na norskou vlajku vesly dalsi
statni vlajky.

Analogicky postup je zvolen u polské statni vlajky, kterd je tvoiena (podle [7])
obdélnikem se stranami v poméru 5 : 8. Kratsi strana polské vlajky umisténé na norské vlajce
ma tedy stejnou délku, jako je dvojnasobek sitky bilého pruhu norské vlajky. Na zaklad¢ toho
je pak dopocitana délka polské vlajky. Vzhledem k tomu, ze indonéska 1 polska vlajka maji
(na norské vlajce) stejnou Sitku a ze pro uvedené poméry vlajek plati §>§, je polska vlajka
delsi.

Nizozemska statni vlajka je (podle [6]) obdélnik se stranami v poméru 2 : 3, pfiCemz
Sitky tfi barevnych pruhll jsou stejné. Na norskou vlajku musi byt vzhledem k barevné
kombinaci pruhi umisténa svisle, na coz pamatuji i pravidla pro vyvésovani nizozemské
vlajky: pii svislém vyvéSeni je pruh, ktery byl horni vodorovny pii vodorovném vyvésenti,
vlevo. Sitka nizozemské vlajky na norské vlajce je tedy trojnasobkem Sitky bilého pruhu
norské vlajky. Délka nizozemské vlajky je pak dopocitana na zdklad€ poméru jejich stran.

Finska statni vlajka je (podle [9]) obdélnik se stranami v poméru 11 : 18, pfi¢emz
poméry barevnych pruht jsou definovany takto:

1. bila : modra : bila =4 : 3 : 4 na Sitku;
2. bild : modra : bila=5: 3 : 10 na délku.

Pomér Sitky a délky finské vlajky je na norské vlajce (viz obr. 50) dodrzen a finska
vlajka ma tedy Sitku rovnou Sifce dvou bilych a jednoho modrého pruhu (méfeno ve sméru
Sitky) norské vlajky. Proporce pruhli finské vlajky ale dodrZeny nejsou. Vzhledem k Sifce a
pomérim pruhd na norské vlajce, nebylo mozné zachovat proporce pruhti i finské vlajky. Ve
spravnych proporcich je finska vlajka zobrazena na obr. 51.

obr. 51

Francouzské statni vlajka je podle [8] obdélnik se stranami v poméru 2:3, jejiz tii
barevné pruhy maji Sitky vtéchto pomérech: modra : bild : Cervena =30 : 33 :37. Pii
umist'ovani francouzské vlajky na norskou vlajku je nutné zacit od bilého pruhu a podle néj
pak dopocitat Sitky ostatnich pruhli francouzské vlajky. Poté na zakladé poméru délek jejich

Posledni vlajkou, kterou Ize na norskou vlajku umistit, je thajska statni vlajka. Ta je
podle [11] tvotfena obdélnikem, jehoZ strany jsou v poméru 2 : 3. Pomér Sitek jednotlivych
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barevnych pruhti je: Cervend : bild : modra : bila: Cervena=1:1:2:1: 1. Vzhledem k tomu,
ze modry pruh ma jak na norské vlajce, tak na thajské vlajce dvojnasobnou §itku, nez pruh
bily, je mozné thajskou vlajku pohodln€¢ na norskou vlajku umistit. Na ziklad¢ této

vvvvv

V souvislosti s uvedenymi zajimavostmi Ize fesit tyto matematické tlohy:

1.

SR

~

Kolik procent plochy norské statni vlajky je vyplnéno: a) ¢ervenou, b) modrou, ¢)
bilou barvou?

Kolik procent plochy norské statni vlajky tvoii plocha indonéské statni vlajky?
Kolik procent plochy norské statni vlajky tvoti plocha polské statni vlajky?
Kolik procent plochy norské statni vlajky tvoii plocha nizozemské statni vlajky?
Kolik procent plochy norské statni vlajky tvofi plocha finské statni vlajky?

Kolik procent plochy finské statni vlajky je vyplnéno: a) bilou, b) modrou
barvou?

Kolik procent plochy norské statni vlajky tvoti plocha francouzské statni vlajky?

. Kolik procent plochy norské statni vlajky tvoti plocha thajské statni vlajky?

Reseni zadanych uloh:

1.

Podle obr. 52 plati: b=£a, x=ia, y=£a, u=ib=i-£a=ia
8 16 16 22 22 8 16
11 1

2 b—i'ﬂazéa. Plocha celé vlajky je: S:aob=a~§a:§la2. Plocha bilych

T
pruht pak je: S, =2x-b+2u-a-2u-y-2x-v-4x-u=
:2~[La-£a +ia-a—ia-la—La-la—Z-LmLaj:laz. Plocha modrych pruht
16 8 16 16 &8 16 8 16 16 4
je: Sm=y-b+v-a—v~y=la-£a+la-a—la-la=ia2. Plocha bilych pruht tedy
8 8 8 8 8 32
S 1, 8 200 ,

tvori ?-100%:?& +-100 % = 0 % =18 % plochy vlajky, plocha modrych
a
.S 9 , 8 225 . : 3 ,
tvori %-loo%za’—za o +-100 % = 0 %=21% plochy vlajky. Plocha ¢ervenych
a

obdélnik pak tvoti 61 % plochy vlajky.

. Plocha norské vlajky je S= %az . Sitka indonéské vlajky na norské vlajce je rovna
dvojnasobku $itky bilého pruhu norské vlajky, tedy a, =2 ~%a =%a . Jeji délka pak
. 3 3 . L 1x . . 1 3 3
je b =S4 =1ca Plocha indonéské vlajky proto je S, =a,-b =39 7g% :ﬁaz.

. L 1. . v S 3 , 8 300, .
Plocha indonéské vlajky tedy tvoifi —L1-100%=——da’-——-100%="%=17%
S 128 1la 176

plochy norské vlajky.

. Plocha norské vlajky je S :l—glaz. Sitka polské vlajky na norské vlajce je rovna

dvojnasobku §itky bilého pruhu norské vlajky, tedy a, =2 ~%a = %a . Jeji délka pak

je b, =§ap =§a. Plocha polské vlajky proto je S,=a,-b, =%a%a=%a2. Plocha

B 10092100
55

%=1,8% plochy norské

polské vlajky tedy tvori %~100%:4ioa2~

11a

vlajky.
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4. Plocha norské vlajky je S=1—81a2. Sitka nizozemské vlajky na norské vlajce je

rovna trojndsobku $itky bilého pruhu norské vlajky, tedy a,, :3-%51:%51. Jeji

délka pak je b= %am = %a . Plocha nizozemské vlajky proto je
Sy —ay by =—a—a=2Lq>. Plocha nizozemské vlajky tedy  tvoii
MMM 16 320 512
Su 0096 =2 2 iz 100% =279 o, - 3,8 % plochy norské vlajky.
S 512 1la 704

5. Plocha norské vlajky je S=%a2. Sitka finské vlajky na norské vlajce je rovna

Sitce dvou bilych a jednoho modrého pruhu norské vlajky, tedy

a =2~La+%a:%a. Jeii délka pak je b, :%

9 . .
. v g = d. Plocha finské vlajky proto

o = 1, 24a-242. Plocha finské vlajky  tedy  tvofti
4 22 88

81009 = 200
11a 121

je Sp =ag b

S.100% =>4
s 88

% =7,4 % plochy norské vlajky.

6. Podle obr. 53 plati: b:%a, r=2a a y= 3318,

—b= ~ 34 Plocha celé vlajky
11 18 18 11 11

je: S:a-b:a'ﬁazﬁaz.

TGt Plocha modrych pruht je:

3 3 3 3 78 , o
S =x-b+y-a-x-y=—a-—a+—a-a——a-—a=—a’. Plocha modrych pruhu ted
m =X yramxy lla lla lla “ lla lla l2la fyehp Y
tvori 9m.100% =5 a2 111009 =13% 0, 2399, plochy vlajky. Plocha bilych
S 121 18a 33

obdélnikt tedy tvoti 61 % plochy vlajky.

7. Plocha norské vlajky je S:%az. Délka francouzské vlajky na norské vlajce je

F_[@.i+i+ﬁ.ija=£a. Jeji Sitka pak je a,-2bh -2 a. Plocha
33 16 16 33 16 132 3 198

25 . 2,252 2 Pplocha francouzské

“198% 1327 " 26136

vlajky tedy tvori Se 009 =82 2.8 ~-100 % _62500,, . 1,7% plochy norské
S 26136  lla 35937

francouzské vlajky proto je S, =a,-b,

vlajky.

1,

8. Plocha norské vlajky je Szga . Sitka thajské vlajky na norské vlajce je

a, =la+4~%a =§a. Jeji délka pak je b, =§aT =%a . Plocha thajské vlajky proto

8
: 3.9 27, o . o
je ST:“T'szga'Ea:ﬁ“ . Plocha thajské vlajky tedy  tvori
51 100% =2 g2 ~i2-100 9= 2100, - 15,3% plochy norské vlajky.
S 128 11la 176

Jednou z variant, jak zaky presvédcit, Ze na norskou statni vlajku lze umistit statni
vlajky dalSich statd svéta, je pfipravit pro kazdého z nich vytistény model norské vlajky (viz
obr. 83, ktery je az na velikost totozny s obr. 49) a Sablonu zobrazenou na obr. 84. Pokud
z této Sablony zaci vystiihnou vyznacené obdélniky a poloZzi na stejné velky model statni
vlajky Norska, ve vystfizenych obdélnicich se objevi vlajky dalSich Sesti stati svéta. Pti
stithani otvorti v Sablon¢ zobrazené na obr. 84 je nutné dbat na to, abychom dva velké
obdélniky vysttihli velmi pfesné a Sablona ziistala drzet pohromadé.

Pravé popsanou aktivitu lze vyuzit nejen v hodinadch matematiky pii probirani obsahti
geometrickych utvard, ale také ji propojit s vyukou zemépisu a zopakovat pti ni vlajky
vybranych statt.
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obr. 53
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11. Védecka prostirani

Zajimava prostirdni lze nalézt na webovych strankdch [12]. Upravené Sablony jsou
zobrazeny na obr. 85 az obr. 87. Sablonu vytiskneme na bézny papir formatu A4, obstfihneme
velmi piiblizné kolem naznacené Cerné kruznice a podél teckovanych car piehneme tak,
abychom ziskali kruhovou vyse¢ se stfedovym thlem 60 stupiiii resp. 90 stupnia (tj. vysec
s obrazkem). Tuto vyse¢ muizeme jest€¢ jednou piehnout na polovinu. Nyni staci vystfihnout
dle Sablony Sedé¢ casti — tj. vést stiihy ntizkami tak, abychom odstranili Sedé¢ ¢asti obrazku.

Po nasledném rozlozeni ziskdme netradi¢ni prostirani, na kterém budou vyznaceny
hlavy tii fyzika véetné typického predmétu, ktery je s danym védcem spjat. Na obr. 54 az obr.
56 jsou zobrazena vysledna prostirani v potadi Curie, Einstein a Schrodinger.

Ve vyuce lze tato prostirani vyuzit pii probirani symetrii, osové soumeérnosti nebo
shodnych zobrazeni.

obr. 54 obr. 55
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12. Monogram

Na obr. 57 je zobrazen tzv. monogram, ve kterém jsou zakddovany vSechna pismena
anglické abecedy a vSechny ¢islice od 0 do 9. Najdete je?

obr. 57

Reseni je mozné zkontrolovat v animovaném souboru formétu GIF (viz [13]).
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13. Materialy pro samostatnou praci zaka

13.1 Pythagorova véta

Na obr. 58 je zobrazena sit, do které je tfeba seskladat postupem popsanym vyse
vystiizené Utvary zobrazené na obr. 59 a obr. 60; tyto dva utvary je tfeba vystfihnout navic
podél ernych car.
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obr. 58
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obr. 60

obr. 59

Na obr. 61 je zobrazena sit, do které je tfeba seskladat utvary zobrazené na obr. 62
(budou potteba pouze Ctyti trojuhelniky) a obr. 63 (budou tfeba oba odd€lené ctverce).

obr. 61
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obr. 62
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obr. 63
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13.2 Algebraické vztahy

Na obr. 64 je zobrazena sit, do které bude potieba vystiihnout vSechny dilky (tj. ¢tyii
trojuhelniky a jeden Cétverec) zobrazené na obr. 65. Pro dalsi algebraicky vztah je sit
zobrazena na obr. 66, na obr. 68 jsou pak zobrazeny dva Ctverce a obdélnik, které bude pro
aktivitu potfeba vystfihnout. K poslednimu algebraickému vztahu je sit’ zobrazena na obr. 69
a na obr. 67 jsou zobrazeny dva obdélniky, které budou k vyse popsanému diikazu zapotiebi.
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obr. 65
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obr. 67
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obr. 68

a-b

obr. 69
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13.3 Zlaty rez

obr. 70 obr. 71 obr. 72

obr. 73 obr. 74

obr. 75 obr. 76

obr. 77
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13.4 Skladani ¢tvercii

obr. 78
13.5 Geometricky hlavolam

obr. 79
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13.6 Tangram

obr. 80

13.7 Preskladani trojuhelnika na ¢tverec

obr. 81
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13.8 Vlajky

obr. 83

obr. 84
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13.9 Védecka prostirani

/'/_—————\

obr. 85
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obr. 86
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obr. 87
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